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PREFACE
普通高等院校基础力学系列教材 序

  普通高等院校基础力学系列教材包括“理论力学”、“材料力学”、“结构力

学”、“工程力学 (静力学 +材料力学 )”以及“工程流体力学”。目前出版的是前

面的 3 种 ,“工程力学 (静力学 +材料力学 )”将在以后出版。

这套教材是根据我国高等教育改革的形势和教学第一线的实际需求 ,由

清华大学出版社组织编写的。

从 2002 年秋季学期开始 ,全国普通高等学校新一轮培养计划进入实施阶

段 ,新一轮培养计划的特点是 ,加强素质教育、培养创新精神。根据新一轮培

养计划 ,课程的教学总学时数大幅度减少 ,为学生自主学习留出了较大的空

间。相应地 ,课程的教学时数都要压缩 ,基础力学课程也不例外。

怎样在有限的教学时数内 ,使学生既能掌握力学的基本知识 ,又能了解一

些力学的最新进展 ;既能培养学生的力学素质 ,又能加强工程概念。这是很多

力学教育工作者所共同关心的问题。

现有的基础教材大部分都是根据在比较多的学时内进行教学而编写的 ,

因而篇幅都比较大。教学第一线迫切需要适用于学时压缩后教学要求的小篇

幅的教材。

根据“有所为、有所不为”的原则 ,这套教材更注重基本概念 , 而不追求冗

长的理论推导与繁琐的数字运算。这样做不仅可以满足一些专业对于力学基

础知识的要求 ,而且可以切实保证教育部颁布的基础力学课程教学基本要求

的教学质量。

为了让学生更快地掌握最基本的知识 ,本套教材在概念、原理的叙述方面

作了一些改进。一方面从提出问题、分析问题和解决问题等方面作了比较详

尽的论述与讨论 ;另一方面通过较多的例题分析 ,特别是新增加了关于一些重

要概念的例题分析 ,著者相信这将有助于读者加深对于基本内容的了解和

掌握。

此外 ,为了帮助学生学习和加深理解以及方便教师备课和授课 ,与每门课
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程主教材配套出版了学习指导、教师用书 (习题详细解答 )和供课堂教学使用

的电子教案。

本套教材内容的选取以教育部颁布的相关课程的“教学基本要求”为依

据 ,同时根据各院校的具体情况 ,作了灵活的安排 ,绝大部分为必修内容 ,少部

分为选修内容。每门课程所需学时一般不超过 60。

范钦珊      

2004 年 7 月于清华大学   



FOREWORD
前言

  为了减轻教学第一线老师不必要的重复劳动 ,同时也为了给刚刚走上材

料力学教学岗位的青年教师提供教学参考资料 ,我们将“材料力学”教材中全

部习题作了详细解答 ,编写成册 ,定名为“材料力学教师用书”。

全书包括教材中的全部 11 章内容的习题解答 ,即 : 材料力学概述 , 轴向

载荷作用下杆件的材料力学问题 ,轴向载荷作用下材料的力学性能 ,圆轴扭转

时的强度与刚度计算 ,梁的强度问题 ,梁的变形分析与刚度问题 , 应力状态与

强度理论及其工程应用 ,压杆的稳定问题 ,材料力学中的能量方法 ,动载荷与

疲劳强度概述以及新材料的材料力学概述。

编者希望这本书能为提高老师的工作效率作出一点贡献 ,当然也希望对

老师们提高教学质量有所帮助。

书中不足之处 ,恳请老师们批评指正。

范钦珊     

2004 年 7 月于清华大学   
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材料力学概述

习 题 解 答

1 -1  图示矩形截面直杆 ,右端固定 ,左端在杆的对称平面内作用有集中

力偶 ,数值为 M。关于固定端处横截面 A-A 上的内力分布 ,有四种答案 ,根据

弹性体的特点 ,试分析哪一种答案比较合理。

正确答案是   ( C)   。

习题 1-1 图

解 : 首先 ,从平衡的要求加以分析 ,横截面上的分布内力只能组成一个力

偶与外加力偶矩 M平衡。而答案 ( A )和 ( B)中的分布内力将合成一合力 ,而

不是一力偶 ,所以是不正确的。

直杆在外力偶 M作用下将产生上面受拉、下面受压的变形。根据变形协

调要求 ,由拉伸变形到压缩变形 ,必须是连续变化的 ,因而 ,受拉与受压的材料

之间必有一层材料不变形 ,这一层材料不受力。因此 ,答案 ( D)也是不正确

的。正确的答案是 ( C )。

1 -2  图示等截面直杆在两端作用有力偶 ,数值为 M,力偶作用面与杆的

对称面一致。关于杆中点处截面 A- A 在杆变形后的位置 (对于左端 , 为

1
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A′- A′; 对于右端 ,为 A″- A″) ,有四种答案 ,试判断哪一种答案是正确的。

正确答案是   ( C)   。

习题 1-2 图

解 : 根据变形协调的要求 ,杆件各部分变形协调一致 ,既不能断开 , 也不

能互相重叠。答案 ( A)和 (D)中同一处左右两侧横截面 A′- A′和 A″- A″断开 ;

答案 ( B)中同一处左右两侧横截面 A′-A′和 A″-A″发生重叠。因而答案 ( A)、

( B)和 (D)都是不正确的。答案 ( C)中同一处左右两侧横截面既不断开也没有

发生重叠 ,所以是正确的。

1 -3  等截面直杆其支承和受力如图所示。关于其轴线在变形后的位置

(图中虚线所示 ) ,有四种答案 ,根据弹性体的特点 ,试分析哪一种是合理的。

正确答案是   ( C)   。

习题 1-3 图

解 : 直杆受 3 个力的作用 ,将发生弯曲变形 ,因而 A B和 BC 段都要弯曲 ,

因此答案 ( A)和 ( B)都是不正确的。根据弯矩的实际方向 , AB 和 BC 段弯曲

后的曲线都是向上凸的。所以 ,答案 ( C)是正确的 ,答案 (D)是不正确的。
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轴向载荷作用下杆件的
材料力学问题

习 题 解 答

2 -1  两根直径不同的实心截面杆 ,在 B 处焊接在一起 , 弹性模量均为

E = 200GPa ,受力和尺寸等均标在图中。

习题 2-1 图

试求 :

1. 画轴力图 ;

2. 各段杆横截面上的工作应力 ;

3. 杆的轴向变形总量。

解 : 轴力图 (略 )

( a ) 1. σAB =
FN1

A1
=

4 FN1

πd2
1

=
4×30×103

π×202×10 - 6 = 95. 5MPa

σBC =
FN2

A2
=

4× (50 + 30)×10
3

π×30
2
×10

- 6 = 113M Pa

2. Δl =ΔlA B +ΔlBC =
FN1 l1
E A1

+
FN2 l2
E A2

= 1. 06mm

2
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( b) 1. σAB =
FN A B

A1
=

4×50×10
3

π×38
2
×10

- 6 = 44. 1M Pa

σBC =
FN B C

A2
=

4× ( - 60)×103

π×652 ×10 - 6 = - 18. 1MPa

2. Δl =ΔlA B +ΔlB C =
FN A B lA B

E A1
+

FN B C lB C

E A2

=
50×10

3
×0. 9×4

200×109×π×382 ×10 - 6 +
- 60×10

3
×1. 22×4

200×109 ×π×652×10 - 6

= 0. 0881×10
- 3

m = 0. 0881mm

2 -2  直径 d = 36mm 的钢杆 AB C与铜杆 CD 在 C 处连接 ,杆受力如图

所示。若不考虑杆的自重 ,试 :

1. 求 C、D二截面的铅垂位移 ;

2. 令 FP1 = 0 ,设 AC段长度为 l1 ,杆全长为 l ,杆的总伸长Δl =
FP 2 l
E A

,写出

E的表达式。

习题 2-2 图

解 : 1. uC = uA +
( FN ) A B l A B

Es
πd

2

4

+
( FN ) B C l BC

Es
πd

2

4

= 0 +
150×10

3
×2000 + 100×10

3
×3000

200×10
3 ×

4
π×36

2

= 2. 947mm
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uD = uC +
( FN ) C D lCD

Ec
πd

2

4

= 2. 947 +
100×10

3
×2500×4

105×10
3
×π×36

2 = 5. 286mm

2.
FP2 l
EA

=Δl =ΔlAC +ΔlCD =
FP2 l1
Es A

+
FP2 ( l - l1 )

Ec A
,令η=

l1

l

1
E

=
η

Es

+
1 -η

Ec

 E =
Ec Es

Ecη+ ( 1 -η) Es

2 -3  长度 l = 1. 2m、横截面面积为 1. 10×10 - 3 m2 的铝制圆筒放置在固

定的刚性块上 ; 直径 d = 15. 0mm 的钢杆 BC悬挂在铝筒顶端的刚性板上 ; 铝

制圆筒的轴线与钢杆的轴线重合。若在钢杆的 C端施加轴向拉力 FP ,且已知

钢和铝的弹性模量分别为 Es = 200GPa , Ea = 70G Pa ; 轴向载荷 FP = 60 kN ,试

求钢杆 C端向下移动的距离。

习题 2-3 图

解 : 1 . 铝筒 : uA - uB =
- FP lA B

E a Aa
(其中 uA = 0)

uB =
60×103×1. 2×103

70×103×1. 10×10 - 3×106 = 0. 935mm

2 . 钢杆 : uC = uB +
FP lBC

Es As
= 0. 935 +

60×103×2. 1×103

200×103×
π
4
×152

= 4. 50mm

2 -4  直杆在上半部两侧面都受有平行于杆轴线的均匀分布载荷 ,其集

度均为珚p = 10kN/ m; 在自由端 D处作用有集中力 FP = 20 kN。已知杆的横
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截面面积 A = 2. 0×10 - 4 m2 , l = 2m。试求 :

1. A、B、E三个横截面上的正应力 ;

2. 杆内横截面上的最大正应力 ,并指明其作用位置。

习题 2-4 图

解 : 由已知条件 ,用截面法求得

FN A = 40kN ,  FN B = 20 kN ,  FN E = 30kN

  1. σA =
FN A

A
=

40×103

2. 0×10 - 4 = 200MPa

σB =
FN B

A
= 100M Pa

σE =
FN E

A
= 150M Pa

2. σmax =σA = 200MPa( A截面 )

2 -5  螺旋压紧装置如图所示。现已知工件所受的压紧力为 F = 4kN。

装置中旋紧螺栓螺纹的内径 d1 = 13. 8mm; 固定螺栓内径 d2 = 17. 3mm。两

根螺栓材料相同 , 其许用应力 [σ] = 53. 0M Pa。试校核各螺栓的强度是否

安全。

解 : ∑ MB = 0 ,  FA = 2 kN

∑ Fy = 0 ,  FB = 6kN

σA =
FA

A A
=

2000
π
4

d2
1

=
2000×4
π×13. 82×10 - 6 = 13. 8MPa < [σ] ,安全。
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σB =
FB

A B
=

6000×4
π
4
×17. 3

2
×10

- 6
= 25. 53M Pa < [σ] ,安全。

习题 2-5 图

2 -6  现场施工所用起重机吊环由两根侧臂组成。每一侧臂 A B 和 BC

都由两根矩形截面杆所组成 , A、B、C三处均为铰链连接 ,如图所示。已知起

重载荷 FP = 1200 kN ,每根矩形杆截面尺寸比例 b/ h = 0. 3 ,材料的许用应力

[σ] = 78. 5M Pa。试设计矩形杆的截面尺寸 b和 h。

习题 2-6 图

解 : 由对称性受力图 ,得

∑ Fy = 0 ,  4 FN cosα= FP

FN =
FP

4cosα
=

1200×103

4×
960

960
2

+ 420
2

= 3. 275×105 N

σ=
FN

A
=

FN

0. 3 h
2 ≤ [σ]
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h≥
FN

0. 3 [σ]
=

3. 275×10
5

0. 3×78. 5×10
6 = 0. 118m

b= 0. 3 h≥0. 3×0. 118 = 0. 0354m = 35. 4mm

h = 118mm ,  b= 35. 4mm

2 -7  图示结构中 BC和 AC 都是圆截面直杆 ,直径均为 d = 20mm ,材料

都是 Q235 钢 ,其许用应力 [σ] = 157MPa。试求该结构的许用载荷。

习题 2-7 图

解 : ∑ Fx = 0 ,  FB = 2 FA (1 )

∑ Fy = 0 ,  
2
2

FA +
3

2
FB - FP = 0 (2 )

FP =
1 + 3

2
FB (3 )

FB≤ [σ]×
π
4

d2

FP ≤
1 + 3

2
×
π
4

d
2

[σ] (4 )

=
1 + 3

2
×
π
4
×20

2
×10

- 4
×157×10

6
= 67. 4kN

由 ( 1)、( 2)得

FP = 2 ( 1 + 3 )
2

FA = 2 ( 1 + 3 )
2
× [σ] π

4
d2 = 90. 28kN (5 )

比较 ( 4)、( 5)式 ,得 [ FP ] = 67. 4kN

讨论 : 有一种解法 ,认为 [ FP ] = [σ] Aa + [σ] Ab ( Aa 和 A b 分别为 A C 杆和

BC 杆的横截面面积 ) ,这是不正确的。因为保持平衡时 ,两杆内应力并不是

正好都同时达到许用应力。

2 -8  图示的杆件结构中 1、2 杆为木制 , 3、4 杆为钢制。已知 1、2 杆的横

截面面积 A1 = A2 = 4000 mm
2

, 3、4 杆的横截面面积 A3 = A4 = 800mm
2

; 1、2

杆的许用应力 [σw ] = 20MPa , 3、4 杆的许用应力 [σs ] = 120M Pa。试求结构的

许用载荷 [ FP ]。
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习题 2-8 图

解 : 由图 (a ) : ∑ Fy = 0 ,  F3 =
5
3

FP

∑ Fx = 0 ,  F1 = -
4
5

F3 = -
4
3

FP ,

由图 ( b) :

∑ Fx = 0 ,  F4 =
4
5

F3 =
4
3

FP

∑ Fy = 0 ,  F2 = -
5
3

F3 = - FP

| F1 | > | F2 |

| F1 |
A1
≤ [σw ]

4
3

FP≤ A1 [σw ]

FP≤
3
4

A1 [σw ] =
3
4
×4000×10

- 6
×20×10

6
= 60kN

F3 > F4 ,  
F3

A3
≤ [σs ] ,  

5
3

FP≤ [σ] A3

FP≤
3
5

[σ] A3 =
3
5
×120×10

6
×800×10

- 6
= 57. 6kN

[ FP ] = min (57. 6kN ,60kN) = 57. 6kN
* 2 -9  由铝板和钢板组成的复合柱 ,通过刚性板承受纵向载荷 FP = 38kN,

其作用线沿着复合柱的轴线方向。试确定铝板和钢板横截面上的正应力。

解 : 由于刚性板的存在 ,又是对称加载 ,所以铝板和钢板具有相同的压缩

变形量。于是有
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习题 2-9 图

FN s

Es As
=

FN a

Ea Aa
(1 )

根据平衡条件 ,有

FN s + FN a = - FP (2 )

FN s = -
Es As

Es As + Ea Aa
FP

FN a = -
Ea Aa

Es As + Ea Aa
FP

σs =
FN s

As
= -

Es FP

Es b0 h + Ea·2b1 h
= -

Es FP

b0 hEs + 2 b1 hEa

=
- 200× 109 × 385× 103

0. 03× 0. 05× 200× 109 + 2× 0. 02× 0. 05× 70× 109

= - 175M Pa(压 )

σa =
FN a

Aa
= -

Ea FP

b0 hEs + 2 b1 hEa
=

- 175 Ea

Es
= - 175×

70
200

= - 61. 25M Pa(压 )

  * 2 -10  铜芯与铝壳组成的复合棒材如图所示 ,轴向载荷通过两端刚性

板加在棒材上。现已知结构总长减少了 0. 24mm。试求 :

1. 所加轴向载荷的大小 ;

2. 铜芯横截面上的正应力。

解 : 1 . 设铜芯与铝壳之间无内压 ,二者具有相同的轴向应变 ,其值为

ε=
0. 24
300

= 8× 10 - 4

  轴向载荷等于二者受力之和 :
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习题 2-10 图

FP =σcu Acu +σal Aal = EcuεA cu + EalεA al

= 105× 10
3
× 8× 10

- 4
×
π
4
× 25

2
× 10

- 3
+

70× 103 × 8× 10 - 4 ×π
4

( 602 - 252 )× 10 - 3

= 172. 1kN

  2 .铜芯应力

σcu = Ecuε= 105× 10
3
× 8× 10

- 4
= 84MPa

习题 2-11 图

  
*

2 -11  图示组合柱由钢和铸铁制成 ,组合柱横截面为边长为 2 b的正方

形 ,钢和铸铁各占横截面的一半 ( b×2 b)。载荷 FP 通过刚性板沿铅垂方向加

在组合柱上。已知钢和铸铁的弹性模量分别为 Es = 196GPa, Ei = 98. 0GPa。

今欲使刚性板保持水平位置 ,试求加力点的位置 x = ?
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解 :∑ M0 = 0 ,  ( b·2 bσs )· x -
b
2

= ( b·2 b)σi
3
2

b - x

2 x - b
3 b - 2 x

=
σi
σs

(1 )

σs
Es

=
σi
Ei

σi
σs

=
98
196

=
1
2

(2 )

将 ( 2)式代入 (1 )式得

4 x - 2 b = 3 b - 2 x

由此解得

x =
5
6

b



3

轴向载荷作用下杆件材料
的力学性能

习 题 解 答

3 -1  韧性材料应变硬化后 ,材料的力学性能发生了变化。试判断以下

结论哪一个是正确的 :

( A) 屈服应力提高 ,弹性模量降低 ;

( B) 屈服应力提高 ,韧性降低 ;

( C ) 屈服应力不变 ,弹性模量不变 ;

( D) 屈服应力不变 ,韧性不变。

正确答案是   (B)   。

解 : 韧性材料应变硬化后 ,如果再加载 ,材料的屈服应力提高 ,韧性即延

伸率降低。所以正确答案是 ( B)。

3 -2  关于材料的力学一般性能 ,有如下结论 ,请判断哪一个是正确的 :

( A) 脆性材料的抗拉能力低于其抗压能力 ;

( B) 脆性材料的抗拉能力高于其抗压能力 ;

( C ) 韧性材料的抗拉能力高于其抗压能力 ;

( D) 脆性材料的抗拉能力等于其抗压能力。

正确答案是   ( A)   。

解 : 大多数脆性材料的抗拉强度低于抗压强度。所以答案 ( A)是正确的。

3 -3  低碳钢材料在拉伸实验过程中 ,不发生明显的塑性变形时 ,承受的

最大应力应当小于的数值 ,有以下四种答案 ,请判断哪一个是正确的 :

( A) 比例极限 ;

( B) 屈服强度 ;

( C ) 强度极限 ;

( D) 许用应力。

3
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正确答案是   (B)   。

解 : 低碳钢拉伸时 ,当应力大于或等于屈服强度时才会出现明显的塑性

变形。所以正确的答案应该是 ( B)。

3 -4  根据图示三种材料拉伸时的应力 -应变曲线 , 得出的如下四种结

论 ,请判断哪一种是正确的 :

( A) 强度极限σb (1 ) =σb (2 ) >σb (3 ) ,弹性模量 E(1 ) > E(1 ) > E(3 ) ,

延伸率δ( 1) >δ( 2) >δ(3 ) ;

( B) 强度极限σb (2 ) >σb (1 ) >σb ( 3) ,弹性模量 E(2 ) > E(1 ) > E( 3) ,

延伸率δ( 1) >δ( 2) >δ( 3) ;

( C ) 强度极限σb ( 3) <σb ( 1) <σb (2 ) ,弹性模量 E( 3) > E(1 ) > E(2 ) ,

延伸率δ( 3) >δ(2 ) >δ(1 ) ;

( D) 强度极限σb (1 ) >σb (2 ) >σb (3 ) ,弹性模量 E(2 ) > E(1 ) > E(3 ) ,

延伸率δ( 2) >δ( 1) >δ(3 )。

正确答案是   (B)   。

习题 3-4 图

解 : 图示的三种拉伸曲线表明 ,

三种材料的强度极限σb (2 ) >σb (1 ) >σb (3 ) ;

三种材料的弹性模量 E( 2) > E(1 ) > E(3 ) ;

三种材料的延伸率δ( 1) >δ( 2) >δ(3 )。

所以答案 ( B)是正确的。

3 -5  关于低碳钢试样拉伸至屈服时 , 有以下结论 ,请判断哪一个是正

确的 :

( A) 应力和塑性变形很快增加 ,因而认为材料失效 ;

( B) 应力和塑性变形虽然很快增加 ,但不意味着材料失效 ;

( C ) 应力不增加 ,塑性变形很快增加 ,因而认为材料失效 ;

( D) 应力不增加 ,塑性变形很快增加 ,但不意味着材料失效。
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正确答案是   ( C)   。

解 : 屈服的特征是应力不增加 ,而塑性变形很快增加 ,这时 ,材料已经丧

失承载能力 ,即失效。所以正确答案是 ( C)。

3 -6  关于条件屈服强度有如下四种论述 ,请判断哪一种是正确的 :

( A) 弹性应变为 0. 2%时的应力值 ;

( B) 总应变为 0. 2 %时的应力值 ;

( C ) 塑性应变为 0. 2%时的应力值 ;

( D) 塑性应变为 0. 2 时的应力值。

正确答案是   ( C)   。

解 : 条件屈服强度是人为规定的。规定 : 产生 0. 2 %塑性应变时的应力

值 ,称为材料的条件屈服强度。所以正确答案是 ( C)。

3 -7  低碳钢加载→卸载→再加载路径有以下四种 ,请判断哪一种是正

确的 :

( A) OAB→ BC→COA B;

( B) OA B→ BD→DOAB;

( C ) OA B→ B AO→ODB;

( D) OAB→ BD→DB。

正确答案是   ( D)   。

习题 3-7 图

解 : 加载时的路径是 OA B; 卸载时的路径是 BD; 再加载路径是 DB。所

以正确答案是 ( D)。



4

圆轴扭转时的强度与刚度计算

习 题 解 答

4 -1  关于扭转剪应力公式τ(ρ) = Mxρ/ Ip 的应用范围有以下几种 ,试判

断哪一种是正确的。

( A) 等截面圆轴 ,弹性范围内加载 ;

( B) 等截面圆轴 ;

( C ) 等截面圆轴与椭圆轴 ;

( D) 等截面圆轴与椭圆轴 ,弹性范围内加载。

正确答案是   ( A)   。

解 : τ(ρ) = Mxρ/ Ip 在推导时利用了等截面圆轴受扭后 ,其横截面保持平

面的假设 ,同时推导过程中还应用了剪切胡克定律 ,要求在线弹性范围加载。

所以正确答案是 ( A)。

4 -2  两根长度相等、直径不等的圆轴承受相同的扭矩受扭后 ,轴表面上

母线转过相同的角度。设直径大的轴和直径小的轴的横截面上的最大剪应力

分别为τ1 max和τ2max , 剪切弹性模量分别为 G1 和 G2 。试判断下列结论的正

确性。

( A) τ1ma x >τ2 max ;

( B) τ1max <τ2 max ;

( C ) 若 G1 > G2 ,则有τ1 max >τ2 max ;

( D) 若 G1 > G2 ,则有τ1 max <τ2max。

正确答案是   ( C)   。

解 : 因两圆轴等长 ,轴表面上母线转过相同角度,则剪应变相同 ,即γ1 =γ2 =γ。

由剪切胡克定律τ= Gγ,知 G1 > G2 时 ,τ1max >τ2max。因此,正确答案是(C)。

4 -3  承受相同扭矩且长度相等的直径为 d1 的实心圆轴与内、外径分别

为 d2、D2 (α= d2/ D2 )的空心圆轴 ,二者横截面上的最大剪应力相等。关于二

者重之比 ( W1 / W2 )有如下结论 ,试判断哪一种是正确的。

4
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( A) (1 -α4 )3/ 2 ;

( B) (1 -α
4

)
3/ 2

(1 -α
2

) ;

( C ) ( 1 -α4 ) ( 1 -α2 ) ;

( D) (1 -α
4

)
2/ 3

(1 -α
2

) 。

正确答案是   ( D)   。

解 : 由τ1max =τ2 max得

16 Mx

πd
3
1

=
16 Mx

πD
3
2 (1 - α

4
)

即
d1

D2
= ( 1 - α4 )1/ 3 (a )

二者重量之比
W1

W2
=

A1

A2
=

d
2
1

D
2
2 (1 - α

2
)

( b )

( a )式代入 ( b )式 ,得
W1

W2
=

( 1 - α4 )2/ 3

1 - α2

所以 ,正确答案是 (D)。

4 -4  变截面轴受力如图所示 , 图中尺寸单位为 mm。若已知 Me1 =

1765N·m , Me2 = 1171N·m ,材料的切变模量 G = 80. 4GPa ,求 :

1 .轴内最大剪应力 ,并指出其作用位置 ;

2 .轴内最大相对扭转角φmax。

习题 4-4 图

解 : 1 . 确定最大剪应力

A B段 :

MxA B = Me1 + Me2 = 1765N·m + 1171N·m = 2936N·m

τmax ( AB ) =
Mx A B

Wp A B
=

Mx A B

πd3
1

16

=
2936

π× ( 70× 10 - 3 )3

16

= 43. 6M Pa
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  B C段 :
Mx BC = Me1 = 1171N·m

τmax ( BC) =
MxB C

Wp2
=

Mx BC

πd3
2

16

=
1171

π× ( 50× 10 - 3 )3

16

= 47. 7M Pa

  2 .确定轴内最大相对扭转角φmax

φmax = φA B +φB C

=
Mx A B l2

GIp1
+

MxB C l1

GIp2

= 2936× 700× 10
- 3
× 32

80. 4× 10
9
×π× ( 70× 10

- 3
)

4 + 1171× 500× 10
- 3
× 32

80. 4× 10
9
×π× (50× 10

- 3
)

4

= 1. 084× 10
- 2

+ 1. 187× 10
- 2

= 2. 271× 10
- 2

rad
  4 -5  图示实心圆轴承受外加扭转力偶 ,其力偶矩 Me = 3kN·m。试求 :

1. 轴横截面上的最大剪应力 ;

2. 轴横截面上半径 r = 15mm 以内部分承受的扭矩所占全部横截面上扭

矩的百分比 ;

3. 去掉 r = 15mm 以内部分 ,横截面上的最大剪应力增加的百分比。

习题 4-5 图

解 : 1. τ1max =
Mx

Wp
=

Me

Wp
=

Me

πd
3

16

=
3×10

3
×16

π×0. 06
3 = 70. 7M Pa

2. Mr =∫A1
ρ·τd A =∫

r

0
ρ·

Mx

Ip
ρ·2πρdρ=

2πMx

Ip
·

r4

4
Mr

M x
=

2πr4

4 Ip
=

2πr4

4×
πd4

32

=
16 r4

d4 = 16×
15
60

4

=
1

16

= 0. 0625×100 % = 6. 25 %
请读者思考 ,还有没有更好的解法 ?
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3. τ2 max =
Mx

Wp
=

Me

πd3

16
1 -

1
2

4 = 75. 4M Pa

Δτ
τ

=
τ2 max -τ1 max

τ1 max
=
α

4

1 -α
4 =

1
2

4

1 -
1
2

4 =
1

15
= 6. 67 %

4 -6  同轴线的芯轴 A B与轴套 CD ,在 D处二者无接触 , 而在 C处焊成

一体。轴的 A端承受扭转力偶作用 ,如图所示。已知轴直径 d = 66mm ,轴套

外直径 D = 80mm ,厚度δ= 6mm; 材料的许用剪应力 [τ] = 60M Pa。求 : 结构

所能承受的最大外加扭力矩。

习题 4-6 图

解 : τ轴 max =
Mx

Wp1
=

T1

πd
3

16

≤60×10
6

T1 ≤60×10
6
×
π×66

3

16
×10

- 9
= 3387N·m

τ套 max =
Mx

Wp2
=

T2

πd
3

16
1 -

68
80

4 ≤60×10
6

T2 ≤60×106 ×
π×803

16
×10 - 9 1 -

17
20

4

= 2883N·m

所以 , Tmax≤ T2 = 2883N·m = 2. 883×103 N·m
* 4 -7  图示开口和闭口薄壁圆管横截面的平均直径均为 D,壁厚均为δ,

横截面上的扭矩均为 T = Me。试 :

1. 证明闭口圆管受扭时横截面上最大剪应力

τmax ≈
2 Me

δπD2
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  2. 证明开口圆管受扭时横截面上最大剪应力

τmax ≈
3 Me

δ2πD

  3. 画出两种情形下 ,剪应力沿壁厚方向的分布。

习题 4-7 图

解 :

1. 证明闭口圆管受扭时横截面上最大剪应力

由于是薄壁 , 所以圆环横截面上的剪应力可以认为沿壁厚均匀分布

(图 a -1 ) ,于是有

Me =∫A

D
2
·τd A =

D
2
·τ·πDδ

由此得到

τ=
2 Me

δπD2  即  τmax =
2 Me

δπD2

  2. 证明开口圆管受扭时横截面上最大剪应力

根据狭长矩形扭转剪应力公式 ,有

τmax =
3 Me

hb
2 =

3 Me

πD·δ
2 =

3 Me

δ
2
πD

  3. 画出两种情形下 ,剪应力沿壁厚方向的分布

两种情形下剪应力沿壁厚方向的分布分别如图 ( a-1)和 ( b-2 )所示。



    材料力学教师用书  � l22   

4 -8  由同一材料制成的实心和空心圆轴 ,二者长度和质量均相等。设

实心轴半径为 R0 ,空心圆轴的内、外半径分别为 R1 和 R2 ,且 R1 / R2 = n,二者

所承受的外扭转力偶矩分别为 Me s和 Meh。若二者横截面上的最大剪应力相

等 ,试证明 :

Mes

Meh
=

1 - n2

1 + n2

  解 : 因为长度和质量相等 ,所以面积也相等。于是有

πR
2
0 =π( R

2
2 - R

2
1 ) (a )

τmax =
Mes

πd
3

16

=
Me s

π·
R

3
0

2

( b )

τmax =
Meh

π( 2 R2 )3

16
(1 - n

4
)

(c )

  由 ( b)、(c )二式 ,得

Me s

Meh
=

R
3
0

R3
2 (1 - n4 )

( d)

  由 ( a )式有

R2
0 = R2

2 - R2
1

将其代入 ( d )式 ,最后得到所要证明的结论 :

Me s

Meh
=

( R
2
2 - R

2
1 )

3
2

R3
2 ( 1 - n4 )

=
( 1 - n2 )

3
2

1 - n4 =
(1 - n2 )

3
2

( 1 - n2 ) ( 1 + n2 )
=

1 - n2

1 + n2

  * 4 -9  直径 d = 25mm 的钢轴上焊有两个凸台 ,凸台上套有外径 D =

75mm、壁厚δ= 1. 25mm 的薄壁管 , 当杆承受外扭转力偶矩 Me = 73. 6N·m

时 ,将薄壁管与凸台焊在一起 , 然后再卸去外加扭转力偶。假定凸台不变形 ,

薄壁管与轴的材料相同 ,切变模量 G= 40M Pa。试 :

1. 分析卸载后轴和薄壁管的横截面上有没有内力 ,二者如何平衡 ?

2. 确定轴和薄壁管横截面上的最大剪应力。
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习题 4-9 图

解 :

1. 分析卸载后轴和薄壁管横截面上的内力

焊接前 ,轴承受扭矩 ,轴发生扭转变形。这时 ,如果卸载 ,轴的扭转变形将

全部恢复 ,因而轴的横截面上将没有扭矩。

与薄壁管焊接后 ,再除去轴上的外加扭力矩 ,轴的扭转变形不能完全恢

复 ,因而轴的横截面上仍然存在扭矩 ,但已经不是加载时的扭矩 ,而是小于原

来的扭矩。

二者焊接后形成一个整体 ,如果用一个假想截面将整体截开 ,这时的横截

面由轴和薄壁管的横截面组成 ,卸载后 ,没有外加扭力矩作用 ,仅仅轴的横截

面上存在扭矩无法平衡 ,因此 ,薄壁管的横截面上必然存在与之大小相等方向

相反的扭矩 ,二者组成平衡力系 ,使截开的部分保持平衡。设轴和薄壁管横截

面上的扭矩分别为 Mx1和 Mx2 ,于是有

Mx1 = Mx2

  2. 确定轴和薄壁管横截面上的最大剪应力

设轴受 Me = 73. 6N·m 时 ,相对扭转角为φ0 ,于是有

dφ0

d x
=

Mx

GIp1
=

Me

GIp1
(a )

  焊接后卸载 ,管承受扭转 ,其相对扭转角为φ2 ,轴上没有恢复的相对扭转

角为φ1 =φ0 -φ2 ,即

φ1 +φ2 = φ0 ( b )

其中

φ1 =
Mx1 l
GIp1

φ2 =
Mx2 l
GIp2

(c )

将 ( a )式和 ( c)式代入 ( b)式得

Me l
GIp1

=
Mx1 l
GIp1

+
Mx2 l
GIp2

( d)
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由此解得

Mx1 = Mx2 =
Ip2

Ip1 + Ip2
Me (e )

其中

Ip1 =
πd

4

32
=
π
32
× 25

4
× 10

- 1 2
= 38349. 5× 10

- 12
m

4

Ip2 =
πD4

32
1 -

D - 2δ
D

4

=
π× 754

32
1 -

72. 5
75

4

× 10
- 12

= 393922× 10
- 12

m
4

于是 ,卸载后薄壁管横截面上的最大剪应力为

τ2max =
Mx2

Wp2
=

Me

Ip1 + Ip2
·

Ip2

Wp2
=

Me

Ip1 + Ip2
· D

2
( f)

将 Ip1、Ip2值代入 ( f)式得

τ2max =
73. 6×

75
2
× 10

- 3

( 38349. 5 + 393922)× 10
- 1 2 = 6. 38MPa

卸载后 ,轴横截面上的最大剪应力为

τ1 max =
Mx1

Ip1
· d

2
=

Ip2·Me

Ip1 ( Ip1 + Ip2 )
· d

2

=
73. 6× 25

2
× 393922× 10 - 3

( 38349. 5 + 393922 )× 38349. 5× 10 - 1 2 = 21. 86M Pa



5

梁的强度问题

习 题 解 答

5 -1  试求图示各梁中指定截面上的剪力、弯矩值。

习题 5-1 图

解 : (a )题  A截面 : FQ =
b

a + b
FP ,  M = 0

C截面 : FQ =
b

a + b
FP ,  M =

ab
a + b

FP

D截面 : FQ = -
a

a + b
FP ,  M =

ab
a + b

FP

B截面 : FQ = -
a

a + b
FP ,  M = 0

( b)题 A截面 : FQ =
M0

a+ b
,  M = 0

C截面 : FQ =
M0

a + b
,  M =

a
a + b

M0

5



    材料力学教师用书  � l26   

D截面 : FQ = -
M0

a + b
,  M =

b
a + b

M0

B截面 : FQ = -
M0

a + b
,  M = 0

( c)题 A截面 : FQ =
5
3

qa,  M = 0

C截面 : FQ =
5
3

qa,  M =
7
6

qa2

B截面 : FQ = -
1
3

qa,  M = 0

( d )题 A截面 : FQ =
1
2

ql,  M = -
3
8

qa
2

C截面 : FQ =
1
2

ql ,  M = -
1
8

qa
2

D截面 : FQ =
1
2

ql ,  M = -
1
8

qa2

B截面 : FQ = 0 ,  M = 0

( e)题 A截面 : FQ = - 2 FP ,  M = FP l

C截面 : FQ = - 2 FP ,  M = 0

B截面 : FQ = FP ,  M = 0

( f)题 A截面 : FQ = 0 ,  M =
FP l
2

C截面 : FQ = 0 ,  M =
FP l
2

D截面 : FQ = - FP ,  M =
FP l
2

B截面 : FQ = - FP ,  M = 0

5 -2  试写出以下各梁的剪力方程、弯矩方程。

解 :

( a )题

FQ ( x ) = - M
2 l

,  M( x) = - M
2 l

x  ( 0 ≤ x≤ l)

FQ ( x ) = - M
2 l

,  M( x) = - M
2 l

x + M  ( l≤ x≤ 2 l)

FQ ( x ) = -
M
2 l

,  M( x) = -
M
2 l

x + 3 M  ( 2 l≤ x≤ 3 l)

FQ ( x ) = -
M
2 l

,  M( x) = -
M
2 l

x + 2 M  ( 3 l≤ x≤ 4 l)
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习题 5-2 图

  ( b)题

FQ ( x ) = -
1
4

ql - qx , M( x) = ql
2

-
1
4

ql x -
1
2

qx
2

( 0 ≤ x≤ l)

FQ ( x ) = -
1
4

ql , M( x) =
1
4

ql (2 l - x ) ( l≤ x≤ 2 l)

  ( c)题

FQ ( x ) = ql - qx , M( x) = ql x + ql
2

-
1
2

qx
2

( 0 ≤ x≤ 2 l)

FQ ( x ) = 0 , M( x) = ql
2

( 2 l≤ x≤ 3 l)

  ( d )题

FQ ( x) =
5
4

ql - qx , M( x) =
5
4

qlx -
1
2

qx2 (0≤ x≤ 2 l)

FQ ( x) = - ql + q(3 l - x) , M( x) = ql(3 l - x) -
1
2

q( 3 l - x) 2 (2 l≤ x≤ 3 l)

  ( e )题

FQ ( x) = qx , M( x) =
1
2

qx2 (0 ≤ x≤ l)

FQ ( x) = ql - q( x - l) , M( x) = ql x -
l

2
-

1
2

q( x - l) 2 ( l≤ x≤ 2 l)
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  ( f)题

FQ ( x) = -
ql
2

+ qx , M( x) = -
1
2

qlx +
1
2

qx
2

( 0≤ x≤ l)

FQ ( x) = - ql
2

+ q(2 l - x) , M( x) = ql
2

(2 l - x) - 1
2

q( 2 l - x)2 ( l≤ x≤ 2 l)

  5 -3  试画出习题 5 -2 中各梁的剪力图、弯矩图 ,并确定剪力和弯矩的绝

对值的最大值。

解 : (a )∑ MA = 0 ,  FR B =
M
2 l

(↑ )

∑ Fy = 0 ,  FR A =
M
2 l

(↓ )

| FQ | max =
M
2 l

| M | max = 2 M

习题 5-3 图

( b)∑ MA = 0 ,  - ql2 - ql·
l
2

+ ql· l + FR B·2 l = 0

FR B =
1
4

ql(↑ )
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∑ Fy = 0 ,  FR A =
1
4

ql(↓ )

MC = FR B· l =
1
4

ql· l =
1
4

ql
2

( + )

MA = ql
2

| FQ | max =
5
4

ql

| M | max = ql
2

( c)∑ Fy = 0 ,  FR A = ql(↑ )

∑ MA = 0 ,  MA = ql
2

∑ MD = 0 ,  ql2 + ql· l - ql·
l

2
- MD = 0

MD =
3
2

ql
2

| FQ | max = ql

| M | max =
3
2

ql
2

( d )∑ MB = 0

FR A·2 l - q·3 l·
l

2
- ql· l = 0

FR A =
5
4

ql(↑ )

∑ Fy = 0 ,  FR B =
3
4

ql(↑ )

∑ MB = 0 ,  MB =
q
2

l2

∑ MD = 0 ,  MD =
25
32

ql
2

| FQ | max =
5
4

ql

| M | max =
25
32

ql
2

( e )∑ Fy = 0 ,  FR C = 0

∑ MC = 0 ,  - ql·
3
2

l + ql·
l

2
+ MC = 0

MC = ql2

∑ MB = 0 ,  MB =
1
2

ql2

∑ Fy = 0 ,  FQ B = ql
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习题 5-3 图 (续 )

| FQ | max = ql

| M | max = ql2

( f)∑ MA = 0 ,  FR B =
1
2

ql(↑ )

∑ Fy = 0 ,  FR A =
1
2

ql(↓ )
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∑ Fy = 0 ,  -
1
2

ql + ql - FQ B = 0

FQ B =
1
2

ql

∑ MD = 0 ,  
1
2

ql·
l
2

- q
l
2
·

l
4

+ MD = 0

MD = -
1
8

ql
2

ME =
1
8

ql
2

| FQ | max =
1
2

ql

| M| max =
1
8

ql2

* 5 -4  已知图示梁的剪力图以及 a、e两截面上的弯矩 M a 和 Me 均为零。

为确定 b、d两截面上的弯矩 Mb、Md ,现有下列四种答案 ,试分析哪一种是正

确的。

( A) Mb = Ma + Aa→ b ( FQ ) ,  Md = Me + Ae→ d ( FQ ) ;

( B) Mb = Ma - Aa→ b ( FQ ) ,  Md = Me - Ae→ d ( FQ ) ;

( C ) Mb = Ma + Aa→ b ( FQ ) ,  Md = Me - Ae→ d ( FQ ) ;

( D) Mb = Ma - Aa→ b ( FQ ) ,  Md = Me + Ae→ d ( FQ )。

上述各式中 Aa→ b ( FQ )为截面 a、b之间剪力图的面积 ,以此类推。剪力图

的面积可以为正 ,也可以为负。

习题 5-4 图

解 : 根据微分关系的定积分以及 a、b之间剪力图的面积为负值 ,有

Mb = Ma - Aa→ b ( FQ )

因为 d、e之间剪力图的面积为正值 ,所以有

Me = Md + Ad→ e ( FQ )
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以及
Ad→ e ( FQ ) = Ae→ d ( FQ )

改写后为
Md = Me - Ae→ d ( FQ )

因此 ,正确答案是 ( B)。
*

5 -5  静定梁承受平面载荷 , 但无集中力偶作用 , 其剪力图如图所示。

若已知 A端弯矩 M A = 0。试确定梁上的载荷及梁的弯矩图。并指出梁在何

处有约束 ,且为何种约束。

习题 5-5 图

解 : 由 FQ 图线性分布且斜率相同知 ,梁上有向下均布载荷 q,由 A、B处

FQ 向上突变知 , A、B处有向上集中力 ; 又因 A、B 处弯矩无突变 ,说明 A、B

处为简支约束 ,由 A、B处 FQ 值知

FR A = 20 kN(↑ )

FR B = 40kN(↑ )

  由∑ Fy = 0 ,即

FR A + FR B - q× 4 = 0
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得  q= 15kN/ m

由 FQ 图 D、B处值知 , M在 D、B处取极值

MD = 20× 4
3

- 15× 1
2

4
3

2

= 40
3

kN·m

MB = - q× 1×
1
2

= - 7. 5kN·m

  梁上载荷及梁的弯矩图分别如图 ( b)、(a )所示。
* 5 -6  试作图示刚架的剪力图和弯矩图 ,并确定 | FQ | max、| M| max。

习题 5-6 图

解 : 图 (a ) :

         ∑ MA = 0

FR B·2 l - FP· l - FP· l = 0

FR B = FP (↑ )

∑ Fy = 0 ,  FAy = FP (↓ )

∑ Fx = 0 ,  FA x = FP (← )

弯矩图如图 ( a -1 ) ,其中 | M | max = 2 FP l ,位于刚节点 C截面。

图 ( b) :

∑ Fy = 0 ,  FAy = ql (↑ )
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∑ MA = 0 ,  FR B =
1
2

ql (→ )

∑ Fx = 0 ,  FA x = 1
2

ql (← )

弯矩图如图 ( b -1) ,其中 | M | max = ql
2
。
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图 ( c) :

∑ Fx = 0 ,  FA x = ql (← )

∑ MA = 0

ql
2

- ql·
l

2
- FR B· l = 0

FR B =
1
2

ql (↓ )

∑ Fy = 0 ,  FA y =
1
2

ql (↑ )

弯矩图如图 ( c -1) ,其中 | M | max = ql
2
。

图 ( d ) :

∑ Fx = 0 ,  FA x = ql (← )

∑ MA = 0

- ql·
l

2
- ql

2
+ FR B· l = 0

FR B =
3
2

ql (↑ )

∑ Fy = 0 ,  FA y =
3
2

ql
2

(↓ )

弯矩图如图 ( d -1 ) ,其中 | M | max = ql
2
。

5 -7  长度相同、承受同样的均布载荷 q作用的梁 ,有图中所示的四种支

承方式 ,如果从梁的强度考虑 ,请判断哪一种支承方式最合理。

习题 5-7 图
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解 : ( A) Mmax =
1
8

ql2

( B) Mmax =
1

40
ql

2

( C) Mmax =
1
2

ql
2

(D) Mmax =
7

100
ql

2

正确答案是 ( B)。

5 -8  悬臂梁受力及截面尺寸如图所示。图中的尺寸单位为 mm。求 :

梁的 1 -1 截面上 A、B两点的正应力。

习题 5-8 图

解 :

1 .计算梁 1 -1 截面上的弯矩

M = - 1× 10
3
N× 1m + 600N/ m× 1m×

1 m
2

= - 1300N·m

  2 .确定梁 1 -1 截面上 A、B两点的正应力

A点 :

σA =
Mz y
I z

=
1300N·m×

150× 10 - 3 m
2

- 20× 10
- 3

m

100× 10 - 3 m× (150× 10 - 3 m )3

12

= 2. 54× 10
6

Pa = 2. 54M Pa(拉应力 )

  B点 :

σB =
Mz y
I z

=
1300N·m×

150× 10
- 3

m
2

- 40× 10 - 3 m

100× 10
- 3

m× (150× 10
- 3

m )
3

12

= 1. 62× 106 Pa = 1. 62M Pa(压应力 )

  5 -9  加热炉炉前机械操作装置如图所示 ,图中的尺寸单位为 mm。其操作

臂由两根无缝钢管所组成。外伸端装有夹具 ,夹具与所夹持钢料的总重 FP =
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2200N,平均分配到两根钢管上。求: 梁内最大正应力 (不考虑钢管自重 )。

习题 5-9 图

解 :

1. 计算最大弯矩

Mmax = - 2200N× 2395× 10 - 3 m = - 5. 269× 103 N·m

  2. 确定最大正应力

σmax =
Mmax

2W
=

Mmax

2×
πD

3

32
(1 - α

4
)

,  α=
66mm
108mm

= 0. 611

σmax =
Mmax

2W
= 5. 269× 10

3
N·m

2×
π(108× 10

- 3
m )

3

32
(1 - 0. 611

4
)

= 24. 71× 10
6

Pa = 24. 71MPa

  5 -10  图示矩形截面简支梁 ,承受均布载荷 q作用。若已知 q = 2kN/ m ,

l = 3m , h= 2b = 240mm。试求 : 截面竖放 (图 c)和横放 (图 b )时梁内的最大正

应力 ,并加以比较。

习题 5-10 图

解 :

1. 计算最大弯矩

Mmax = ql
2

8
= 2× 10

3
N/ m× (3m )

2

8
= 2. 25× 103 N·m
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  2. 确定最大正应力

平放 :

σmax =
Mmax

hb
2

6

= 2. 25× 10
3

N·m× 6
240× 10

- 3
m× (120× 10

- 3
m )

2

= 3. 91× 10
6

Pa = 3. 91MPa

  竖放 :

σmax =
Mmax

bh2

6

=
2. 25× 103 N·m× 6

120× 10 - 3 m× (240× 10 - 3 m )2

= 1. 95× 10
6

Pa = 1. 95MPa

  3. 比较平放与竖放时的最大正应力

σmax (平放 )
σmax (竖放 )

= 3. 91
1. 95
≈ 2. 0

  5 -11  圆截面外伸梁 ,其外伸部分是空心的 ,梁的受力与尺寸如图所示。

图中尺寸单位为 mm。已知 FP = 10 kN , q = 5 kN/ m ,许用应力 [σ] = 140MPa ,

试校核梁的强度。

习题 5-11 图

解 : 画弯矩图如图所示。

实心部分与空心部分的最大正应力分别为 :

σ实max =
Mmax1

W1
= 32× 30. 65× 10

3
N·m

( 40× 10
- 3

m )
3 = 113. 8× 106 Pa

= 113. 8MPa < [σ]
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σ空max =
Mmax2

W2
= 32× 20× 10

3
N·m

( 40× 10 - 3 m )3 × 1 -
100
140

4 = 100. 3× 106 Pa

= 100. 3M Pa < [σ]

所以 ,梁的强度是安全的。

5 -12  悬臂梁 A B 受力如图所示 ,其中 FP = 10 kN , M = 70 kN·m , a =

3m。梁横截面的形状及尺寸均示于图中 (单位为 mm ) , C0 为截面形心 , 截面

对中性轴的惯性矩 I z = 1. 02×10
8

mm
4

, 拉伸许用应力 [σ]
+

= 40M Pa,压缩许

用应力 [σ] - = 120M Pa。试校核梁的强度是否安全。

习题 5-12 图

解 : 画弯矩图如图所示。

C截面和 D 截面上的最大拉应力与最大压应力分别为 :

C截面 :

σ
+
max =

30× 103 N·m× 96. 4× 10 - 3 m
1. 02× 108 × 10 - 12 m4 = 28. 35× 10

6
Pa = 28. 35M Pa

σ
-
max =

30× 103 N·m× 153. 6× 10 - 3 m
1. 02× 108 × 10 - 12 m4 = 45. 7× 10

6
Pa = 45. 18M Pa

  D截面 :

σ+max = 40× 10
3

N·m× 153. 6×10
- 3

m
1. 02× 10

8
×10

- 12
m

4 = 60. 2×106 Pa = 60. 2MPa > [σ]

σ-
max = 40× 10

3
N·m× 96. 4× 10

- 3
m

1. 02× 10
8
× 10

- 12
m

4 = 37. 8× 106 Pa = 37. 8M Pa

所以 ,梁的强度不安全。

5 -13  由 No. 10 号工字钢制成的 ABD梁 ,左端 A处为固定铰链支座 , B

点处用铰链与钢制圆截面杆 BC 连接 , BC杆在 C 处用铰链悬挂。已知圆截面
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杆直径 d = 20 mm ,梁和杆的许用应力均为 [σ] = 160MPa。试求 : 结构的许用

均布载荷集度 [ q]。

习题 5-13 图

解 : 画弯矩图如图所示。

强度计算

对于梁 :

Mmax = 0. 5 q

σmax =
Mmax

W
≤ [σ] ,  

0. 5 q
W
≤ [σ]

q≤
[σ] W
0. 5

=
160× 106 × 49× 10 - 6

0. 5

= 15. 68× 10
3

N/ m = 15. 68kN/ m

  对于杆 :

     σmax =
FN

A
≤ [σ] ,  

4 FB

πd
2 =

4×2. 25 q
πd

2 ≤ [σ]

q≤
πd

2
× [σ]

4×2. 25
=
π× ( 20×10

- 3
)

2
×160×10

6

4×2. 25

= 22. 34×10
3

N/ m = 22. 34kN/ m

所以结构的许可载荷为

[ q] = 15. 68kN/ m

  5 -14  图示外伸梁承受集中载荷 FP 作用 , 尺寸如图所示。已知 FP =
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20kN ,许用应力 [σ] = 160MPa ,试选择工字钢的号码。

习题 5-14 图

解 :

Mmax = FP × 1 m = 20× 103 N× 1 m = 20× 103 N·m

σmax =
Mmax

W
≤ [σ]

W ≥
FP × 1m

[σ]
=

20× 103 N·m
160× 106 Pa

= 0. 125× 10
- 3

m
3

= 125cm
3

所以 ,选择 No .16 工字钢。

5 -15  图示之 AB为简支梁 ,当载荷 FP 直接作用在梁的跨度中点时 ,梁

内最大弯曲正应力超过许用应力 30 %。为减小 A B 梁内的最大正应力 , 在

A B梁配置一辅助梁 CD , CD也可以看作是简支梁。试求辅助梁的长度 a。

习题 5-15 图

解 :

没有辅助梁时

σmax =
Mmax

W
≤ [σ]

FP l
4
W

= 1. 30[σ]

  有辅助梁时

σmax =
Mmax

W
≤ [σ]
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FP l
2

( 3 - 2 a)

W
= [σ]

FP l
2

( 3 - 2 a)

W
=

FP l
4

1. 30×W
= [σ]

1. 30× ( 3 - 2 a) = 0. 5

a = 1. 308m

  5 -16  矩形截面悬臂梁左端为固定端 ,受力如图所示 ,图中尺寸单位为

mm。若已知 FP 1 = 60 kN, FP2 = 4kN。求 : 固定端处横截面上 A、B、C、D四点

的正应力。

习题 5-16 图

解 :

1 .确定固定端处横截面上的内力分量

FN = FP1 = 60kN

My = FP 2 × 1. 2m = 4kN× 1. 2m = 4. 8kN·m

Mz = FP1 × 20× 10 - 3 m = 60 kN× 0. 02m = 1. 2kN·m

  2 .确定固定端处横截面上 A、B、C、D四点的正应力

σA =
FN

A
-

My

W y
-

Mz

W z

=
60× 103

200× 120× 10 - 6 -
6× 4. 8× 103

120× 2002 × 10 - 9 -
6× 1. 2× 103

200× 1202 × 10 - 9

= 2. 5× 106 Pa - 6× 106 Pa - 2. 5× 106 Pa

= 2. 5MPa - 6MPa - 2. 5MPa = - 6MPa

σB =
FN

A
-

My

W y
+

Mz

W z

= 2. 5MPa - 6MPa + 2. 5MPa = - 1MPa
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σC =
FN

A
-

My

W y
+

Mz

Wz

= 2. 5M Pa + 6M Pa + 2. 5M Pa = 11M Pa

σD =
FN

A
-

My

W y
+

Mz

Wz

= 2. 5M Pa + 6M Pa - 2. 5M Pa = 6MPa

  5 -17  图示悬臂梁中 ,集中力 FP1和 FP2分别作用在铅垂对称面和水平对

称面内 ,并且垂直于梁的轴线 ,如图所示。已知 FP1 = 800N , FP2 = 1. 6kN , l =

1m ,许用应力 [σ] = 160MPa。试确定以下两种情形下梁的横截面尺寸 :

1. 截面为矩形 , h = 2 b;

2. 截面为圆形。

习题 5-17 图

解 :

1. 截面为矩形

My = FP2 l = 1600N× 1m = 1600N·m

Mz = FP1 × 2 l = 800N× 2m = 1600N·m

σmax =
My

W y
+

Mz

Wz
≤ [σ]

My

hb
2

6

+
Mz

bh
2

6

≤ [σ]

6× 1600
2 b

3 +
6× 1600

4 b
3 ≤ 160× 10

6

b≥
3

3× 2. 4× 10
3

160× 10
6 = 0. 03556m = 35. 56mm
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  2. 截面为圆形

My = FP2 l = 1600N× 1m = 1600N·m

Mz = FP1 × 2 l = 800N× 2 m = 1600N·m

M = M2
y + M2

z = 16002 + 16002 = 2262. 7N·m

σmax =
Mmax

W
≤ [σ]

32× 2262. 7
πd3 ≤ 160× 10

6

d≥
3

32× 2262. 7
π× 160× 10

6 = 0. 0524m = 52. 4mm

  5 -18  旋转式起重机由工字梁 AB 及拉杆 BC 组成 , A、B、C三处均可以

简化为铰链约束。起重载荷 FP = 22kN , l = 2 m。已知 [σ] = 100MPa。试 : 选

择 AB梁的工字钢的号码。

习题 5-18 图

解 :

1. 受力分析

起重载荷位于 A B梁中点时 ,梁处于危险状态。这时 ,梁承受弯曲与轴向

压缩的共同作用。

∑ MA = 0 ,  - FP ×
l

2
+ FB C × lsin30°= 0 ,  FBC = FP = 22kN

A B梁在 B 点承受的轴向压缩力

FN = FB C cos30°= 19052N

  2. 强度设计

首先按照弯曲强度设计 ,然后再对弯曲与压缩载荷共同作用时的强度进

行校核。
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σmax =
Mmax

W
≤ [σ]

W ≥

FP l
4

[σ]
=

22× 103 N× 2m
4× 160× 106 Pa

= 110× 10
- 6

m
3

= 110cm
3

所以 ,选择 No .16 工字钢。

No .16 工字钢的横截面面积与弯曲截面模量分别为 :

A = 26. 1cm2 = 26. 1× 10 - 4 m2

W = 141cm
3

= 141× 10
- 6

m
3

  再校核弯曲与压缩载荷共同作用时的强度

σA =
FN

A
+ M

W

= 19052
26. 1× 10

- 4 + 22× 10
3
× 2

4× 141× 10
- 6

= 7. 3× 106 Pa + 78× 106 Pa

= 85. 3MPa < [σ]

所以 ,选择 No .16 工字钢 ,梁的强度是安全的。

5 -19  试求图 ( a )和 ( b )中所示之二杆横截面上最大正应力及其比值。

习题 5-19 图
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解 : (a ) 为拉弯组合

σa =
FP

a×
3
2

a
+

FP·
a
4

a
3
2

a
2

6

= 4
3
·

FP

a
2

  ( b) 为单向拉伸

σb =
FP

a
2

σa
σb

= 4
3

习题 5-20 图

  5 -20  图中所示为承受纵向载荷的人骨受力简图。试 :

1. 假定骨骼为实心圆截面 ,确定横截面 B-B 上的应

力分布 ;

2. 假定骨骼中心部分 (其直径为骨骼外直径的一半 )

由海绵状骨质所组成 ,忽略海绵状承受应力的能力 , 确定

横截面 B-B 上的应力分布 ;

3. 确定 1、2 两种情形下 ,骨骼在横截面 B -B 上最大

压应力之比。

解 : 1. σN1 = -
FN

A1
=

445×106

π×26. 72

4

= - 0. 795MPa

σM1 max =
Mz

W z1
=

445×61×10
- 3

π×26. 73

32
×10 - 9

= 14. 526M Pa

σ
+
max = 14. 526 - 0. 795 = 13. 73MPa

σ
-

max = - 14. 526 - 0. 795 = - 15. 32MPa

沿 y方向应力分布如图 ( c)所示 ,中性轴为 zC。

2. σN2 =
FN

A2
= -

445×10
6

π 26. 72 -
26. 7

2

2

4

=
- 4×445×10

6

π×26. 7
2

1 -
1
4

= - 0. 795×
4
3

= - 1. 06MPa

σM2max =
Mz

Wz 2
=

Mz

W z1 1 -
1
2

4 = 14. 526×
16
15

= 15. 494M Pa
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σ+
max = 15. 494 - 1. 06 = 14. 43MPa

σ-
max = - 15. 494 - 1. 06 = - 16. 55MPa

zC 为中性轴 ,沿 y轴应力分布如图 ( d)所示。

3.
σ-

2

σ-
1

=
16. 55
15. 32

= 1. 08 ,  或  
σ-

1

σ-
2

=
15. 32
16. 55

= 0. 926

5 -21  正方形截面杆一端固定 ,另一端自由 , 中间部分开有切槽。杆自

由端受有平行于杆轴线的纵向力 FP。若已知 FP = 1kN ,杆各部分尺寸如图中

所示。试求 : 杆内横截面上的最大正应力 ,并指出其作用位置。

解 : A = 5×10×10 - 6 = 50×10 - 6 m2

W y =
5×10

- 2

6
×10 - 9 =

1
12
×10 - 6 m3

W z =
10×52

6
×10

- 9
=

1
24
×10

- 6
m

3

FN = 1kN

My = 1000×5×10 - 3 = 5N·m

Mz = 1000×2. 5×10 - 3 = 2. 5N·m

σmax =
FN

A
+

My

W y
+

Mz

W z

=
1000
50

+
5
1

12

+
2. 5

1
24

×10
6

= 140MPa
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习题 5-21 图

最大正应力作用位置位于中间开有切槽的横截面的左上角点 A, 如图

所示。
* 5 -22  从圆木中锯成的矩形截面梁 ,受力及尺寸如图所示。试求下列

两种情形下 h与 b的比值 :

习题 5-22 图

1. 横截面上的最大正应力尽可能小 ;

2. 曲率半径尽可能大。

解 : 1. σ=
Mz

W z
=

Mz

bh
2

6

=
6 Mz

b( d
2

- b
2

)

dW z

d b
=

d
db

( bd
2

- b
3

) = d
2

- 3 b
2

= 0

b=
3

3
d

h
2

= d
2

- b
2

=
2
3

d
2

h
b

= 2  (正应力尽可能小 )

2.
1
ρz

=
Mz

EI z
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Iz =
bh3

12
=

d2 - h2 h3

12

d Iz

d h
= 0 ,  得 h

2
=

3
4

d
2

b
2

= d
2

- h
2

=
1
4

d
2

h
b

= 3  (曲率半径尽可能大 )

*
5 -23  工字形截面钢梁 , 已知梁横截面上只承受弯矩一个内力分量 ,

Mz = 20kN·m , Iz = 11. 3×106 mm4 ,其他尺寸示于图中。试求横截面中性轴

以上部分分布力系沿 x方向的合力。

解 :

FN =∫A
2

σx d A =∫A
1

-
Mz

I z
yd A +∫A

2

-
Mz

I z
yd A

= -
Mz

I z∫
0 . 07

0
y× 0. 006d y +∫

0 . 08 0

0
y× 0. 088d y

= -
Mz

I z

6× 1
2
× 702 + 88× 1

2
(802 - 702 ) × 10 - 9

= -
20× 10

3

11. 3× 10
- 6 × 10

- 9
[ 3× 70

2
+ 44× (80

2
- 70

2
) ]

= - 143× 103 = - 143kN

| FN |· yC * =
Mz

2

yC * = 20
2× 143

= 0. 0699m = 70mm

  即上半部分布力系合力大小为 143kN (压力 ) , 作用位置离中心轴 y =

70mm 处 ,即位于腹板与翼缘交界处。

习题 5-23图 习题 5-24图
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  5 -24  矩形截面悬臂梁受力如图所示 ,其中力 FP 的作用线通过截面形

心。试 :

1. 已知 FP、b、h、l和β,求图中虚线所示截面上点 a处的正应力 ;

2. 求使点 a处正应力为零时的角度β值。

解 : 1. My = FP lsinβ,  W y =
hb2

6

Mz = FP lcosβ,  W z =
bh2

6

σa =
Mz

W z
-

My

W y
=

6 l FP

b2 h2 ( bcosβ- hsinβ)

2. 令σa = 0 ,则 tanβ=
b
h

,  β= arctan
b
h

5 -25  根据杆件横截面正应力分析过程 ,中性轴在什么情形下才会通过

截面形心 ? 关于这一问题有以下四种答案 ,请分析哪一种是正确的。

( A) My = 0 或 Mz = 0 , FN≠0;

( B) My = Mz = 0 , FN≠0;

( C ) My = 0 , Mz≠0 , FN≠0;

( D) My≠0 或 Mz≠0 , FN = 0。

正确答案是   ( D)   。

解 : 只要轴力 FN≠0 ,则截面形心处其拉、压正应力一定不为零 ,而其弯

曲正应力一定为零 ,二者叠加的结果 ,其合正应力一定不为零 ,所以其中性轴

一定不通过截面形心 ,所以正确答案是 (D)。

5 -26  关于斜弯曲的主要特征有以下四种答案 ,请判断哪一种是正确的。

( A) My≠0 , Mz≠0 , FN≠0 ,中性轴与截面形心主轴不一致 ,且不通过截

面形心 ;

( B) My≠0 , Mz≠0 , FN = 0 ,中性轴与截面形心主轴不一致 ,但通过截面

形心 ;

( C ) My≠0 , Mz≠0 , FN = 0 ,中性轴与截面形心主轴平行 ,但不通过截面

形心 ;

( D) My≠0 , Mz≠0 , FN≠0 ,中性轴与截面形心主轴平行 ,但不通过截面

形心。

正确答案是   (B)   。

解 : 斜弯曲时 ,由于轴力为零 ,所以中性轴一定通过截面形心。而且斜弯曲与

平面弯曲的不同点之一是中性轴与形心主轴不一致。所以 ,正确答案是(B)。

5 -27  槽形截面悬臂梁加载如图所示。图中 C为形心 , O为弯曲中心。
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关于自由端截面位移有以下四种结论 ,请判断哪一种是正确的。

( A) 只有向下的移动 ,没有转动 ;

( B) 只绕点 C顺时针方向转动 ;

( C ) 向下移动且绕点 O逆时针方向转动 ;

( D) 向下移动且绕点 O顺时针方向转动。

正确答案是   ( D)   。

习题 5-27 图

解 : 将力 FP 向弯曲中心简化得到一个力和一个力偶 ,力偶的转向为顺时

针。所以 ,正确答案是 (D)。

5 -28  等边角钢悬臂梁 ,受力如图所示。关于截面 A的位移有以下四种

答案 ,请判断哪一种是正确的。

( A) 下移且绕点 O转动 ;

( B) 下移且绕点 C转动 ;

( C ) 下移且绕 z 轴转动 ;

( D) 下移且绕 z′轴转动。

正确答案是   ( D)   。

习题 5-28 图

解 : 因为力 FP 的作用线通过弯曲中心 ,而且沿着对称轴方向 ,因而产生

平面弯曲。平面弯曲时 ,横截面绕中性轴转动 ,而中性轴通过截面形心 ,所以 ,

正确答案是 ( D)。

5 -29  四种不同截面的悬臂梁 ,在自由端承受集中力 ,其作用方向如图
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所示 ,图中 O为弯曲中心。关于哪几种情形下可以直接应用正应力公式 ,有

以下四种结论 ,请判断哪一种是正确的。

( A) 仅 (a )、( b )可以 ;

( B) 仅 ( b)、( c)可以 ;

( C ) 除 (c )之外都可以 ;

( D) 除 ( d)之外都不可以。

正确答案是   ( D)   。

习题 5-29 图

解 :

情形 ( a ) : 因为力 FP 的作用线虽然通过弯曲中心 ,但不是主轴方向 ,所以

不是平面弯曲 ;

情形 ( b ) : 因为力 FP 的作用线虽然沿着主轴方向 ,但不通过弯曲中心 ,因

而将产生扭转 ,所以也不是平面弯曲 ;

情形 ( c) : 因为力 FP 的作用线虽然通过弯曲中心 ,但不是主轴方向 ,所以

也不是平面弯曲 ;

情形 ( d) : 因为力 FP 的作用线既通过弯曲中心 ,又是主轴方向 ,所以将产

生平面弯曲。

因此正确答案是 ( D)。



6

梁的变形分析与刚度问题

习 题 解 答

6 -1  与小挠度微分方程

d
2

w
d x

2 = - M
E l

对应的坐标系有图 (a)、(b)、(c)、( d)所示的四种形式。试判断哪几种是正确的 :

( A) 图 ( b)和 (c ) ;

( B) 图 ( b)和 (a ) ;

( C ) 图 ( b )和 ( d) ;

( D) 图 (c )和 ( d)。

正确答案是   ( D)   。

习题 6-1 图

解 : 根据弯矩的正负号和曲线的凸凹性 , 可以判断图 ( c)和 ( d)两种情形

下
d2 w
d x2 和 M都是异号的 ,所以 ,正确答案是 (D)。

6 -2  简支梁承受间断性分布载荷 , 如图所示。试说明需要分几段建

立微分方程 , 积分常数有几个 , 确定积分常数的条件是什么 ? (不要求详

细解答 )

6
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习题 6-2 图

解 :

1 .分 4 段积分 ,共有 8 个积分常数

2 .确定积分常数的条件是 :

x = 0 ,  w1 = 0;

x = l,  w1 = w2 ;  θ1 = θ2 ;

x = 2 l ,  w2 = w3 ;  θ2 = θ3 ;

x = 3 l ,  w3 = w4 ;  θ3 = θ4 ;

x = 4 l ,  w4 = 0。

  6 -3  具有中间铰的梁受力如图所示。试画出挠度曲线的大致形状 ,并

说明需要分几段建立微分方程 , 积分常数有几个 ,确定积分常数的条件是什

么 ? (不要求详细解答 )

习题 6-3 图

解 :

1 .分 3 段积分 ,共有 6 个积分常数

2 .确定积分常数的条件是 :

x = 0 ,  w1 = 0 ;  θ1 = 0

x = l ,  w1 = w2 ;

x = 2 l,  w2 = 0 ;  w2 = w3 ;  θ2 = θ3 ;

x = 4 l,  w4 = 0。

  6 -4  试用叠加法求下列各梁中截面 A 的挠度和截面 B 的转角。图中 q、

l、a、E I等为已知。
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习题 6-4 图

  解 :

( a )题 :

1. θB = (θB )1 + (θB )2 = (θB )1 + (θA )2 = -
q( l)3

6 E I
+

1
2

ql
2
·

l
2

E I

=
ql3

12 E I
 (逆时针 )

习题 6-4 (a)解图 (1 )

2. wA = ( wA )1 + ( wA )2 = -
q

l
2

4

8 E I
-

ql
2

8
l
2

2

2 EI
-

ql
2

l
2

3

3 E I
+

1
2

ql2 l
2

2

2 E I
=

7 ql
4

384 E I
(↑ )

习题 6-4 (a)解图 (2 )

( b)题 :

1. θB = (θB )1 + (θB )3 = -

ql
2

(2 l)

3 E I
+

( ql)· (2 l)
2

16 E I
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= -
ql3

12 E I
(顺时针 )

2. wA = ( wA )1 + ( wA )2 + ( wA )3 = -

ql
2

2
( 2 l)

3 EI
l -

ql4

8 E I
+

( ql) (2 l)2

16 E I
l

= -
5 ql

4

24 E I
(↓ )

习题 6-4 ( b)解图

6 -5  已知刚度为 E I的简支梁的挠度方程为 :

w( x ) =
q0 x

24 EI
( l3 - 2 lx2 + x3 )

据此推知的弯矩图有 ( A)～ (D)四种答案 ,试分析哪一种是正确的。

习题 6-5 图

解 : 根据

d
2

w
d x

2 = - M
E I
和d

2
M

d x
2 = - q

可以得到

EI
d2 w
d x

4 = q (a )
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将所给的

w( x ) =
q0 x

24 EI
( l3 - 2 lx2 + x3 )

对 x求 4 次导数 ,有

d4 w
d x4 =

q0

24 EI
( b )

将 ( b)式代入 ( a )式后 ,得到

q =
q0

24
= const

这一结果表明 ,梁上作用有连续均布载荷。图 ( A )中的弯矩图就是对应连续

均布载荷的弯矩图 ,所以正确答案是 ( A)。

6 -6  图示承受集中力的细长简支梁 ,在弯矩最大截面上沿加载方向开

一小孔 ,若不考虑应力集中影响 ,关于小孔对梁强度和刚度的影响 ,有如下论

述 ,试判断哪一种是正确的 :

( A) 大大降低梁的强度和刚度 ;

( B) 对强度有较大影响 ,对刚度的影响很小可以忽略不计 ;

( C ) 对刚度有较大影响 ,对强度的影响很小可以忽略不计 ;

( D) 对强度和刚度的影响都很小 ,都可以忽略不计。

习题 6-6 图

解 : 强度取决于危险截面上危险点的应力 ,现在梁在弯矩最大的中间截

面开孔 ,而且又是竖向的 ,使得截面的惯性矩减小 ,从而使危险点的应力增加 ,

因而对强度影响较大。对刚度的影响是指对梁的变形的影响 ,由于梁的变形

是梁的所有横截面变形累加的结果 ,因此个别截面的削弱不会对梁的变形产

生很大的影响。所以正确答案是 ( B)。

6 -7  轴受力如图所示 ,已知 FP = 1. 6kN , d = 32mm , E = 200GPa。若要

求加力点的挠度不大于许用挠度 [ w] = 0. 05mm ,试校核该轴是否满足刚度

要求。

解 : 由挠度表查得
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习题 6-7 图

wC =
FP ba
6 lE I

( l
2

- a
2

- b
2

)

= 1. 6× 10
3
× 0. 246× 0. 048× (294

2
- 48

2
- 246

2
)× 10

- 6
× 64

6× (246 + 48 )× 10
- 3
× 200× 10

9
× 2

4
× 10

- 12

= 2. 46× 10
- 5

m = 0. 0246mm < [ w] ,安全。

  6 -8  图示一端外伸的轴在飞轮重量作用下发生变形 ,已知飞轮重 W =

20kN,轴材料的 E = 200GPa,轴承 B处的许用转角 [θ] = 0. 5°。试设计轴的直径。

习题 6-8 图

解 : 由挠度表查得

θB =
FP al
3 EI
×

180°
π

=
Wal
3 EI
×

180°
π

=
20000× 1× 2× 64
3× 200× 109 ×πd4 ×

180°
π

≤ 0. 5°

d≥ 0. 1117m ,取 d = 112mm。

  6 -9  图示承受均布载荷的简支梁由两根竖向放置的普通槽钢组成。已

知 q = 10kN/ m , l = 4m , 材料的 [σ] = 100M Pa , 许用挠度 [ w ] = l/ 1000 , E =

200GPa。试确定槽钢型号。

习题 6-9 图
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解 : 1. 强度设计

Mmax = 1
8

ql2

σ=
Mmax

W z
≤ [σ]

W z ≥
Mmax

[σ]
=

10000× 42

8× 100× 106 = 2× 10
- 4

m
3

  每根槽钢 W z1 =
W z

2
≥100cm3

选 No .16a槽钢 ,其 W z = 108. 3cm
4
。

2. 刚度设计

wmax =
5 ql4

384 EI z
≤

l
1000

Iz ≥
5× 10000× 43 × 1000

384× 200× 10
9 = 0. 41667× 10 - 4 m4

Iz1 =
Iz

2
= 2083. 3cm

4

  选 No. 22a槽钢 ,其 Iz = 2393. 9cm
4
。

最后选定两根 No. 22a槽钢。

6 -10  试求图示梁的约束力 ,并画出剪力图和弯矩图。

解 :

( a )题 :

变形协调方程

θA = (θA )1 + (A )2 = 0

-
MA l
3 EI

+
M0

6 EI
·

l
4

= 0

得   MA =
M0

8

约束力

FR A = FR B =
M0 +

M0

8
l

=
9
8

M0

l

  剪力图、弯矩图如图 (a-3 )、(a-4)所示。

( b)题 :

θB = 0

1
EI

MA l +
FR A

2 !
l2 - q

3 !
l
2

3

= 0
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48 MA + 24 lFR A = ql2 (1 )

wB = 0

1
EI

MA

2 !
l2 +

FR A

3 !
l3 - q

4 !
l

2

4

= 0

192 MA + 64 lFR A = ql
2

(2 )

  联立式 ( 1)、( 2)解得

MA = - 5
192

ql2

FR A = 3
32

ql

其剪力图、弯矩图如图 ( b-2 )、( b-3 )所示。

习题 6-10 图 (a ) 习题 6-10 图( b )
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* 6 -11  梁 A B和 BC 在 B 处用铰链连接 , A、C两端固定 ,两梁的弯曲刚

度均为 E I,受力及各部分尺寸均示于图中。 FP = 40kN , q = 20kN/ m。试画出

梁的剪力图与弯矩图。

习题 6-11 图

解 :

变形协调 ( wB )1 = ( wB )2

( wB )1 = -
q× 4

4

8 EI
-

Fx × 43

3 EI

( wB )2 = -
FP (22 )

6 EI
(3× 4 - 2) +

Fx × 43

3 EI

  代入
2
3

Fx×43 = -
FP×4

6
×10 -

q×44

8

Fx =
3
2

40× 10
6× 4

2 - 20× 4
4

8× 4
3 = - 8. 75kN

FR A = 20× 4 - 8. 75 = 71. 25kN(↑ )

MA = 8. 75× 4 - 20×
1
2
× 4

2
= - 125kN·m(逆时针 )

FR C = 40 + 8. 75 = 48. 75kN(↑ )

MC = - 40× 2 - 8. 75× 4 = - 115kN·m(顺时针 )
  剪力图和弯矩图分别如图 ( b)和 ( c)所示。

* 6 -12  图示梁 A B和 CD横截面尺寸相同 ,梁在加载之前 , B与 C之间

存在间隙δ0 = 1. 2mm。若两梁的材料相同 ,弹性模量 E = 105GPa, q = 30kN/ m,

试求 A、D端的约束力。
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习题 6-12 图

解 : 变形协调方程

wC - wB = δ0 = 1. 2 (1 )

wC = -
F(250 )3 × 103

3× 105× 103 × 50× 50
3

12

= - 0. 0952 F (2 )

wB =
- 30× 4004

8× 105× 10
3
×

50× 503

12

+
F(400 )3 × 103

3× 105× 10
3
×

50× 503

12

(3 )

= - 1. 755 + 0. 39 F

  将式 ( 2)、( 3)代入式 (1 )得到

0. 4853 F = 0. 555

F = 1. 144 kN

CD 梁

    FR D = F = 1. 144kN(↑ )

    MD = 1. 144× 250 = 286N·m(顺时针 )

AB 梁

    FR A = 30× 400× 10 - 3 - 1. 144 = 10. 856kN(↑ )

    MA = 1. 144× 400 -
1
2
× 30× 400

2
× 10

- 3
= - 1942N·m



7

应力状态与强度理论
及其工程应用

习 题 解 答

7 -1  木制构件中的微元受力如图所示 , 其中所示的角度为木纹方向与

铅垂方向的夹角。试求 :

1. 面内平行于木纹方向的剪应力 ;

2. 垂直于木纹方向的正应力。

习题 7-1 图

解 :

( a )题 :

平行于木纹方向的剪应力 :

τx′y′ = - 4 - ( - 1. 6)
2

sin [2× ( - 15°) ] +

0· cos [2× ( - 15°) ] = 0. 6MPa

  垂直于木纹方向的正应力 :

σx′ = - 4 + ( - 1. 6 )
2

+ - 4 - ( - 1. 6)
2
×

cos[ 2× ( - 15°) ] + 0 = - 3. 84MPa

7
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  ( b)题 :

平行于木纹方向的剪应力 :

τx′y′ = - 1. 25cos [2× ( - 15°) ] = - 1. 08M Pa

  垂直于木纹方向的正应力 :

σx′ = - ( - 1. 25 ) sin [2× ( - 15°) ] = - 0. 625MPa

  7 -2  层合板构件中微元受力如图所示 ,各层板之间用胶粘接 ,接缝方向如

图中所示。若已知胶层剪应力不得超过 1MPa。试分析是否满足这一要求。

习题 7-2 图

解 : τx′y′ =
- 2 - ( - 1 )

2
sin[ 2× ( - 60°) ] + 0. 5·cos [2× ( - 60°) ]

= - 1. 55M Pa

|τx′y′ | = 1. 55M Pa > 1M Pa,不满足。

7 -3  从构件中取出的微元受力如图所示 ,其中 AC为自由表面 (无外力

作用 )。试求σx 和τx y。

习题 7-3 图

解 :

- 100 =
σx - 100

2
+

0 - (σx - 100 )
2
· cos (2× 60°)

0. 75σx = - 25

σx = - 33. 3M Pa            

        τy x =
0 - [ - 33. 3 - 100 ]

2
sin( 2× 60°) = 57. 7M Pa        

τx y = - τy x = - 57. 7M Pa             

  7 -4  构件微元表面 A C上作用有数值为 14MPa 的压应力 ,其余受力如

图所示。试求σx 和τx y。

解 :

cos2α= 2cos2α - 1

= 2×
0. 7

1
2

+ 0. 7
2

2

- 1
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= - 0. 342

sin2α= 2sinαcosα

= 2×
1

1
2

+ 0. 7
2
×

0. 7

1
2

+ 0. 7
2

= 0. 94

(σx + 92 + 14 ) - 14
2

+
( - 14) - (σx + 92 + 14) - 14

2
× ( - 0. 342) = 92

解得  σx = 37. 97M Pa

τy x =
( - 14 ) - (37. 97 + 92 + 14)

2
× 0. 94 = - 74. 25MPa

习题 7-4 图 习题 7-5 图

  7 -5  对于图示的应力状态 ,若要求其中的最大剪应力τmax < 160M Pa,试

求τx y取何值。

解 : 1. 当应力圆半径 r > OC(坐标原点到应力圆圆心的距离 )

1
2
× (240 - 140 )

2
+ 4τ

2
x y >

240 + 140
2

即  |τx y | > 183. 3MPa时 (1 )

σ1

σ3
=

240 + 140
2
±

1
2
× (240 - 140)

2
+ 4τ

2
x y

τmax =
σ1 - σ3

2
= 1

2
× 1002 + 4τ2x y < 160M Pa

解得 |τx y | < 152M Pa (2 )

由式 ( 1)、( 2)知 ,显然不存在。

2. 当 r < OC

1
2
× (240 - 140 )

2
+ 4τ

2
x y >

240 + 140
2

即  |τx y | < 183. 3MPa时
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σ1 =
240 + 140

2
+

1
2

( 240 - 140 )
2

+ 4τ
2
x y

σ3 = 0

τmax =
σ1 - σ3

2
= 380

4
+ 1

4
1002 + 4τ2x y < 160MPa

  解得 |τx y | < 120MPa ,所以 ,取 |τx y | < 120M Pa。

7 -6  图示外径为 300mm 的钢管由厚度为 8 mm 的钢带沿 20°角的螺旋

线卷曲焊接而成。试求下列情形下 ,焊缝上沿焊缝方向的剪应力和垂直于焊

缝方向的正应力。

1. 只承受轴向载荷 FP = 250kN ;

2. 只承受内压 p = 5. 0M Pa(两端封闭 ) ;

3. 同时承受轴向载荷 FP = 250kN 和内压 p = 5. 0MPa(两端封闭 )。

习题 7-6 图

解 :

1. 图 ( a ) : σx =
FP

πDδ
=

250×10
3

π× (300 - 8)×8
= 34. 07MPa(压 )

σx′ =
- 34. 07

2
+

- 34. 07
2

cos (2×20°) = - 30. 09M Pa

σx′y′ =
- 34. 07

2
sin (2×20°) = - 10. 95M Pa

2. 图 ( b) : σx =
pD
4δ

=
5× (300 - 8)

4×8
= 45. 63M Pa

σy =
pD
2δ

=
5× ( 300 - 8 )

2×8
= 91. 25MPa

σx′ =
45. 63 + 91. 25

2
+

45. 63 - 91. 25
2

cos (2×20°) = 50. 97M Pa
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τx′y′ =
45. 63 - 91. 25

2
sin( 2×20°) = - 14. 66MPa

3. 图 ( a )、图 ( b)叠加 :

σx = 45. 63 - 34. 07 = 11. 56M Pa

σy = 91. 25M Pa

σx′ =
11. 56 + 91. 25

2
+

11. 56 - 91. 25
2

cos (2×20°) = 20. 88M Pa

τx′y′ =
11. 56 - 91. 25

2
sin( 2×20°) = - 25. 6M Pa

7 -7  承受内压的铝合金制的圆筒形薄壁容器如图所示。已知内压 p =

3. 5M Pa,材料的 E = 75GPa ,ν= 0. 33。试求圆筒的半径改变量。

习题 7-7 图

解 :

σm =
3. 5× ( 254× 2 + 7. 6 )

4× 7. 6
= 59. 36M Pa

σt =
3. 5× ( 254× 2 + 7. 6 )

2× 7. 6
= 118. 72MPa

εt = 2π( r +Δr) - 2πr
2πr

= Δr
r

Δr = εt· r = 1
E
σt - ν(σm +σr ) r

= 1
75× 10

3 ( 118. 72 - 0. 33× 59. 36 )× 254 = 0. 34 mm

  7 -8  构件中危险点的应力状态如图所示。试选择合适的强度理论对以

下两种情形作强度校核 :

1. 构件为钢制

σx = 45MPa ,  σy = 135MPa ,  σz = 0 ,  τx y = 0 ,许用应力 [σ] = 160MPa。

  2. 构件材料为铸铁

σx = 20MPa ,  σy = - 25M Pa,  σz = 30M Pa,  τx y = 0 ,  [σ] = 30M Pa。
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  解 :

1. σr3 =σ1 -σ3 = 135MPa < [σ] ,强度满足。

2. σr1 =σ1 = 30MPa = [σ] ,强度满足。

习题 7-8 图 习题 7-9图

7 -9  对于图示平面应力状态 ,各应力分量的可能组合有以下几种情形 ,

试按第三和第四强度理论分别计算此几种情形下的计算应力。

1. σx = 40MPa , σy = 40M Pa, τx y = 60M Pa ;

2. σx = 60MPa , σy = - 80M Pa, τx y = - 40M Pa ;

3. σx = - 40MPa , σy = 50M Pa, τx y = 0;

4. σx = 0 , σy = 0 , τx y = 45MPa。

解 :

1. σ=
σx +σy

2
±
σx -σy

2

2

+τ2x y = 40±60MPa

σ1 = 100MPa ,  σ2 = 0 ,  σ3 = - 20MPa

σr3 =σ1 -σ3 = 120MPa

σr4 =
1
2

(100
2

+ 20
2

+ 120
2

) = 111. 4M Pa

2. σ=
σx +σy

2
±
σx +σy

2

2

+τ2x y = - 10± 702 + 402 M Pa

σ1 = 70. 6M Pa,  σ2 = 0 ,  σ3 = - 90. 6M Pa

σr3 =σ1 -σ3 = 161. 2MPa

σr4 =
1
2

(70. 6
2

+ 90. 6
2

+ 161. 2
2

) = 139. 8MPa

3. σ1 = 50M Pa,  σ2 = 0 ,  σ3 = - 40M Pa

σr3 = 90M Pa

σr4 =
1
2

(50
2

+ 40
2

+ 90
2

) = 78. 1MPa
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4. σ=±45M Pa

σ1 = 45M Pa,  σ2 = 0 ,  σ3 = - 45M Pa

σr3 = 90M Pa

σr4 =
1
2

(45
2

+ 45
2

+ 90
2

) = 77. 9MPa(σr 4 = 3τx y = 77. 9M Pa)

7 -10  传动轴受力如图所示。若已知材料的 [σ] = 120MPa ,试设计该轴

的直径。

习题 7-10 图

解 : T = FP r

FP =
T
r

= 5000N

  受力图 ( a )

FA y = FCy = 1
2

FP = 2500N

  危险面 B(图 b ) :

Mx = 500N·m

Mz = FCy × 0. 15 = 375N·m

  不计剪力影响

σr 3 =
M

2
z + M

2
x

W
≤ [σ]

32 375
2

+ 500
2

πd
3 ≤ 120× 106
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d≥ 0. 037575m

取  d = 37. 6mm

7 -11  铝制圆轴右端固定、左端受力如图所示。若轴的直径 d = 32 mm ,

试确定点 a和点 b 的应力状态 ,并计算σr3和σr4 值。

习题 7-11 图

解 : Mx = 350N·m ,  My = - 3×15 = - 45N·m

1. a点 :

σa =
Mz

W
=

- 45
π× 323

32
× 10

- 9
= - 13. 99MPa

τa =
Mx

W p
=

350
π× 323

16
× 10

- 9
= 54. 40M Pa

σr 3 = σ
2
a + 4τ

2
a = 109. 7M Pa

σr 4 = σ
2
a + 3τ

2
a = 95. 26M Pa

  a点应力状态如图 (a )。

2. b点 :

σb = 0 ,  τb =
Mx

Wp
= 54. 40M Pa

σr3 = 2τb = 108. 8MPa

σr4 = 3τb = 94. 22M Pa

  b点应力状态如图 ( b)。

7 -12  直杆 AB与直径 d = 40mm 的圆柱焊成一体 ,结构受力如图所示。

试确定点 a和点 b 的应力状态 ,并计算σr4。

解 :

1. FN = - 5kN ,  FQ y = - 400N
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Mx = ( 1000 + 600)×0. 150 = 240N·m

Mz = - (1000 - 600 )×0. 275 = - 110N·m

2. σa =
FN

A
+

Mz

W z
=

- 5×10
3

π×40
2

4
×10 - 6

+
110

π×40
3

32
×10 - 9

= 13. 53MPa

τa =
Mx

Wp
= 19. 1M Pa

σr4 = σ2a + 3τ2a = 13. 532 + 3×19. 12 = 35. 74MPa

点 a应力状态如图 (a )。

3. σb =
FN

A
= -

5×10
3

π×40
2

4
×10 - 6

= - 3. 979MPa

τb =
Mx

Wp
+

4
3

FQ y

A

=
240

π×40
3

16
×10 - 9

+
4
3
×

400
π×40

2

4
×10 - 6

= 19. 52MPa

σr4 = σ
2
b + 3τ

2
b = 34. 0M Pa

点 b应力状态如图 ( b)。

习题 7-12 图
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压杆的稳定问题

习 题 解 答

8 -1  关于钢制细长压杆承受轴向压力达到临界载荷之后 ,还能不能继

续承载 ,有如下四种答案 ,试判断哪一种是正确的。

( A) 不能。因为载荷达到临界值时屈曲位移将无限制地增加 ;

( B) 能。因为压杆一直到折断时为止都有承载能力 ;

( C ) 能。只要横截面上的最大正应力不超过比例极限 ;

( D) 不能。因为超过临界载荷后 ,变形不再是弹性的。

正确答案是   ( C)   。

解 : 正确答案是 ( C)。

因为临界点以及其后的平衡路径是稳定的 , 所以细长压杆承受轴向压力

达到临界载荷之后 ,仍能继续承载。对于实际结构 ,由于结构缺陷以及载荷偏

心 ,超过临界载荷后将会发生坍塌。

8 -2  图示 (a )、( b )、( c )、( d )四桁架的几何尺寸、圆杆的横截面直径、材

料、加力点及加力方向均相同。关于四桁架所能承受的最大外力 FPmax 有如下

四种结论 ,试判断哪一种是正确的。

习题 8-2 图

( A) FP max (a ) = FP max (c ) < FPmax ( b) = FP max ( d) ;

( B) FP max (a ) = FP max (c ) = FPmax ( b ) = FPmax ( d ) ;

8
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( C ) FPmax ( a) = FP max ( d) < FP max ( b ) = FPmax ( c) ;

( D) FP max (a ) = FP max ( b) < FP max (c ) = FPmax ( d)。

正确答案是   ( A)   。

解 : 各杆内力如解图所示 ,由各受杆内力情况可知 ,正确答案是 ( A)。

习题 8-2 解图

8 -3  图中四杆均为圆截面直杆 ,杆长相同 ,且均为轴向加载 ,关于四者临

界载荷的大小 ,有四种解答 ,试判断哪一种是正确的 (其中弹簧的刚度较大 )。

( A) FP cr ( a ) < FPcr ( b) < FPc r ( c) < FPc r ( d) ;

( B) FPc r ( a) > FP cr ( b) > FPcr (c ) > FPcr ( d) ;

( C ) FPcr ( b) > FPc r (c ) > FPcr ( d) > FPc r ( a) ;

( D) FPc r ( b ) > FPcr (a ) > FPc r (c ) > FPcr ( d)。

正确答案是   ( D)   。

习题 8-3 图

解 : 图 ( b)上端有弹性支承 ,故其临界力比图 ( a)大 ; 图 ( c)下端不如图 (a )

刚性好 ,故图 (c )临界力比图 ( a )小 ; 图 ( d )下端弹簧不如图 ( c )下端刚性好 ,故

图 ( d )临界力比图 (c )小。所以 ,正确答案是 (D)。

8 -4  一端固定、另一端由弹簧侧向支承的细长压杆 ,可采用欧拉公式

FPcr =π
2

E I/ (μl)
2
计算。试确定压杆的长度系数μ的取值范围 :
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( A) μ> 2. 0 ;

( B) 0. 7 <μ< 2. 0 ;

( C ) μ< 0. 5 ;

( D) 0. 5 <μ< 0. 7。

正确答案是   (B)   。

解 : 因为弹性支座比自由端刚性好 ,比铰支刚性差。所以 ,正确答案是

( B)。

8 -5  正三角形截面压杆 , 其两端为球铰链约束 ,加载方向通过压杆轴

线。当载荷超过临界值 ,压杆发生屈曲时 ,横截面将绕哪一根轴转动 ? 现有四

种答案 ,请判断哪一种是正确的。

习题 8-5 图

( A) 绕 y轴 ;

( B) 绕通过形心 C的任意轴 ;

( C ) 绕 z 轴 ;

( D) 绕 y轴或 z 轴。

正确答案是   ( B)   。

解 : 因为过正多边形截面形心的任意轴均为

形心主轴 ,且惯性矩相等。所以 ,正确答案是 (B)。

8 -6  同样材料、同样截面尺寸和长度的两根管状细长压杆两端由球铰

链支承 ,承受轴向压缩载荷 ,其中 ,管 a内无内压作用 ,管 b内有内压作用。关

于二者横截面上的真实应力σ( a)与σ( b)、临界应力σcr ( a)与σc r ( b)之间的关

系 ,有如下结论。试判断哪一结论是正确的。

( A) σ( a) >σ( b) ,σcr ( a) =σcr ( b) ;

( B) σ( a) =σ( b) ,σc r ( a) <σcr ( b) ;

( C )σ( a) <σ( b) ,σcr ( a) <σc r ( b) ;

( D) σ( a) <σ( b) ,σc r ( a) =σcr ( b)。

正确答案是   ( D)   。

解 :       σ( a) = -
FPc r

A
,  σ( b) = -

FPc r

A
+

pD
4δ

   ( p为内压 , D为管径 ,δ为壁厚 , A为管横截面积 )

        σ( a) <σ( b)

        σcr ( a) =
FP cr

A
,  σ( b) =

FPcr

A

        σcr ( a) =σc r ( b)

所以 ,正确答案是 (D)。
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8 -7  提高钢制细长压杆承载能力有如下方法。试判断哪一种是最正

确的。

( A) 减小杆长 ,减小长度系数 ,使压杆沿横截面两形心主轴方向的长细

比相等 ;

( B) 增加横截面面积 ,减小杆长 ;

( C ) 增加惯性矩 ,减小杆长 ;

( D) 采用高强度钢。

正确答案是   ( A)   。

解 : 由细长杆临界力公式 : FPcr =
π

2
E Imi n

(μl)
2 中各量可知 ; 另外各种钢的弹

性模量 E值差别不大。正确答案是 ( A)。

8 -8  根据压杆稳定设计准则 ,压杆的许可载荷 [ FP ] =
σc r A
[ n] st
。当横截面

面积 A增加一倍时 , 试分析压杆的许可载荷将按下列四种规律中的哪一种

变化 ?

( A) 增加 1 倍 ;

( B) 增加 2 倍 ;

( C ) 增加 1/ 2 倍 ;

( D) 压杆的许可载荷随着 A的增加呈非线性变化。

正确答案是   ( D)   。

解 : 由于 i =
I
A

,长细比λ=
μl

i
,而临界应力σc r =

π2 E
λ2 或σcr = a - bλ

所以 ,σcr -A 不存在线性关系 , [ FP ] =
σc r

[ n] st
A 与面积 A 之间为非线性关

系。所以 ,正确答案是 (D)。
* 8 -9  图示结构中两根柱子下端固定 ,上端与一可活动的刚性块固结在

一起。已知 l = 3 m ,直径 d = 20 mm ,柱子轴线之间的间距 a = 60mm。柱子的

材料均为 Q235 钢 , E = 200GPa ,柱子所受载荷 FP 的作用线与两柱子等间距 ,

并作用在两柱子的轴线所在的平面内。假设 ,各种情形下 ,欧拉公式均适用 ,

试求结构的临界载荷。

解 : 本题可能的屈曲方式有四种 ,如解图所示。

图 ( a )两杆分别屈曲μ= 0. 5

单根 F′Pcr =
π2 EI
(μl )

2 =
π2 E·πd

4

64
(0. 5 l)

2 =
π3 Ed4

16 l
2
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FPc r = 2× F′Pcr =
π3 Ed4

8 l2

  图 ( b)两杆作为整体绕 y轴屈曲μ= 2

FPc r =
π2 EI y

(μl )
2 =
π

2
E

4 l
2 ·2·
πd

4

64
=
π

3
Ed

4

128 l
2

  图 ( c)两杆作为整体绕 z轴屈曲μ= 2

FPc r =
π2 EI z

(μl )2 =
π

2
E

4 l2 ·2·
πd

4

64
+πd

2

4
·

a
2

2

=
π

3
Ed

2

128 l2
( d

2
+ 4 a

2
)

  图 ( d )两杆共同沿 z方向 (或沿 y方向 )屈曲 ,由杆的绕曲线可见 ,对于
l

2

长度 ,可视作一端固定 ,一端自由 ,即 :

μ
l

2
= 2

l
2

= 1× l,故对于全长 l ,μ= 1

FPc r =
π2 EI
(μl )2 =
π2 E

l2 ·2·
πd4

64
=
π3 E d4

32 l2

比较图 ( a ) ( b ) ( c ) ( d )后知图 ( b)即 : 两杆共同绕 y轴屈曲时的临界力最小。

其值为 :

FP cr =
π

3
Ed

4

128 l2
=
π

3
× 200× 10

9
× 20

4
× 10

- 12

128× 32 = 861N

习题 8-9 图

  8 -10  图示托架中杆 AB的直径 d = 40mm ,长度 l = 800 mm。两端可视

为球铰链约束 ,材料为 Q235 钢。试 :

1. 求托架的临界载荷 ;

2. 若已知工作载荷 FP = 70kN ,并要求杆 AB 的稳定安全因数 [ n] st =
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2. 0 ,校核托架是否安全 ;

3. 若横梁为 No. 18 普通热轧工字钢 , [σ] = 160MPa ,则托架所能承受的

最大载荷有没有变化 ?

习题 8-10 图

解 :

1. 求托架的临界载荷

① (图 (a ) ) sinθ=
7

4

∑ MC = 0 ,  900 FP = 600 FAB sinθ (a )

FP =
2
3

FAB sinθ=
7

6
FAB (1 )

  ② i =
d
4

= 10mm

λ=
μl

i
=

1× 800
10

= 80 < λp ,中长杆

σc r = 304 - 1. 14λ= 304 - 1. 14× 80

= 212. 8M Pa

FABc r = σcr· A = σc r·
πd2

4

= 212. 8×
π
4
× ( 40× 10

- 3
)

2
kN

= 0. 2674MN = 267. 4kN



第 8 章  压杆的稳定问题     � l79    

FP cr =
7
6
× 267. 4kN = 118 kN

  2. 校核托架是否安全

当已知工作载荷为 70kN时

由 ( 1) , FAB =
6

7
FP = 158. 7 kN

nw =
267. 4
158. 7

= 1. 685 < [ n] st ,不安全。

  3. 横梁为 No. 18 普通热轧工字钢 , [σ] = 160MPa ,计算托架所能承受的

最大载荷条件 [σ] = 160MPa意味着既要保证 CD强度 ,又要保证 A B杆稳定。

CD梁中 :

Mmax = MB = 0. 3 FP ,

FN = FAB cosθ=
3
2

cotθ· FP

FQ = FP

σmax =
MB

W
+

FN

A
≤ [σ]

0. 3 FP

185× 10
- 8 +

3
2

cotθ· FP

30. 6× 10
- 4 ≤ 160× 106

FP ≤ 73. 5kN < FPcr = 118 kN

所以 ,托架所能承受的最大载荷为 73. 5kN。

8 -11  长 l = 50mm , 直径 d = 6 mm 的 40Cr 钢制微型圆轴 , 在温度为

t1 = - 60℃时安装 ,这时轴既不能沿轴向移动 ,又不承受轴向载荷 ,温度升高时 ,

轴和架身将同时因热膨胀而伸长。轴材料的线膨胀系数α1 = 125×10
- 6

/ ℃; 架

身材料的线膨胀系数α2 = 75×10
- 6

/ ℃。40Cr 钢的σs = 600MPa, E = 210GPa。

若规定轴的稳定工作安全因数 [ n] st = 2. 0 ,并且忽略架身因受力而引起的微小变

形 ,试校核当温度升高到 t2 = 60℃时 ,该轴是否安全。

习题 8-11 图
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解 : 温升时 , a1 > a2 使轴受压力 FN。这是轴向载荷作用下的静不定

问题。

变形协调条件为 :

α1 ( t2 - t1 ) l -
FN l
E A

= α2 ( t2 - t1 ) l

由此解出轴所受的轴向载荷为

FN = (α1 - α2 ) ( t2 - t1 ) EA

  弹性屈曲范围的长细比的极限

λp =
2π2 E
σs

=
2π2 × 210× 109

600
= 83

  根据支承条件以及轴的几何尺寸 ,计算轴的长细比

i = d
4

= 6
4

= 1. 5mm

μ= 1

λ=
μl

i
=

1× 150
1. 5

= 100 > λp 属细长杆

  采用欧拉公式计算临界力

FPcr = σc r A = π
2

EA
λ

2

  轴的工作安全因数

nw =
FPcr

FN
= π

2
EA

λ
2

(α1 - α2 ) ( t2 - t1 ) EA

=
π2

1002 × 0. 5× 10 - 5 × 120
= 1. 65 < [ n] s t = 2

所以轴不安全。

8 -12  图示结构中 , A B为圆截面杆 ,直径 d = 80mm ,杆 BC为正方形截

面 ,边长 a = 70mm ,两杆材料均为 Q235 钢 , E = 200GPa。两部分可以各自独

立发生屈曲而互不影响。已知 A端固定 , B、C端为球铰链。 l = 3m ,稳定安全

因数 [ n] st = 2. 5。试求此结构的许可载荷。

习题 8-12 图



第 8 章  压杆的稳定问题     � l81    

解 : 1. 计算长细比

A B杆 : μ= 0. 7 , i =
d
4

= 20mm

λ=
μl

i
=

0. 7×1. 5×3
0. 02

= 157. 5

B C杆 : μ= 1

i =
I
A

=
a4

12 a2 =
3

6
a =

3
6
×70 = 20. 2mm

λ=
μl

i
=

1×3
0. 0202

= 148. 5

2. 计算临界力

A B杆 : FPcr =σcr A =
π2 E A
λ2 =
π

2
×200×10

9
×
π
4
×80

2
×10

- 6

157. 52 = 400kN

B C杆 : FPc r =σcr A =
π2 E A
λ2 =
π2×200×109×702×10 - 6

148. 52 = 438. 6kN

FPc r = 400kN

[ n] st =
FPcr

[ FP ]
,  [ FP ] =

FPcr

[ F] st
=

400
2. 5

= 160kN

习题 8-13图

8 -13  图示正方形桁架结构 ,由五根圆截

面钢杆组成 ,连接处均为铰链 ,各杆直径均为

d = 40 mm , a = 1m。材料均为 Q235 钢 , E =

200GPa , [ n] st = 1. 8。试 :

1. 求结构的许可载荷 ;

2. 若 FP 力的方向与 1 中相反 ,问 : 许可

载荷是否改变 ,若有改变应为多少 ?

解 :

1. ( 1) 由静力平衡得

FA B = FA D = FB C = FC D =
2
2

FP (压 )

FDB = FP (拉 )

  ( 2) 对于拉杆 BC,由强度条件

FP = FBD = [σ] A = 160× 10
6
×
πd2

4
= 160×

π
4
× 40

2
= 201kN

  对于压杆 AB等 ,需进行稳定计算 :
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λ=
μl

i
=

1× 1000
40
4

= 100 < λp = 101

则

FAB cr = ( a - bλ) A = (304 - 1. 14× 100 )×
π
4
× 40

2
× 10

- 6

= 0. 2387MN = 238. 7kN

FP cr = 2 FA Bc r = 2× 238. 7kN = 337. 6kN

[ FP ] =
FPcr

[ n] st
= 337. 6

1. 8
= 187. 6kN

  2. 若 FP 向外 ,则

FA B = FA D = FB C = FC D =
2
2

FP (拉 )

FBD = FP (压 )

  由于此时受压杆 BD比前一种情况长 ,所以只要进行稳定计算 :

λ=
μl

i
=

1× 2× 1000
10

= 141. 4 > λp = 100

  采用欧拉公式计算临界力

[ FP ] =
FPcr

[ n] st
=

FBD cr

[ n] st

=
σBD cr A
[ n] st

=
1

[ n] st
×
π

2
E
λ

2 ×
π
4
× 40

2
× 10

- 6
= 68. 9kN

=
1

1. 8
×
π3 E

141. 42 ×
1
4
× 40

2
× 10

- 6

= 68. 9× 10 - 3 MN = 68. 9kN

  8 -14  图示结构中 , 梁与柱的材料均为 Q235 钢 , E = 200GPa,σs =

240M Pa。均匀分布载荷集度 q = 24 kN/ m。竖杆为两根 63mm× 63mm×

5mm 等边角钢 (焊接成一整体 )。试确定梁与柱的工作安全因数。

习题 8-14 图
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解 : 1. 查型钢表得

No. 16aI : Iz = 1130cm
4

, W z = 141cm
3

2No. 63× 63× 5: A = 2× 6. 143 = 12. 286cm2

iy = 1. 94cm

Iy = 2× 23. 17 = 46. 34cm4

  2. 梁为静不定问题 ,由变形协调条件 ,得

5ql4

384 EI z
-

FN l3

48 EI z
=

FN l
2 EA

5 ql3

384
-

FN l
2

48
=

Iz

2 A
FN (1 )

FN = 5 ql
3

384
l
2

48
+

I z

2 A

= 5× 24× 10
3
× 4

3

384
4

2

48
+ 1130× 10

- 8

2× 12. 286× 10
- 4

= 59. 18 kN

  3. 梁 :∑ Fy = 0 , 2 FA + FN = 4 q

梁的支反力 :  FB = FA = ( 4×24 - 59. 18 )/ 2 = 18. 41 kN (↑ )

MC = FA × 2 - 1
2

q× 22 = 18. 41× 2 - 1
2
× 24× 4 = - 11. 18kN·m

  梁弯矩值 :

FQ = FA - qx = 0 ,  18. 41 - 24 x = 0 ,  x = 0. 767m

Mmax = 18. 41× 0. 767 - 1
2
× 24× 0. 7672 = 7. 0625 kN·m

| M | max = | MC | = 11. 18kN·m

  梁内 : σmax =
| M | max

W z
=

11. 18×103

141×10 - 6 = 79. 29MPa

梁的安全因数 : n =
σs
σmax

=
240

79. 29
= 3. 03

4. 柱 :       λ=
μl

i
=

1×200
1. 94

= 103 > 100

σcr =
π2 E
λ

2 =
π2 × 200× 103 M Pa

103
2 = 186MPa

FP cr = σcr A = 186× 10
6
× 12. 286× 10

- 4
N = 228. 5 kN

nst =
FPcr

FN
=

228. 5
98. 63

= 2. 31

  
*

8 -15  图示工字钢直杆在温度 t1 = 20℃时安装 , 此时杆不受力。已知

杆长 l = 6m ,材料为 Q235 钢 , E = 200GPa。试问 : 当温度升高到多少度时 ,杆

将失稳 (材料的线膨胀系数α= 12. 5×10
- 6

/ ℃ )。
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习题 8-15 图

解 : 查型钢表 No. 20aI 的 imin = 2. 12cm

λ=
μl

i
= 0. 5× 600

2. 12
= 141. 5 ,为细长杆

σc r = π
2

E
λ

2

  当温升Δt时 ,杆中应力

σt = αEΔt = σcr

αEΔt = π
2

E
λ

2

Δt =
π2 E
αEλ2 =

π2

αλ2 =
π2

12. 5× 10 - 6 × 141. 52 = 39. 43℃

  即温度升高 39. 43℃时杆将失稳。

讨论 : 若取λ= 142 ,则

Δt = π
2

E
αEλ

2 = π
2

12. 5× 10
- 6
× 142

2 = 39. 16℃
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材料力学中的能量方法

习 题 解 答

9 -1  图示简支梁中点只承受集中力 F 时 , 最大转角为θmax , 应变能为

Vε ( F) ; 中点只承受集中力偶 M时 ,最大挠度为 wmax ,梁的应变能为 Vε ( M)。

习题 9-1 图

当同时在中点施加 F和 M 时 ,梁的应变

能有以下四种答案 ,试判断哪一种是正

确的。

( A) Vε( F) + Vε ( M) ;

( B) Vε( F) + Vε( M) + Mθmax ;
( C ) Vε( F) + Vε ( M) + F wmax ;

( D) Vε( F) + Vε( M) +
1
2

( Mθ+ Fwmax )。

正确答案是   ( A)   。

解 : 正确答案是 (A)。因为对于线性弹性结构 ,先加 F时梁内的应变能为:

Vε( F) =
1
2

FWF

  再加 M时 ,由于反对称载荷 ,梁中点的挠度仍为 wF ,这时先加的力 F不

作功 ,所以梁内应变能将增加 :

1
2

MθM = Vε( M)

( a )

9
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  当同时施加 F和 M 时的应变能 ,等于先加 F、再加 M时的应变能 ,即

Vε ( F, M) = Vε ( F) + Vε ( M)

  9 -2  图示圆柱体承受轴向拉伸 ,已知 F、l、d以及材料弹性常数 E、ν。试

用功的互等定理 ,求圆柱体的体积改变量。

习题 9-2 图

解 : 将外加载荷作为第 1 力系 : 一对 F力 ; 为应用功的互等定理 ,建立辅

助力系———静水压力 q作为第 2 力系 (图 ( a ) )。

在第 2 力系作用下 ,圆柱体上的任意点都处于三向等压应力状态σ1 =

σ2 =σ3 = q。因此圆柱体两端面的相对线位移为

Δ( q) =εx l =
1
E

[ q - ν( q + q) ] l =
1 - 2ν

E
ql (靠拢 )

  一对 F力沿Δ( q)方向的功为

FΔ( q) = 1 - 2ν
E

Fql (1 )

  将静水压力 q作为广义力 , 与之对应的广义位移就是圆柱体的体积改

变量 :

∫S表面
qd s·d r = q∫S表面

d rd s = q(ΔV ) (2 )

于是 ,应用功的互等定理 ,有

qΔV ( F) = FΔ( q) =
1 - 2ν

E
Fql

  由此解得

ΔV( F) = 1 - 2ν
E

F l
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  9 -3  具有中间铰的线弹性材料梁 ,受力如图 ( a )所示 ,两段梁的弯曲刚度

均为 E I。用莫尔法确定中间铰两侧截面的相对转角有下列四种分段方法 ,试

判断哪一种是正确的。

( A) 按图 ( b)所示施加一对单位力偶 ,积分时不必分段 ;

( B) 按图 ( b)所示施加一对单位力偶 ,积分时必须分段 ;

( C ) 按图 (c )所示施加一对单位力偶 ,积分时不必分段 ;

( D) 按图 (c )所示施加一对单位力偶 ,积分时必须分段。

正确答案是   ( A)   。

习题 9-3 图

解 : 根据受力分析 ,载荷引起的弯矩方程 M和单位载荷引起的弯矩方程

M在 A C 和 CB 两段都是相同的。所以 ,作莫尔积分时可以不分段 ,只需将一

段的积分结果乘以 2。

9 -4  图示 M和 M 图分别为同一等截面梁的载荷弯矩图和单位弯矩图 ,

则在下列四种情形下 , AΩ 与 MC i或 AΩi与 MC i相乘 ,试判断哪一种是正确的。

习题 9-4 图
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解 : 图形互乘时的原则是 : 第一 , 单位载荷引起的弯矩图 , 必须为直线 ;

第二 ,单位载荷引起的弯矩图只能有一个斜率 ,否则 ,就要分段。

如果载荷引起的弯矩图也是直线的 ,也可以互乘 ,但原则是相同的。

图 ( B)中的乘法 , 不符合单位载荷弯矩图的分段原则 , 所以是不正确

的 ; 图 ( C)和 ( D)中的乘法 ,因为载荷引起的弯矩图不是直线 ,所以不能相

乘 ,因而也是不正确的。图 ( A )中的乘法符合图形互乘的原则 , 所以正确

答案是 ( A)。

9 -5  图示 M和珨M 图分别为等截面梁的载荷弯矩图和单位弯矩图。试

判断下列四种图乘方法哪一种是正确的。

习题 9-5 图

解 : 图形互乘时的原则是 : 第一 , 单位载荷引起的弯矩图 , 必须为直线 ;

第二 ,单位载荷引起的弯矩图只能有一个斜率 ,否则 ,就要分段。如果载荷引

起的弯矩图也是直线的 ,也可以互乘 ,但原则是相同的。

图 ( A)、( B )、( D)中的乘法 ,都不符合单位载荷弯矩图的分段原则 ,所

以是不正确的。只有图 ( C )中的乘法符合图形互乘的原则 ,所以正确答案

是 ( C)。

9 -6  图示各梁中 F、M、q、l以及弯曲刚度 EI 等均已知 ,忽略剪力影响。

试用图乘法求点 A的挠度 ; 截面 B的转角。

解 :

( a ) wA =
1
EI

( C1 AΩ1 + MC2 AΩ2 + M
C3 AΩ3 )

=
1
EI

2
9

l·
1
2

F l· l +
l

2
( F l· l) +

4
9

l
1
2

Fl· l =
5 F l3

6 E I
(↓ )

θB =
1
EI

- MC4 ( AΩ1 + AΩ2 + AΩ3 ) = -
1
EI

1
2

1
2

Fl· l·2 + Fl· l
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= -
F l2

EI
(顺时针 )

( b) wA =
1
E I

( - MC1 AΩ1 - MC2 AΩ2 )

= -
1
E I

l
2
·

1
3
·

1
2

M l +
l
2
·

2
3

1
2

M l = -
Ml

2

4 E I
(↑ )

θB =
1
E I

( M′C1 AΩ1 + M′C2 AΩ2 ) = -
1
EI

1
6
×

1
2
×Ml +

2
3
×

1
2
×Ml

= -
5 M l
12 E I

(顺时针 )

习题 9-6 (a)解图 习题 9-6( b)解图

( c) wA =
1
E I

( 2 C1 AΩ1 +A Ω MC )

=
1
E I

2·
5
8
·

l
4

2
3
·

ql
2

8
·

l
2

+
1
2
·

l
4
· l

1
2
· ql2

=
29 ql

4

384 E I
(↓ )
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θB =
1
EI

(M C AΩ + M C3 AΩ3 )

=
1
EI

1
2
×

2
3
·

ql2

8
· l +

1
3
·1

1
2

ql
2
· l

=
5 ql

3

24 EI
(顺时针 )

习题 9-6( c)解图
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( d ) wA =
1
EI

( MC1 AΩ1 + C2 AΩ2 - AΩ MC ) =
1
EI

(2 MC1 AΩ1 - AΩ MC )

=
1
EI

2·
5
8

l
2
3
·2ql2·2 l -

1
2
·ql2

1
2

l·4 l =
7ql4

3EI
(↓ )

θB =
1
E I

( MC1 AΩ1 + MC2 AΩ2 + MC AΩ )

=
1
EI

1
2
×

2
3
·2ql2·4 l - 1×

1
3
·

1
2

ql2·l -
1
2

ql2
1
2
·1·4l

=
3 ql

3

2 E I
(逆时针 )

习题 9-6 ( d)解图 (1 ) 习题 9-6 ( d)解图 (2 )



10

动载荷与疲劳强度概述

习 题 解 答

10 -1  图示的 No. 20a普通热轧槽钢以等减速度下降 ,若在 0. 2 s 时间内

速度由 1. 8m/ s 降至 0. 6m/ s ,已知 l = 6m , b= 1 m。试求槽钢中最大的弯曲正

应力。

习题 10-1图 习题 10-1 解图

解 : No. 20a 槽钢的线密度ρ= 22. 63kg/ m

加速度

a =
0. 6 - 1. 8

0. 2
= - 6m/ s

2

由自重引起的均布载荷集度 :

q1 = ρg (↓ )

由惯性力引起的均布载荷集度 :

q2 = ρa(↓ ) (加速度 ↑ )

总的均布载荷集度 :

q = q1 + q2 = ρ( g + a)

弯矩 :

10
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MC = Mmax = - q× 4× 2 + q×
8
2
× 3 = q× 4 = 4ρ( g + a)

= 4× 22. 63 (9. 8 + 6 ) = 1430N·m

槽钢横截面上的最大正应力

σd max =
MC

Wm in
=

1430
24. 2× 10 - 6 = 59. 1M Pa

  10 -2  钢制圆轴 A B上装有一开孔的匀质圆盘如图所示。圆盘厚度为

δ,孔直径为 300mm。圆盘和轴一起以匀角速度ω转动。若已知 :δ= 30 mm ,

a = 1000mm , e = 300mm; 轴直径 d = 120mm ,ω= 40 rad/ s; 圆盘材料密度ρ=

7. 8×103 kg/ m3。试求由于开孔引起的轴内最大弯曲正应力 (提示 : 可以将圆

盘上的孔作为一负质量 ( - m) ,计算由这一负质量引起的惯性力 )。

习题 10-2 图

解 : 因开孔引起的惯性力 :

FI = meω2 = ρ·π
4
φ2·δ· eω2

由此引起的附加动反力 :

FA = FB =
FI

2

  动载荷引起的附加最大动弯矩发生在 C截面 ,其值为 :

Mmax = FA a = 1
2

FI a

于是最大附加弯曲动应力 :

σd max =
Md max

W
=

a
2
·
π
4
ρ�

2
·δeω

2

πd3

32

= 67. 2M Pa

  10 -3  质量为 m的匀质矩形平板用两根平行且等长的轻杆悬挂着 ,如图

所示。已知平板的尺寸为 h、l。若将平板在图示位置无初速度释放 , 试求此

瞬时两杆所受的轴向力。



第 10 章  动载荷与疲劳强度概述     � l95    

习题 10-3图 习题 10-3 解图

解 : 平板作曲线平移 ,初瞬时ω= 0 ,只有加速度 a
τ
O。

惯性力

FI = maτO

由∑ Fx = 0

mg sin30°- ma
τ
O = 0 ,  a

τ
O =

g
2

(1 )

由∑ MA ( F) = 0

- mg·
l

2
+ FI cos30°·

h
2

+ FI sin30°·
l
2

+ FB cos30°· l = 0

将 FI =
1
2

mg代入上式 ,得

FB = mg
4 l

( 3 l - h) (2 )

由∑ Fn = 0

FA + FB - mgcos30°= 0

FA =
mg
4 l

( 3 l + h) (3 )

  10 -4  计算图示汽轮机叶片的受力时 ,可近似将叶片视为等截面匀质

杆。若已知叶轮的转速 n = 3000r/ min ,叶片长度 l = 250mm ,叶片根部处叶轮

的半径 R = 600mm。试求叶片根部横截面上的最大拉应力。

解 : 设叶片截面积为 A,密度ρ= 7. 8×10
3

kg/ m
3

,则惯性力

FI =∫
R + l

R
ρAd x· xω

2
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σmax =
FI

A
=∫

R + l

R
ρω2 xd x

=∫
0. 8 5

0. 6
ρω

2
xd x

= ρω2 1
2

( 0. 852 - 0. 62 )

= 7. 8× 10
3
×

2πn
60

2

×
1
2

(0. 85
2

- 0. 6
2

)

= 7. 8× 103 × (100π)2 × 0. 18125

= 140× 106 Pa

= 140MPa(叶片根部应力最大 )

习题 10-4图 习题 10-4 解图

10 -5  图示结构中 ,重量为 W 的重物 C可以绕 A 轴 (垂直于纸面 )转动 ,

重物在铅垂位置时 ,具有水平速度 v ,然后冲击到 AB梁的中点。梁的长度为

l、材料的弹性模量为 E; 梁横截面的惯性矩为 I、弯曲截面模量为 W。如果 l、

E、I、W、v等均为已知。求 : 梁内的最大弯曲正应力。

习题 10-5 图

解 : 应用机械能守恒定律

1
2

mv
2

+ mg
l
2

+Δd =
1
2

PdΔd

即

1
2

mv2 + mg
l

2
+ KdΔs t = 1

2
mgΔst K2

d

gΔst K2
d - 2Δst Kd - ( v2 + gl ) = 0

由此得到动荷系数
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Kd = 1 + 1 +
v2 + gl

gΔst

  静载最大弯曲正应力

σst max =
Mmax

W
= mgl

4W

最大动载应力

σd max = Kdσst max =
mgl
4W

1 + 1 + v
2

+ gl
gΔst

Δst = mgl
3

48 EI

σd max =
mgl
4W

1 + 1 +
48 EI ( v2 + gl )

mg2 l3

习题 10-6 图

  10 -6  铰车起吊重量为 W = 50kN 的重物 ,以等速度

v = 1. 6m/ s 下降。当重物与铰车之间的钢索长度 l =

240m 时 ,突然刹住铰车。若钢索横截面积 A = 1000mm
2
。

求 : 钢索内的最大正应力 (不计钢索自重 )。

解 : 重物等速下降时 ,钢索静变形Δs t

静变形能
1
2

kΔ2
s t ,重物动能

W
2 g

v2

突然刹车 ,钢索动变形能
1
2

kΔ
2
d

钢索变形能增量等于重物动能和位能减少 ,即

1
2

k(Δ
2
d - Δ

2
s t ) =

W
2 g

v
2

+ W (Δd - Δs t ) ,  k =
W
Δs t

Δd = Δs t 1 + v 1
Δs t g

  动荷系数 :

Kd =
Δd

Δs t
= 1 + v 1

Δs t g

Δs t =
W l
E A

=
50× 103 × 240

210× 109 × 1000× 10 - 6 = 0. 0571m

  不计自重 ,钢索内的最大正应力

σd = Kdσs t = 1 + v
1
Δs t g

W
A

= 1 + 1. 6×
1

0. 0571× 9. 8
× 50× 10

3

1000× 10
- 6 = 157M Pa
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  10 -7  试确定下列各题中轴上点 B的应力比 :

1. 图 ( a )为轴固定不动 ,滑轮绕轴转动 ,滑轮上作用着不变载荷 FP ;

2. 图 ( b)为轴与滑轮固结成一体而转动 ,滑轮上作用着不变载荷 FP。

习题 10-7 图

解 :

1. B点受到的是静应力 ,即

σmax = σmin ,  r =
σm in

σmax
= 1

  2. B点受到的是对称循环交变应力 ,即

σma x = - σmin ,  r =
σm in

σmax
= - 1

  10 -8  确定下列各题中构件上指定点 B的应力比 :

1. 图 ( a )为一端固定的圆轴 ,在自由端处装有一绕轴转动的轮子 ,轮上有

一偏心质量 m。

2. 图 ( b)为旋转轴 ,其上安装有偏心零件 A C。

3. 图 ( c)为梁上安装有偏心转子电机 ,引起振动 ,梁的静载挠度为δ,振幅

为 a。

4. 图 ( d )为小齿轮 (主动轮 )驱动大齿轮时 ,小齿轮上的点 B。

解 :

1. 偏心质量产生的惯性力 ,使圆轴有对称循环的弯矩 ,所以 B 点受对称

循环交变应力

σma x = - σmin ,  r =
σm in

σmax
= - 1

  2. 旋转轴上 AC段产生的惯性力 ,对 B点始终受不变的拉应力 ,即

σmax = σmin

r =
σmi n

σma x
= 1
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习题 10-8 图

  3. 当振形为最低部曲线时 ,

B点有σmax ,最高部位时有σmi n ,而

σmax

σmin
=
δ+ a
δ - a

r =
σmin

σmax
= δ - a
δ+ a

  4. 齿轮上的点受到脉动交变应力 ,即

σmax ≠ 0 ,  σmi n ≠ 0

r =
σmin

σmax
= 0
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新材料的材料力学概述

习 题 解 答

11 -1  图示结构中 ,两种材料的弹性模量分别为 Ea 和 Eb ,且已知 Ea >

Eb ,二杆的横截面面积均为 bh,长度为 l,两轮之间的间距为 a,试求 :

1. 二杆横截面上的正应力 ;

2. 杆的总伸长量及复合弹性模量 ;

3. 各轮所受的力。

习题 11-1 图

解 : 1. 计算二杆横截面上的正应力

FN a + FN b = FP (1 )

Δla = Δlb (2 )

Δla =
FN a l
Ea bh

(3 )

11
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Δlb =
FN b l
Eb bh

(4 )

将 ( 3)、( 4)式代入 (2 )式 ,得

FN a

Ea
=

FN b

Eb
(5 )

将式 ( 1)、( 5)联立 ,解得

FN a =
Ea

Ea + Eb
FP ,  FN b =

Eb

Ea + Eb
FP

σa =
FN a

bh
=

Ea

Ea + Eb

FP

bh
,  σb =

FNb

bh
=

Eb

Ea + Eb

FP

bh

  2. 确定杆的总伸长量及复合弹性模量

由 ( 3)式

Δla =
FN a l
Ea bh

=
FP l

( Ea + Eb ) bh

  设复合弹性模量为 Ec

Δl =
FP l

Ec (2 bh )

  由于Δl =Δla ,比较上述二式得

Ec =
Ea + Eb

2

  3. 计算各轮所受的力

由于 FN a > FNb ,所以 ,轮 C、轮 G脱离接触面 ,受力为零。

∑ MK ( F) = 0 ,  FN a
h
2

- FNb
h
2

- FR H a = 0

FR H =
FP h
2 a

Ea - Eb

Ea + Eb
,  FR D = FR H =

FP h
2 a

Ea - Eb

Ea + Eb

  11 -2  玻璃纤维/ 环氧树脂单层复合材料由 2. 5kg 纤维与 5kg 树脂组

成。已知玻璃纤维的弹性模量 Ef = 85G Pa,密度ρf = 2500kg/ m3 ,环氧树脂的

弹性模量 Em = 5GPa ,密度ρm = 1200k g/ m3。试求垂直于纤维方向和平行于

纤维方向的弹性模量 Ey 和 E x。

解 : 纤维和基体的总体积 :

V =
2. 5

2500
+

5
1200

= 0. 00517m
3

纤维体积与复合材料总体积之比 :

Vf =

2. 5
2500

0. 00517
= 0. 1934
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代入弹性模量公式 ,得到

Ey =
Em Ef

Vf Em + (1 - Vf ) Ef
= 5× 85

0. 1934× 5 + ( 1 - 0. 1934)× 85
= 6. 11G Pa

Ex = Ef Vf + Em ( 1 - Vf ) = 85× 0. 1934 + 5× ( 1 - 0. 1934) = 20. 47GPa

  11 -3  已知组成单层复合材料的基体材料具有明显的屈服平台 ,屈服强

度σm s = 20M Pa,强度极限σm b = 50M Pa,相应的极限应变为εm s = 0. 145 ,εm b =

0. 30; 纤维的强度极限σf b = 2000MPa ,极限应变εf b = 0. 15。现要求这种复合

材料在平行于纤维方向加载时能承受 1300MPa的应力 ,试确定所需纤维的体

积比。

解 : 根据增强纤维增强体积比公式 ,有

Vf =
σcb - σm s

σfb - σm s
=

1300 - 20
2000 - 20

= 64. 65%

  11 -4  具有明显屈服平台的树脂 ,其屈服强度σm s = 35M Pa, 强度极限

σmb = 65MPa ,相应的极限应变为εm s = 0. 15 ,εmb = 0. 40; 玻璃纤维的强度极限

σfb = 1860MPa ,极限应变εf b = 0. 155。若以树脂为基体 ,以纤维作为增强材料

组成单层复合材料 ,试求产生增强效果所需的最小纤维体积比 ,并确定沿纤维

方向加载时复合材料横截面上所能承受的最大的名义应力。

解 : 最小纤维体积比 :

Vfcr =
σmb - σm s

σfb - σm s
= 65 - 35

1860 - 35
= 1. 64%

沿纤维方向加载时复合材料横截面上所能承受的最大的名义应力 :

σcb = σf b Vfcr +σm s ( 1 - Vfcr )

= 1860× 1. 64% + 35× ( 1 - 0. 0164 ) = 64. 93MPa

  11 -5  对于麦克斯韦模型 ,保持初始应力为σ0 时的应变不变 ,试证明经

过时间 t后其应力由下式给出 :

σ( t) = σ0 exp -
t
λ

并说明其中λ的含义。

解 : 麦克斯韦模型的本构方程 :

dεt
d t

=
1
k

dσ
d t

+
σ
η

式中 k为弹簧刚度 ,η为粘度 ,令
dεt
d t

= 0 ,得到

dσ
d t

= - k
η
σ
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分离变量后

dσ
σ

= - k
η

d t

积分后得

σ= C·e
- k
η

t

  根据初始条件 : t = 0 时σ=σ0 ,求得

C = σ0

于是 ,

σ= σ0·e
- k
η

t

或

σ= σ0· e -
t
λ

式中λ=
η

k
为粘度与刚度之比。

11 -6  承受轴向拉伸的橡皮带 ,当横截面上应力σ0 = 10M Pa 时 ,其纵向

正应变为 0. 5 ,然后保持应变不变 , 50 天后应力减小为 5M Pa。试计算若保持

同样应变 ,再经过 50 天后应力减少到什么数值。

解 : 对于这一问题 ,采用串联模型 ,适用麦克斯韦模型方程

dεt
d t

=
1
k

dσ
d t

+
σ
η

= 0

利用习题 11 -5 的结果 ,求得

σ( t) = σ0· e
- t
λ = 10e

- t
λ

  根据已知条件 ,当 t = 50 (天 )时 ,应力由 10M Pa下降至 5M Pa。于是有

5 = 10·e -
50
λ = 10e -

t
λ

由此求得

λ=
50
ln2

因而有

σ( t) = 10·e -
t

50
ln2 = 10× 2 -

t
50 M Pa

其中时间 t以天为单位。

再令 t = 100 (天 ) ,可求得

σ(100 ) = 10× 2
- 2

= 2. 5MPa

因此 ,再经过 50 天 (一共经过 100 天 ) ,应力减小到 2. 5MPa。

11 -7  两端封闭的圆柱薄壁容器由乙二醇塑料制成。已知容器平均直

径 D = 300mm ,壁厚δ= 10 mm ,容器承受内压作用。乙二醇塑料的蠕变曲线
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族如图 ( a )所示 ,相当泊松比ν( t)可取为常量 ,即ν( t) = 0. 4。若规定容器的环

向应变εt 在 1 年内不得超过 1%。试求容器所能承受的最大内压 p。

习题 11-7 图

解 : 由 t = 365×3600×24 = 3. 15×10
7

( s ) ,允许环向应变εt = 1%

由轴向应力和环向应力分别为 :

σm =
pD
4δ

,  σt =
pD
2δ

,  σm =
1
2
σt

  设σr≈0 ,根据广义胡克定律有

εt =
1
E

[σt - νσm ] =
1 - 0. 5μ

E
σt

据此解出

σt =
E

1 - 0. 5ν
εt =

E
1 - 0. 5× 0. 4

εt =
E

0. 8
εt

  利用图 ( a )可求得过一年期的割线弹性模量

E =
17. 1M Pa

0. 02
= 855MPa

将其代入应力表达式 ,得

σt = 855
0. 8
× 1 % = 10. 7MPa

代入应变表达式 ,从而求出容器的最大内压

p≤ 2δ
D
·σt = 0. 71M Pa
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  * 11 -8  塑料制成的插座与插头结构如图所示。当施加在插座一侧臂上

的横向力降低到 33N 时 , 插头将从插座中滑出。若材料的弹性模量 E =

3. 35G Pa ,材料在 20℃时的蠕变曲线族如习题 11 -7 图 ( a)所示。试求 :

1. 插头第一次插入插座后 ,插座一侧臂上所受的横向力 ;

2. 插入后需经历多长时间插头将从插座中滑出。

习题 11-8 图

解 : 1. 插头第一次插入插座后 ,插座一侧臂上所受的横向力

根据挠度表中公式 ,可以查到

w =
FP l

3

3 EI
,  FP = 3 EI

l
3 w

取 w = 2 mm , E = 3 . 35GPa, l = 30mm , I =
1

12
bh3 = 125mm2 ,代入后 ,得到 :

FP = 93N

2. 插入后需经历多长时间插头将从插座中滑出

首先计算应变最大值 ,利用公式ε=
σ
E

,其中σ、E均取最初时刻的值 :

σ=
FP l
w

=
FP l

1
6

bh2
=

93× 30
1
6
× 12× 52

= 55. 8M Pa

于是

ε= 55. 8
3. 35× 10

3 = 1. 67× 10 - 2

当横向力下降到 FP1 = 33N时 ,应力将下降到

σ1 =
FP1

FP
·σ=

33
93
× 55. 8 = 19. 8M Pa ≈ 20M Pa

此时插头将滑出。通过习题 11 -7 图 ( a )中ε= 1. 67×10
- 2
作一水平线与应力

为 20MPa的那一根蠕变曲线相交 ,再量出其横坐标值 ,可得出松脱的时间为 :

t = 5. 01× 10
5

s
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