
第一章        多项式习题解答 
  

P44.1  1)

1 7 26 2( ) ( )( ) ( )
3 9 9 9

f x g x x x= − + − −

+       2)
2( ) ( )( 1) ( 5 7)f x g x x x x= + − + −

  

P44.2  1)
2 31| 9x mx x x q+ − + + ⇒余式

2( 1 ) ( )p m x q m 0+ + + − =

2 1
m q

p q
=⎧

∴⎨ = −⎩  
方法二， 

设

3 2 0
( 1)( )

1
m q

x px q x m x q
mq p
− =⎧

+ + = + − + ⇒ ⎨− − =⎩ 同样。 

2 )
2 4 21|x mx x px q+ + + + ⇒余式

2 2( 2 ) ( 1 )m p m x q p m 0+ − − − + + =
2( 2) 0m m p .+ − = 2 21 , ( 1 )m p q x p q    ∴ + = + = − +  

  

P44.3.1 用 ( ) 3g x x= + 除
5 3( ) 2 5 8f x x x= − − x

解： 
5 4 3 2( ) 2( 3) 30( 3) 175( 3) 495( 3) 667( 3) 327f x x x x x x∴ = + − + + + − + + + −

 
P44.3 .2) 

                   

3 2

3 2

( )
( 1 2 ) (2 8 )( 1 2 )
x x
x i i x i

∴ − −

= − + + − − +

x

 
                    (12 8 )( 1 2 ) (9 8 )i x i i− + − + − −
                    即余式 9 8i− +

                    商
2 2 (5 2 )x ix i− − +

  

P44. 4.1).    
5

0( ) , 1f x x x= = ：即
5 4 3 2( ) ( 1) 5( 1) 10( 1) 10( 1) 5( 1) 1f x x x x x x∴ = − + − + − + − + − +  

当然也可以
5 5( ) [( 1) 1]f x x x= = − +

5 4( 1) 5( 1)x x= − + − + ⋅⋅⋅+1 
P44.4  2) 结果 

        
3) 

4 2 4 3 2( ) 2 3 ( 2) 8( 2) 22( 2) 24( 2) 11f x x x x x x x= − + = + − + + + − + +

    
4 3 2( ) 2 (1 ) 3 7f x x ix i x x= + − + + + + i  

       

4 3 2

4 3 2

( ) 2 ( ) (1 )( ) 3( ) 7
( ) 2 ( ) (1 )( ) 5( ) 7 5
x i i i x i i i x i i x i i i
x i i x i i x i x i i

= + − + + − − + + − − + − + +

= + − + + + + − + + +  
P45.5 

(1)
2 2( ) ( 1)( 2 1) ( 1)( 1)g x x x x x x= − + + = − +

   )13)(1()( 3 −−+= xxxxf
  ∴ ( ( ), ( )) 1f x g x x= +
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(2)
3 2( ) 3 1g x x x= − + 不可约

  不可约  14)( 34 +−= xxxf

  ∴ ( )( ), ( ) 1f x g x =

(3) )122)(122(110)( 2224 −−−+=+−= xxxxxxxf
4 3 2 3 2 2( ) 4 2 6 6 2 1, ( ) 4 2( 2 2 ) ( 2 2 1)g x x x x x f x x x x x x= − + + + = − + + = − − 2

∴

( ) 2( ), ( ) 2 2 1f x g x x x= − −
P45.6 

(1)      )2()1()( 22 −+= xxxf 2 2( ) ( 2)( 1)g x x x x= − + +

∵ [ ]2 2( 1) ( 1) ( 1)( 2)x x x x x+ − + + + + + =1

)∴
2( 2) ( 1) ( ) ( 2) (x x f x x g x− = − + + +

(2) ，)1424)(1()( 23 yxxxxxf −−+−= 2( ) ( 1)(2 4)g x x x x= − + −

)()1( 1 xfx −=                     1( 1) ( )x g x= −  
而 

1 1

1

( ) ( ) 2 -3(2 3)
( ) (2 3) ( 1)

f x g x x x
g x x x

= ⋅ +
= + ⋅ −  

∴
1 1 1

2 11 (2 3)( 1) ( )( 1)
3 3
x

1x x g y f x g= + − − = − − −

∵

21 2 21 ( 1) ( ) ( 1) (
3 3 3

)x x f x x x g x− = − − + − −

(3) ,   144)( 234 ++−−= xxxxxf 2( ) 1g x x x= − −

∴ ,   
2( ) ( )( 3) ( 2)f x g x x x= − + − ( ) ( 2)( 1) 1g x x x= − + +

∵
21 ( ( 3))( 1)f g x x g= − − − + +

   
3 2( 1) ( ) ( 3 2) ( )x f x x x x g x= − + + + − − . 

  
P45.7 

2( ) ( )1 (1 ) (2 ) ( )f x g x t x t x u r x= + + + − + =  
2 2

2 2

1 2 ( ) ( 2) 2( ) ( )( ) (1 )
1 (1 ) (1 ) ( 1)

t t t u t tg x r x x x u
t t t t

− + + + − −
= + + + −

+ + + + 2
 

由题意 ( ) ( ) ( ) | ( )r x x r x g x与g 的公因式应为二次所以
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⎪
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xrt 为一次的否则



解出(ⅰ)当 )1)(4(04330 223 +−+=+−+= ttttttu 时

∴

¡
3

2
¡314

π
±

=
±

=−= ett 或

(ⅱ) 31
1,03,0 2 t

t
ttu −=

+
=++≠ 只有时当

)433(
31

433)4()3(3 23
3

23
2

+−+−=
+

+−+
=⇒−++−+ tttt

t
tttuututt

 

∴
)4(2]246)82)(3[(

3
1 22 +−=++−+++−= ttttttu

即         ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=++

+−=

03
)4(2

2 tt
tu

 2
111 −±−

=t
 

  

P45、8 ( ) | ( ), ( ) | ( )d x f x d x g x 表明 是公因式 ( )d x

又已知：     表明任何公因式整除( ) ( ) ( )d x f x g x是 与 的组合 ( )d x

所以   是一个最大的公因式。 ( )d x

P45，9. 证明 ( ( ) ( ), ( ) ( )) ( ( ), ( ) ( ))f x h x g x h x f x g x h x= （ 的首系=1） ( )h x

证：设 ( ( ) ( ), ( ) ( )) ( )f x h x g x h x m x= 由 
( ( ), ( )) ( ) | ( ) ( )f x g x h x f x h x        ( ( ), ( )) ( ) | ( ) ( ).f x g x h x g x h x  

( ( ), ( )) ( ) | ( )f x g x h x m x∴     ( ( ), ( )) ( )f x g x h x∴ 是一个公因式。 

设 ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).d x f x g x u x f x v x g x= = +

( ) ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).d x h x f x g x h x u x f x h x v x g x h x∴ = = +  
而首项系数=1，又是公因式得（由 P45、8），它是最大公因式，且 
( ( ), ( )) ( ) ( ( ) ( ), ( ) ( )).f x g x h x f x h x g x h x=  
  

P45、10 已知 ( ), ( )f x g x 不全为 0。证明

( ) ( )( ,
( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

f x g x
f x g x f x g x

) 1.=

证：设 ( ) ( ( ), ( )).d x f x g x= 则 ( ) 0.d x ≠

设
1

( ) ( ),
( )

f x f x
d x

=
    

1
( ) ( ),
( )

g x g x
d x

=
及 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).d x u x f x v x g x= +

所以 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).d x u x f x d x v x g x d x= +

消去 得( ) 0d x ≠ 1 11 ( ) ( ) ( ) (u x f x v x g x= + )
  

  
  

P45.11  证：设 1 1( ( ), ( )) ( ) 0, ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )f x g x d x f x f x d x g x g x d x= ≠ = =

∴ 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x d x u x g x d x d x u x f x u x g x+ = + 1 =
  
P45.12 



设
2

1 1 1 1 1 11, 1 1uf vg u f v h uu f ufv h vgu f vu gh+ = + = ⇒ + + + =

∴ . 1 1 1 1( ) ( ) 1 (uu f uv h vgu f v u gh f gh+ + + = ⇒ =, ) 1
  
P45.13 

∵  ( ,g ) 1i if = ，   

固定     1 2: ( , ) 1ii f g g =

1 2( , . . ) 1i nf g g g =  
  
P45.14 
( , ) 1 1 ( ) ( ) 1 ( , ) 1f g uf vg u v f v g f f g f= ⇒ + = ⇒ − + + = ⇒ + =  
同理 ( , ) 1g g f+ = . 

由 12 题 ( , ) 1fg f g+ =

令 1 2 ng g g g= …

, ( , ) 1ii f g∴ =每个  

    1 1( , ) 1f f g⇒ = ,
1⇒  1 2 3( , )f f f g = , 

⇒  （注反复归纳用 12 题）。 1 2 1 2( , )m nf f f g g g =" " 1
  
  

推广 

若 则( ( ), ( )) 1,f x g x = ∀m，n有 ( ( ) , ( ) ) 1m nf x g x =
P45,15 

f(x)=x3+2x2+2x+1, g(x)=x4+x3+2x2+x+1 

解：g(x)=f(x)(x-1)+2(x2+x+1), 

f(x)=(x2+x+1)(x+1) 

即(f(x)，g(x)) = x2+x+1. 

令(x2+x+1)=0 得 2
31,

2
31

21
ii −−

=
+−

= εε

∴f(x)与g(x)的公共根为 21,εε . 

  

  
P45.16 判断有无重因式 

①
5 4 3 2( ) 5 7 2 4 8f x x x x x x= − + + + −    ② 344)( 24 −−+= xxxxf

解① 4421205)(' 234 +−+−= xxxxxf
3 25 ( ) '( )( 1) 3(2 5 4 12)f x f x x x x x= − − − +  

2

3 2 215 49'( ) (2 5 4 12)(5 ) ( 4 4)
2 2

f x x x x x x x= − − + − + − +

)32)(44()12452( 223 ++−=+−− xxxxxx  



故 有重因式)(xf 3)2( −x

② 484)(' 3 −+= xxxf
3 2( ) ( 2 1) (2 3 3)f x x x x x x= + − + − +  

)1311()32)(332()(' 2 −+++−= xxxxxf  
2 6 611(2 3 3) (11 13)(2 ) (33 )

11 11
x x x x 13×
− + = − − + +

 
1))(').(( =∴ xfxf  

P45.17 有重因式（有重根） 13)(? 23 −+−== txxxxft 时

解.   txxxf +−= 63)(' 2 )3()62()1)((')(3 −+−+−= txtxxfxf

如 则 有重因式：3 重因式3=t )()1( 3 xfx =−

如 则.3≠t
)

2
152()

2
153)(22()('2 ++−×+= txxf

此时必须 4
15

−=t
  有重因式

)4()
2
1()( 2 −+= xxxf

P45.18 求多项式 有重根因式的条件 qpxxxf ++= 3)(

证 pxxf += 23)(
23 ( ) (3 ) 2 3f x x p x px= + + + q      )0( ≠p  

2
2

2 2

3 3 27(3 ) (2 3 )( ) ( )
2 4 4

a qx p px q x p
p p p

+ = + − + +
 

3 24 27p q 0∴ + =  
  
  

p45.19 令
4 2 2( ) 1, ( 1) | ( ), ( 1) '( ))f x Ax Bx x f x x f x= + + − −因为 所以

即 ))(1(24)(' 23 cbxaxxBxAxxf ++−=+=

4
0

2
0

a A
b a

c b B
c

=⎧
⎪ − =⎪
⎨ − =⎪
⎪ − =⎩         02

24
=+∴

−===∴
BA

BbaA
 

又 )'''')(1()()()1( 23 dxcxbxaxxfxfx +++−=⇒−

'
' '
' ' 0

' 1

a A
b a
c b

d

=⎧
⎪ − =⎪
⎨ − =⎪
⎪− =⎩

0

           Bb
ab

Aa

=−−
=
=∴

'1
''

'

       01=++∴ BA  
2,1 −==∴ BA  

P46，20 证

2

( ) 1
2! !

nx xf x x
n

= + + +"
无重因式（重根） 

证： 
'( ) ( )

!

nxf x f x
n

= −
   



( ', ) ( , )
!

yxf f f
n

∴ =
 ( , ) 1)f x =∵ ( , ) 1 ( )nf x f x= ⇒ 无重因式 . 

  
 P46，21 

  g′(x)=

1
2 [ f′(x)+ f′(a)]+

( ) ( )
2

x a f x f x− ′′ ′− ⇒
g′(a)=0   

又 g(a)=0 

//1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2 2 2

x ag x f x f x f x f x x a f x g a−′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′= + + − = − ⇒ =
 

/// (4)

/ // ///

1( ) ( )
2 2

( ), ( ), ( ), ( )

x ag x f x f x

a x g x g x g x

−′′′= +

∴

∴

//是g 根,且使g (x)的k+1重根

a是g(x)的k+3重根.  
  

  P46，22 

“ ”必要性显然（见定理 6 推论 1） ⇐

“⇒”若x0是f(x)的t重根，t＞k， 

由定理⇒ f(k)( x0)=0 

若t＜k⇒
( 1)

0( ) 0kf x− ≠ ，所以矛盾. 

  

P46.23   

例如
1( ) , 0 ( ) ( 1)m mf x x x f x m x m+ ′= = = +则 是 的 重根

根

)

0 ( )x f x=但 不是 的 . 

  

  

P46.24   若 ( 1) ( ) ( 1) | (n n nx f x x f x− −则

  

证若 ( ) ( 1) ( ) ( 2)f x x g x r= − + 由上节课命题

( ) ( 1) ( ) ( ) 0n n nf x x g x r g x r r= − + = + ⇒ =  

所以 )(|1 nn xfx −
 P46,25    

证明 设x2+x+1 的两个根
3

1 2, , 1iε ε ε =

2
1 2

3 3
1 1 1 2 1

3 3
2 2 2 2 2

1 ( )( )

( ) ( ) 0
( ) ( ) 0

x x x x

f f
f f

ε ε

ε ε ε

ε ε ε

+ + = − −

⎧ + =⎪∴⎨
+ =⎪⎩  



1 1 2

1 2 2

(1) (1) 0
(1) (1) 0

f f
f f

ε
ε

+ =⎧
⎨ + =⎩

即

 

2 1(1) 0 (1) 0f f⇒ = =  

1 2( 1) ( ), ( )x f x f x⇒ − . 

P46、26 分解 1.nx −

0
2 21 cos sin , 0,1, 2 ,k

k ki k
n n

1nπ πε ε= = + = "设 −
 

1 1

0 1

2 2 1

1 1

1
2

1

2

1

2 2( ) , 1 ( ) ( 1) ( (cos sin ))

( ) , 1 ( 1) ( ) ( 1) ( )( )

22 1 ( 1) ( 2cos 1)

22 : 1 ( 1)( 1) ( 2cos 1)

n n
n

i
i k

m m
n

k k
k k

m

k
m

n

k

k ki x x x x i
n n

ii n x x x x x x

kn m x x x
n
kn m x x x x x
n

π πε

ε ε

π

π

− −

= =

− −

−
= =

−

=

−

=

− = − = − − +

− = − − = − − −

= − = − − +

= − = − + − +

∏ ∏

∏ ∏

∏

^

\

在 中

在 中 为奇

当 时
1

∏

n kε

 
p46,27 求有理根： 

（1）x3-6x2+15x-14=f(x). 

解：有理根可能为±1、±2、±7、±14。 

∵当 a<0 时 f（a）<0，所以 f(x)的有理根是可能 1,2,7,14 

f(1)=-4≠0,f(2)=0,f(7)=140≠0,f(14)=1764≠0,只有一个x=2 

  

（2）4x4-7x2-5x-1=f(x). 

解：有理根可能为±1、± 2
1
、± 4

1
，∵f(1)=-9≠0，f(-1)=1≠0, 

f( 2
1

)=-5,f(- 2
1

)=0,f( 4
1

)=-2 64
43

,f(- 4
1

)=- 64
11

所以f(x)只有一个有理根x=- 2
1

（3）f(x)=x5+x4-6x3-14x2-11x-3=f(x). 

解：可能有有理根为±1、±3、f(1)=-32,f(-1)=0,f(3)=0  f(-3)=-96 

故 f(x)有两个有理想-1,3 

  

P46,28 



①x2+1：解 y=y+1, x2+1=y2+2y+2 不可约 

②    解取P=2，由Eisenstein判别法，不可约。 
4 3 28 12x x x− + + 2

1

③x
6
+x

3
+1,解令x=y+1 则 

x
6
+x

3
+1=y

6
+6y

5
+15y

4
+21y

3
+15y

2
+9y+3 取P=3 即可。 

④x
p
+px+1 为奇素数 

解：取y=x+1, x
3
+px+1=y

p
+ 1

( ( 1) ( 1)
p

i p i i
p

i

c y p y−

=

− + − +∑

=y
p
+

2

1

( ( 1) 2
p

i i p i
p

i

c y py
−

−

=

p− + −∑

取 p 素数，即可 

⑤x4+4kx+1  k为整数 

解：令x=y+1,则f(x)=x4+4kx+1=y4+4y3+6y2+(4+4k)y+(4k+2) 

取p=2，则 ，  p2|4k+2

即可由Eisenstein判别法，f(x)于 上不可约。 ( )] _

  

  

  
  

P47.1:证 1 1 1 1, , , ( ) , , ( ) | , ( ) | ,f g f g c x f g c x f c x g∵ 都是 的组合 所以若 是 的公因式 则必有

1 1, ,f g为 的公因式即  
{ } { }1 1( ), ( ) ( ), ( )CD f x g x CD f x g x⊆  

反过来，得
1 1 1 1

1 1( ) ( ( ) ( )), ( ) ( ( ) ( ))f x df x bg x g x cf x ag x
ad bc ad bc

= − − +
− −

1 1, , ,f g f g ,∴ 也是 的组合同上理 有  
{ } { }1 1( ), ( ) ( ), ( )CD f x g x CD f x g x⊆  

即， 1 1 , ,f f g与g和 与 的公因式一致 最大公因式也一致 那

1 1( ( ) ( )) ( ( ), ( ))f x g x f x g x=，  
注：不可约多项式也称既约定多项式 

( ) 0, , ( ) ,f x a f x≠ 则 不是既约 则称f(x)可约  
  
P47,2 

证：∵d1(x)f(x)≠v1(x)g(x)⇒（f(x)，g(x)）=d(x). 

f(x)=fi(x)d(x), g(x)=gi(x)d(x) 

∴u1(x)fi(x)+v1(x)g1(x)=1 带余除法 

令u1(x)=q1(x)g1(x)+u(x)    ∂ (u)<∂ (g1(x))=∂ ( )()(
)(

xyxg
xg
+ ) 



v1(x)=q2(x)f1 (x)+v(x)  (v)<∂ ∂ (f1(x))=∂ (f(x)/(f(x)，g(x))  

则fu+gv+fg1q1+f1gq2

=f(x)u(x)+g(x)v(x)+f1(x)g1(x)d(x)(q1+q2)=d(x) 

∴d-(uf+vg)=f1g1d(q1+q2),左边次数<∂ (f1)+∂ (y1)+∂ (d)≤右边次数 

故左、右两侧只有为 0，d-(uf+vg)=0     

u(x)f(x)+v(x)y(x)=d(x) 

且 (u(x))< (g∂ ∂ 1(x)),∂ (v (x)< (f∂ 1(x)) 

  
  

P47.3 若 ( ) ( ) , 1, ( ( )m mf x x m f x x∀ ≥与g 互素 则 与g 也互素

证： ( ) ( ) , ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) 1f x x u x v x u x f x v x g x∃ +∵ ∵与g 互素 =

=
m

由推广 ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) 1m m m m mx x u x f x v x g xϕ = +令

( ( ), ( )) 1, ( ) ( )m m mf x g x f x x∴ = 即 与g 互素 
  
P47 补 4 

由定义有 1, 2 1 1( ) (( , , ), ),s s sf f f f f f−=" "

1 2( ) ( , )i sd x f f f∃ =" "1 1 2 2 s s证明 使得u f +u f + +u f . 

证：设d=(f1,f2…fs)，d1=(f1…fs-1)  d′=(d1,fs) 

显然 sd f
及d|d1⇒ d|d′, 

反之，d′⇒ d|d1′,
'

sd f ⇒ d|fi（ i∀ ）⇒ d′|d。 

又d,d′首项系数=1⇒ d=d′. 

证：由归纳方式 ，使
′∃ iu ' '

1 1 1 1 1 1, ,s s s su f u f d v u vd u f d− −
'+ + = ∃ + =" 又 使得 ′ 

∴d=d′= 1 s svd u f+ =v（ ）+

1
'

1

s

i i
i

u f
−

=
∑

s su f    令    i=1,2…,s-1 
'

iu vu= i

=u1f1+…+us-1fs-1+ s su f . 

  

P48，补 5    

证明  若：f(x)g(x)首项系数都=1   则[f,g]= ),( gf
fg

证：令(f,g)=d,f=f1d,g=g1d,则(f1,g1)=1,设m(x)=f1g1d 

显然①  f|m, g|m, 故 m 是一个公倍式 



再设②  , .f l g l d l∴
，令l=dl1，⇒ f1|l1,g1|l1

∵(f1g1)=1, ∴f1g1|l1⇒ f1g1d1|l   即m|l 

m 是 f、g 的一个最小 公倍   式 

即证得：[f(x)、g(x)]=f1(x)g1(x)d(x)= ))()((
)()(

xgxf
xgxf

⋅
⋅

  
48.7 : ( ) 1. ( ( )) 0,p f x f x= ∂ >首项系数 则 ( ) ( )f x p为某不可约多项式 x  

的方幂的充要条件是 ( )g x∀ 或者 ( , ) 1f g = 或者 : ( ) | ( )mm f x g x∃

证明 1 1" " ( ) ( ) ( ), ( ( )) 0, ( ) ( )rf x p x h x h x p x h x⇐ = ∂ >反设不是则 而 + ⇒

1 1 1( , ) 1, | , ( ) ( ), ( , ) 1,p h h p x p x f g= = ≠ ∀即 取g 则 且 , | , ( ),m sm f g h p x=否则 矛盾.

“ ” , ( ), ( , ) 1 ( , ) ( , ) 1, ( , ) 1 | | ( )rr r
  1

f p g x p g p g f g p g p g f g x⇒ = ∀ = ⇒ = = ≠ ⇒ ⇒若 若  
48.8 : ( ) 1, ( ( )) 0, ( )p f x f x f x= ∂ > ⇔首项系数 则 为某不可约多项式的方幂  

( ) | ( ), | | , ( ) / ( )mg x h x f gh f g m f x h x∀ ⇒ ∃由 或者  

证明" " , | , ( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) 1 |r rf p gh p h p h f h f⇒ = = ⇒ = ⇒ = ⇒设 若f g

                         ( , ) 1 | | ( )r r rp h p h p h f h≠ ⇒ ⇒ ⇒ x

m

 

1 1 1" " , , ( ) 0, , , ( ),r rf p h h p h p h h x⇐ = ∂ > + = =反设不是 则 而 令g 则  
| , , ( ( , ) 1 ( , ) 1)m rf gh f g f h m p h p h+ + ∀ = ⇒ =∵却  

P48，补 9 证： ＞2 的非零根 
n n mx ax b−+ + 没有重数

证：反设 ( ) ,n n mf x x ax b k α−= + + 有 重根   (k＞2， 0α ≠ ) 

1 1

1

/ 1 /
/

( ) ( ) ( ) 0
( )( ) 0

( )( ) 0

1
( ) ( ( ) ( ))

0( )

n n m

n m m

m

m

g x f x nx a n m x k
a n mnx x

n
a n mh x x

n

h x mx h x h x
h x

α

α

α

− − −

− −

−

′= = + − ≠
−

⇒ + ≠

−
∴ = + ≠

⎧ ⎧
= ∴ = ⎨ ⎨

⎩⎩

有 重根

有重根

有重根

无重数根
但

重根
 

P48、补 10 

0 ( ) [ ], ( ) ( ), 1nf x C x f x f x n≠ ∈ >且 ,
  

( ) 0 mf x证明 的根只能为 或单位根(即满足某x =1的根). 

α n证:设 为f(x)的根,由f(x )==f(x)g(x) 

( )f xα α∴ n nf( )=0, 为 的根,  

2 2

( ) 0, ( )n nf fα α x∴ = 为 的根, 



2 3

, , , ,n n nα α α α⇒ "都为f(x)的根. 

( ) 0, ( )f x f x≠ ∴∵ 不可能有无限个根,其中必有相等者: 

( )
i jn n i jα α= >不妨设 , 

2

( 1) 0,
i jn n n i jn n mα α −∴ − = − =令 . 

0, 1mxα α= =则或 或 是 的根. 

  

P48、补 11 题： 

/ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nf x f x f x a x b f x⇒ = − ∴∵ 有n重根b
. 

  

, na a a a a a" "1 2 1 2 n补充P48 12题:  的两两不同. F(x)=(x- )(x- ) (x- )
 

证：（1） 

1 1 1

1 1 1

( )( )( ) (( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )

n
i i

i
i i i i i i i i1 2 1

)n

i n

x a x a x a x aF x F xl
f a F a x a F a a a a a a a a a

− +

= − +

− − − −
= = =

′ ′− − − − −∑ "∵
−

ir a

 

1 1

1

1

( ) 0, ( ) 1 ( ) 1, 1 . , ( ), 1

1 , ( ) 1, (2) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),

1 ( ) ( ) ( ) : ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n

i j i i j j i i
i i

n

i i
i
n

i i j j
r

j

l a l a l a j n i l x i n

n l x f x F x q x r x f a

n f a l x h x h a f a

r a h x r x

= =

=

=

= = ∴ = ∀ = ∀ =

− ∴ = = + =

− = =

= ∴ =

∑ ∑

∑

∑

" "，

为 次多项式 设 则

而 形式多项式

 

p49、补 13 题： 

（1）求 ( ) ( ( )) 4 (2) 3 (3) 1 (4) 0 (5) 2f x f x f f f f∂ < = = − =且 =

3 2
1

( 3)( 4)( 5) 1( ) ( 12 47 60)
(2 3)(2 4)(2 5) 6
x x xl x x x x− − −

= = − − +
− − −

−
 

3 2
2

( 2)( 4)( 5) 1 11( ) 19 20
(3 2)(3 4)(3 5) 2 2
x x xl x x x x− − −

= = − +
− − −

−
 

3 2
3

( 2)( 3)( 5) 1 31( ) 5 15
(4 2)(4 3)(4 5) 2 2
x x xl x x x x− − −

= = + +
− − −

+
 

3 2
4

( 2)( 3)( 4) 1 3 13( ) 4
(5 2)(5 3)(5 4) 6 2 3
x x xl x x x x− − −

= = +
− − −

+ −
 

4
3 2

1 2 3 4
1

2 17 203( ) ( ( )) ( ) 3 0 2 42
3 2 6i i

i

f x l x f a l l l l x x x
=

∴ = = − + ⋅ + = − + −∑ +
 



  

②求一个二次多项式f(x),
(0) sin 0, ( ) sin , ( ) sin 0

2 2
f f fπ π π π= = = =

. 

1

2

3

( ) ,
( 0)( ) ,

( 0)( )
2 2

,

l x
x xl

l

π
π π π

=
− −

=
− −

=

"

"  

2 2
( )( ) ( )

2
4

n x xf x f l π
π
−

∴ = =
−

 

③ ( ) (1) 2 (2) 5 (3) 10f x f f f= = =可能低次项:f(0)=1 

3 2
1

( 1)( 2)( 3) 1 11( ) 1
(0 1)(0 2)(0 3) 6 6
x x xl x x x x− − −

= = − +
− − −

− +
 

3
2

( 0)( 2)( 3) 1 5( ) 3
(1 0)(1 2)(1 3) 2 2
x x xl x x x x− − −

= =
− − −

− +
 

3
2

3
( 0)( 2)( 3)( ) 2 3
(2 0)(2 1)(2 3) 2
x x x xl x x x− − −

= = − +
− − −

+
 

3 2
4

( 0)( 2)( 3) 1 1 1( )
(3 0)(3 1)(3 2) 6 2 3
x x xl x x x x− − −

= = −
− − −

+
 

2
1 2 3 4( ) ( ) 2 ( ) 5 ( ) 10 ( ) 1f x l x l x l x l x x∴ = + + + = +

 

  

P49.补 14）， . ( ) [ ], (0), (1)f x x f f∈] 奇,则f(x)无整数根

证:反设f(x)有整数数根m,则x-m|f(x), 

⇒ ⇒f(0)奇 -m奇 f(1)奇 1-m奇 矛盾! 
 

 
 
 

第二章        行列式习题解答 
 

P96.1 ① (134782695) 0 1 1 3 3 0 1 1 10 13478695τ = + + + + + + + = ∴ 偶排列

② (217986354) 1 0 4 5 4 3 0 1 18 21798354τ = + + + + + + + = ∴ 偶排列

③ (98765432) 8 7 6 1 2 1 36 987654321τ = + + + + + = ∴" 偶排列

  

P96.2①若 1274i56k9 偶则 i,k=3.8 或 8.3 

τ  (127435689)=5, τ  (127485639)=10    ∴i=8，k=3 



②若 1i25j4897 奇则 i,k=3，6 或 6.3 

τ  (132564897)=4  τ (162534897)=7   ∴i=6  k=3 

P96.3  3 1 2 4 3 5 →2 1 4 3 5 →2 5 4 3 1  →2 5 3 4 1 即得 

  

P96.4  ∵τ (n(n-1),… 3 2 1)=C

2 ( 1
2n

n n )−
=

  

∴当 4|n或 4|n-1   即n=4k或n=4k+1 时， 为偶数，偶排列。 
2
nC

当n=4n+2,n=4n+3,则C 为奇数，是奇排列 
2
n

P96.5  排列π
1:x1x2…xn与π

2:xnxn-1…x2x1中，任取两个数xi,xj

若xi,xj在π
1中有逆序，则在π

2中没有，反之在π
1中没有逆序，则π

2中有逆序，∴ τ (π 1)+ 

τ  (π 2)=C
2
n

即τ (xnxn-1…x2x1)=C -
2
n τ (x1x2…xn). 

  
  
  

P97.6.由于 23 31 42 56 14 65(234516) (312645) 8.a a a a a aτ τ+ = + 带正号

32 43 14 51 66 23(341562) (234165) 10 a a a a a aτ τ+ = ∴由 带正号
 

  

P96.7  j1j2j3j4由于j2=3，∴j1j3j4取  1、2、4 的排列 

j1j3j4=124

1 3 4 1 3 4

1 3 4 1 3 4 1 3 4

1 3 4 1 3 4 1 3 4

11 23 32 44 12 23

(1324) 1, (1342) 2; 214 (2314) 2
241 (2341) 3. 142 (1342) 2; 214 (2314) 2
241 (2341) 3, 412 (4312) 5; 421 (4321) 6

,

j j j j j j
j j j j j j j j j
j j j j j j j j j

a a a a a a a

τ τ τ
τ τ
τ τ

⇒ = ⇒ = = ⇒ =
= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =
= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =

τ
τ

∴ − −取负号只有 34 41 14 23 31 42

1

,
( 1)97.8(1) ( 1) 123 ( 1) ( 1)

2
97.8(2) ( 1 123 ( 1) . 1

( 1)( 2)97.8(3) ( 1) 123 ( 1) .
2

n

a a a a a
n nP D n n n

P D n n
n nP D n n

τ

τ

τ

−

−
−

= − − = −

= − = −
− −

= − = −

"

"

"

" i

"

"

（n 321）

（23 n1）

（（n-1）（n-2） 21n）

）

  
  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

( )
1 2 3 4 597.9 ( 1) j j j j j

j j j j j
P D aj bj cj dj ej= −∑

 

因后三行后三列为 0，所以非零的项只有， 3 4 52, 2, 2j j j≤ ≤ ≤
,而 3 4 5, ,j j j

是互不相



同的数,这是不可能的,所以没有非 0 的项,D=0 

  

P97.10   f(x)=

2 1
1 1
3 2 1
1 1 1

x x
x

x

2
1

x

−

求x
4
，x

3
的系数 

解：∵行列式中每项由每行出一元相乘，故x
4
必须将 2.3.4 行的x都取，这时第i行取第

i列，这是行列式的一项，ax
4
，系数为a=2。 

x
3
项必有一元aij在对角线外，于是i行，j列的x不能再取了，故当i=1,j>2 时，至少去掉

3 个x,不含x
3
项了，对于i>2,j=2 同理 

其它情形，至少去掉两个x且第一行（或第二列）的两个x只能取一个，故不含x
3
项，只

剩下i=1,j=2 时，a12本身是x项为 

(-1)
(2134)

a12a21a33a44=-x1xx=-x
3
,系数为-1 

  

1 2

1 2

( , )P97.11    ( 1) 1 0 1 1 ,n

n

j j j

j j j

d τ= − = + − +

∴ ≥

∑ ∑"

"
i 故 中 与 一样多即 号,-号一样多,

 也即奇偶排列一样多, n 2时,奇偶排列各占一半.  

P98.12①  

2 1

2 1
11 1 1

2 1
1 1 1

1
1

( ) ( )

1

n

n
n

n
n n n

x x x
a a a

p x V x

a a a

−

−
−

−
− − −

= = +

"
"

"
" " " " "

"

按第一行展开

1 2 1 1, 0 (n na a a V p x n− −∴ ≠ ∂ = −∵ " 两两不同 即 ( )) 1  

②

1 2 1

1 2 1

( ) ( ) ( ) 0 ( ) 1
, , ,

n

n

p a p a p a n
a a a

−

−

= = = = −∵ "
"

总有两行相同 最多 个根,

即p(x)的所有根为

  

1
1 (1) 3
2 (1) 3 3(2( ))

3( ) 1
3( ) 2

2 2 3 3

98.13 2( )
2( ) 2( ) 2( )

0
2( ) 0

1 1 1 1 1 1

2( )[ ] 2( )

x y

x y
x

x x x y
P y x y x

x y x y x y

x y x y y x
y x y x x y y x y

x y y xy x x y

−
× +
× + +

− − +
− +

+
x y+ +

+ + +

+ − −
+ + −

= + − + − = − +

ZZZZX ZZZZZZXYZZZZ YZZZZZZ

ZZZZZZXYZZZZZZ

②

 



2.23.3.4( ) 4 1 3

3 1 1 1
1 3 1 1

48.13 (3 (4 1) 1)(3 1) 6.2 48
1 1 3 1
1 1 1 3

PP −+ − ⋅ − = =ZZZZZZZXYZZZZZZZ
例

③

 
  

P98.13④（法一）: 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 3 4 1 0 1 2 7 0 1 2 7 0 1 2 7

160
3 4 1 2 0 1 8 10 0 0 4 4 0 0 4 4
4 1 2 3 0 7 10 13 0 0 4 36 0 0 0 40

− − −
= = − =

− − − − −
− − −

=

 
法二： 

10 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
10 3 4 7 0 1 1 3 0 1 1 3 0 2 0 0

10 20 20
10 4 1 2 0 2 2 2 0 2 0 0 0 0 1 3
10 1 2 3 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1

1 2 3 4
0 2 0 0

( 20) 160
0 0 1 3
0 0 0 4

− −
= = = =

− − −
− − − − − − − −

= − =
−
−  

法三： 

令

2
4 1

2 3
1 2 3 4

1 2 3 4

3 2

( ) 1 2 3 4 , , , 4 1,
1, 1, , ,

( 1) (1) ( 1) ( ) ( )
( 1) 10 ( 2) ( 2 2 ) ( 2 2 ) 20[( 2) (2 ) ] 160

c

2

f x x x x i
i i

d f f f i f i
i i i

ε ε ε ε
ε ε ε ε

−

= + + + ± ±

= = − = = −

= − − −

= − − − − − + = − − =i i i i

为 次单位根

令 则

行列式

P98.13⑤解：

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 0 0 0

x
x x

x
x yx x

y
y y

y
y y

+
+ −

−
= =− − −

+
+ −

−
− − −

=



1,2
1,2

1 1 1 0 0
1 1 1
1 1 1 1 *
1 1 1 1

| ( , )

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

( , ) ( , )
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

x x x x
x

y
y

x f x y

x x
x x

.f x y f x y
y y

y y

+

+
−

∴

− +
+ −

− = =
+ +

− −

ZZZZZZXYZZZZZZ
交换 行
再交换 列

解法二,设f(x,y)= 则第一行减第二行

又因为

∴f(x,y)关于x是偶函数，即x
2
|f(x,y). 

同理，y|f(x,y)，且也是偶函数，所以y
2
|f(x,y) 

2 2 2 2

2 2 2

( ( , )) 4 | ( , ) ( , )

( , ) .

f x y x y f x y f x y kx y

f x y x y y

∂ ≤ ∴ ⇒ =∵

2而 中 的系数为1.  故有f(x,y)=x  

  
P98  13⑥ 

2 2

2 2
5

2 21 ( 1) 2 2 ( 2) 3
1 ( 1) 3 2 ( 3) 4
1 ( 1) 4 2 2

2 1 4 4 6 9 2 1 2 6
2 1 4 4 6 9 2 1 2 6

0
2 1 4 4 6 9 2 1 2 6
2 1 4 4 6 9 2 1 2 6

x

a a a a a a
b b b b b b
c c c c c c
d d d d d d

× − + × − +
× − + × − +
× − +

+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

ZZZZZXZ ZZZZZX ZZZZXYZZZZZZ YZZZZZ YZZZZ
性质

 

2 ( 1) 3 3 (246) 1 2 (2) 1
3 (427) 2

246 427 100 0 0 1
1014 543 100 768 116 1 ( 100)

342 721 100 588 294 1
× − + × + × +

× +

−
− × −

− − −

ZZZZZX ZZZZZXZ ZZZZZXYZZZZZ YZZZZZZ Y ZZZZZ

 

7

0 0 1 1 0 0 1 0 0
1000 116 1 ( 100) 1 116 1000 (100) 100 1 294 0 29400000

0 294 1 1 294 0 1 116 1000

⎯⎯⎯→× − × = − × = −←⎯⎯⎯
性质

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 (1) 1 1 ( 1) 2
3 (1) 1 1 ( 1) 3

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 ( )
2

1 1 12 (1) 1
2 (1) 1

2 2

98.14 2 2

2

a b c c a a b a b c b c
P a b c c a a b a b c b c

a b c c a a b a b c b c

a b c
a b c
a b c

× + × − +
× + × − +

×

× +
× +

+ + + + + + − −
+ + + + + + − −
+ + + + + + − −

− −
− −
− −

ZZZZXZ ZZZZZXYZZZZZ YZZZZZ

ZZZZXZYZZZZZ

左

2
2( 1)
3( 1)

2

( 1)
−
−

− =ZZZZXYZZZZ右 右

 
  

P98.15 求出所有代数余子式 



11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

1 2 1 4 6 0 0 0
0 1 2 1 12 6 0 0
0 0 2 1 15 6 3 0
0 0 0 3 7 0 1 2

A A A A
A A A A
A A A A
A A A A

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

直接计算有①

 

1 1 2 7 12 3
3 2 1 6 4 1
0 1 4 5 5 5

− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟= −⎜ ⎟ ⎜

⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠ ⎝

11 12 13

21 22 23

31 32 33

A A A

直接计算有 A A A

A A A

② ⎟
⎟
⎠  

  

  

P99.16① 
1 3 5 1 2 1 3 5 1 2 1 3 5 1 2

1 (2) 22 0 1 2 1 0 6 11 4 5 0 1 2 1 4
2( )3

1 (3) 40 1 2 1 4 0 1 2 1 4 0 6 11 4 5
2( 1)

1 (2) 53 3 1 2 1 0 12 16 5 7 0 12 16 5 7
2 1 0 3 5 0 7 10 5 9 0 7 10 5 9

1 3 5 1 2
2 (6) 3 3( 1)0 1 2 1 4
2 (2) 4 3 (8) 40 0 1 1 9
2 (7) 5 3 (0 0 8 17 41

0 0 4 12 19

− + + − −
× + − −

−
= − × =− −

−
× +

−
× + −− − −
× + × +− −
× + ×− −

− −

1 3 5 1 2
0 1 2 1 4

4 ( 2) 30 0 1 1 9
4) 5 0 0 8 63 111

0 0 0 28 57

1 3 5 1 2
0 1 2 1 4
0 0 1 10 19
0 0 0 7 3
0 0 0 28 57

1 5 1 2
1 ( 1) 0 1 2 1 4
2 ( 1) ( 7)69 4830 0 1 10 19
4 ( 4) 5 0 0 0 10 3

0 0 0 0 69

−
− − −

× − +− −
+ −

−

−
− − −

− −
− −
−

− − − −
× − −
× − = − = −−
× − + − −

 
P99.16② 



1 42 1 0 4 2 1 1 0 2 2
1 (2) 1 (2) 22 0 1 2 2 0 2 1 2 2

1 15 (2) 1 ( 3) 33 2 1 1 0 0 5 1 5 6
8 8

4 (2) 1 (2) 41 1 0 2 2 0 3 0 0 6
1 ( 4) 54 2 6 0 1 0 6 6 8 7

1 1 0 2 2
0 2 1 2 4

2 4 1 0 5 1 5 6
4 ( 1) 2 8

0 2 1 2 2
0 6 6 8 7

1 1 0 2 2
2 ( 5) 3 0 2 1 2 4

12 ( 2) 4
8

2 ( 8) 5

→− −
× × +− − −
× × − + − −
× × +− −

× − + − −

−
−

−
+ − −

× − +
− − −

− −

−
× − + −
× − +
× − +

−

1 1 0 2 2
4 3 0 1 1 2 4

1 3 0 0 1 2 220 0 4 15 14
3 8 0 0 0 7 60 0 3 6 6 3 ( 4) 4 10 0 0 20 17 0 0 0 0

7
3 1 31 1 ( 1) 7 ( )
8 7 8

−
−

− −× −− − −
−− − × − +

− −

= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =
 

P99.17①若 

1 2 1 2 2 1

1 2 1

, , 1, 2 , 2, 1 1,
2, 3, . 1
n n n n n

n

j j j j n j n j n j j j
j j j n nτ τ

− −

−

= − − = =

⇒ = = =

=

∴ ∑

" "
" "

n-1

n n-1 n

中 则 取j 取 取 或若 则

故只有两项. (123 n)=0， (2,3, )=n-1

d= =x +(-1) y

"

 
P99.17② 

1 1

1 1 2 2 1 2 2 1

1 1 2 2 1 1 2 2

2 1 2 1

1 1 1 2 1 1

2 2 1 2 1

1

1 1 1

1
2, ( )( ) ( )( )

( )( )

3 0 2n

n

n n n

n d a b
n d a b a b a b a b

a b a b a b b a
a a b b
a b b b a b
a b b b b b

n n
b b

a b b b b b

= = −

= = − − − − −
= − + −
= − −

− − −
− − −

≥ =
−

− − −

#
#

# # #
#

则

则

当 时 第 列与第 列成比例

 



1

2
1

2

2
1

1

1 1

1 0 0
1

99.17
0

1 0

( ) ( )( ) ( 1) (

n

i

m

i n
i

n
m

i n m
i

h h
n n

i i i
i i i

x m x x

x m m
P

x
m

x m x x

X m X m m m X

=

=

×
×
×

×
×

− ×
=

−

= = =

−

− −

∑
−

−

− = − − = − −

∑

∑

∑ ∑

#
#

# # # #ZZZZX ZZZZZZZXYZZZZ YZZZZZZZ# # # # # #
#

#

-1
i-m

2

3

n

2 (1)+1
1( (x ) )3 (1)+1

n (1)+1
1 (-x )+2
1 (-x )+3
1 (-x )+n

③

1

1
) .

h
nm −∑

#

 

2 ( 1) 3
2 ( 4) 4 1 2

11( )
2

1 2

1 0 0 0 2 2 2
2 2 2 2 1 0 0

99.17 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 2 0 2
0 0 2 2

1 1 1 1
0 1 0

2 0 1 0
0

0 0 2

iP

n n

n

× − +
× − + ↔

↔

−
−

⎯⎯⎯⎯→←⎯⎯⎯⎯

− −

−
⎯⎯⎯→←⎯⎯⎯

−

" "
" "

ZZZXZYZZZZ

" "

"
"

性质

④

 
=-2·(n-2)!  （n≥2），且 n=1 时。D=1（左上角 1） 

  

1

99.17.5 , 2
( 1) 3 2 1

2
0 1 0 0
0 0 2 0

0 0 0 1
( 1) 1( 1)( 2) (1 ) ( 1) ( 1)!

2 2
n

P
n n n n

n
n n n n−

−
− − −

−
−

−

+
= − − − = − +

"

"

"
"

" " " " "
"

i " i i

从最后一列开始,第n列加到第n-1列,再第n-1列加到第n-2列 第 列加

n(n+1) n(n+1)

2 2

=

 
P100.18①:从第二列起：有列（第三列） 

乖以 1

1

ia −

− 加到第一列,则有



1

2 1

1

2

1

1 2 1 2
2 11

1 1 1 1
1

1 1 1 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

1 1( ) (

n

o
i i

n

n n

n o n o
i ii i

n

o n i i n
i

a
a

a
D

a

a

a a a a a a a a
a a

a a a a a a a α

+

= −

+

= =−

− +
=

=

= − = −

= + ≠

∑

∑ ∑

∑

"

"
"

" " " " "

" "

" " " i，（ 0）

)

② 
  

P100.18④ 

            

cos 1
1 2cos 1

cos1 2cos
1

1 2cos

a
a

D nan

a

α= =%
% %

 
证法一，用归纳法，D1成立， 

cos , ,

cos 2 1 (2 cos cos( 1) cos( 2) ) (cos cos( 2 cos( 2) ))1 2
cos .

k n D k k nk
Dn D D n n na n a nn n

na

α

α α α α

< = =

= − ⋅ = ⋅ − − − = + − − −− −
=

设 时 当 时 因为

证毕

a

2n−

 
证法二： 

[ ]

2

(cos sin ) (cos( 1) sin( 1) )( sin )1

sin sin cos sin cos sin

2cos 1 2
(cos sin ) (cos sin )[ (cos sin ) ]1 1

( 1),n

a i a D n a i n a i an n

i a i a na na na na

D cxD Dn n
D i D i D i Dn n n

D

i

α α α α α α

= − = − + −−

= + + −

= −− −
− + = − − +− −

= −∵

n

找不出适当倍数左移.

同理

相减:2 D  

1 (2cos ) cos
2nD na= =即 na

. 

  

  
 
 
 
 
 
P100.18⑤以第一行× (-1)加到后面各行 



1

1 2

1 3

1
1 1

2 2

1
1 2

21

1
1 2

2

1 1 1 1
0 0

0 0 0
0 0

( ) (1

1( 1

(1 )

n n

n

n
i

n

n
i i

n

i n
i i

a
a a
a a
a a

aa a a
a

a a a
a a

a a a a
a

=

=

=

+
−

=
−
−

−
= + −

= + +

≠ = +

∑ )

)∑

∑

"
"

"

"

"

"

属于交行列式

要求( 0)
 

  
p101.19① 

2 2 3 2 2 1 3 2
3 6 4 0 6 13

3 3 3 2 3 0 6 4
0 4 0 0 4 3 18 52 70

3 3 1 2 1 0 4 0
1 0 3 1 0 3

3 1 3 1 1 0 0 3

D

− −
− − − − −

− − − −
= = = − = − = − −

− − −
− −

− − −

= −

 

且
70 1 1, 2, 3, 41 2 3 4

DiD D D D x ii D
= = = = − ∴ = = =

P101，19② 

1 2 3 2 1 2 3 2
5 8 1 0 0 1

2 1 2 3 0 5 8 1 36 54
4 10 8 36 54 8

3 2 1 2 0 4 10 8 18 36
7 4 5 18 36 5

2 3 2 1 0 7 4 5

D

− −
− − − − −

= = = = − − =
− − −

− −
− − −  

  

且D1=324，D2=648，D3=-324，D4=-648，

2 32 218 18 324
3 2

= = =

1 21, 2, 1, 21 2 3 4
D D

x x x xD D∴ = = = = = − = −
 

  

  

0 3 1 2 2
0 16 26 22

1 3 4 2 0 1 5 8 8
1 5 8 8

3 1 1 2 1 0 4 2 4 8
0 18 38 24

4 3 4 2 2 0 7 8 6 14
0 27 50 4

1 1 1 2 3 1 1 1 2 3

− − −
− −

− − −
−

− − = − =
− −

− −
− −

− − − − − −

1 2 2 4 1

2

P101 19 (3),即D=

2
 



2 2 2 0 2 0
10 4 10 11 218 28 24 10 28 4 ( 2) ( 1) 8 24
13 4 13 1

9 22 18 13 22 4
x

− −
+= − − − = − = − − ⋅ − = − =

− −  

96, 336, 96, 169, 3122 3 4 5
4, 14, 4, 7, 131 2 3 4 5

d d d d

x x x x x

= = − = − = =

= − = − = − = =

同理算出d
1

即得
 

( )

1 2 2 4 1 1 1 1 1 2 3 3
52 1 3 4 2 8 0 1 1 2 2 2

3 23 1 1 2 1 3 0 1 5 8 8 14
4 3 4 2 2 2 0 4 2 4 8 12
1 1 1 2 3 3 1 7 8 6 14 10

A

− − − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

消元法解

行移最上

再相减 行移到第 行再相减

 

1 0 4 6 5 11 (3) (4)
0 1 5 8 8 14

(5) (4)0 0 16 26 22 40
0 0 18 28 24 44
0 0 27 50 42 88

1 0 4 6 5 11
0 1 5 8 8 14 (4) (5) 2 3
0 0 1 1 1 2
0 0 18 28 24 44
0 0 9 6 6 0

−⎛ ⎞ −
⎜ ⎟−⎜ ⎟ ×⎜ ⎟− − − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →
⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1
后再乘

2

的2倍

1
的 倍后乘以 再用 行的相反倍加到各行

4 ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

( )
1 0 0 0 1 9

1 0 0 2 1 3 1 0 1 0 0 0 1450 1 0 3 3 4 3 0 0 1 0 0 4
0 0 1 1 1 2

0 0 0 0 1 13
0 0 0 4 3 11

0 0 0 0 1 6

− −⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ × ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ −

⎜ ⎟− ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

后再乘相应倍加到各行

 

1 0 0 0 0 4
(1) (4)

0 1 0 0 0 14
(5) (4) 0 0 1 0 0 4

0 0 0 1 0 7
0 0 0 0 1 13

⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟−⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ −

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

后再交换(4),(5)
即得.

 
  
 
 
 
 
P101，19④ 



5 6 0 0 0
1 5 6 0 0 6 62 3 6 63 2 6650 1 5 6 0

2 3
0 0 1 5 6
0 0 0 1 15

D −
= = = − =

−

 

,

1 1
1

2, 3

n n
D n

α β αβ
α βα β

α β

α β

+ − −−
= + =

−

= =

%
% %

见例2

取  

1507 1145 703 395 2121 2 3 4 5
1507 229 37 79 212, , , ,1 2 3 4 5665 133 35 133 665

D D D D D

x x x x x

= = − = = − =

−
∴ = = = = − =

且,

 
P101.20 解： 

   代入各a于f(x)

1 2
1 10 1 1 1

1 2
1 20 2 1 2

1 2
10 1

n nc a c a c bn
n nc a c a c bn
n nc a c a c bn nn n

− −⎧ + + =−⎪
⎪ − −+ +⎨ −
⎪

− −⎪ + + −⎩

"

"

"

=

=

系数行列式： 

          

2 111 2 1 1 111 1 1 2 11 21 2 2 21 (2 2 2
1 2 1 2 11

na a an na a a
na a an n nd a a a C Vn n

n na a an n n na a an nn

−
− −

−
− −= = =
− −

−

""
""

" " "
"

"

，1)−

 

, 0, 01 2
1 1 ( ) ( )
0

a a a dn
n n iC x f a bi i
i

≠ ≠

− − −∑ i=
=

"

"

，
由于 两两不同,故V 由Cramer法则,存在

n

唯一解C ,C ,C c ,即有f(x)= 唯一地 使
0 1 2 n-1

 

例P101.21 解：

13.600
10 100 1000 13.570 1 2 3
20 400 8000 13.550 1 2 3
30 900 7000 13.520 1 2 3

a

a a a a

a a a a

a a a a

=⎧
⎪
⎪ + + + =⎪
⎨

+ + + =⎪
⎪

+ + + =⎪⎩



0 1 3

1 0 0 0
2 31 10 10 10 71.2 10
2 31 20 20 20 (1 ,20,30 (20 10)(30 10) (30 20))
2 31 30 30 30
81.632 10 , 50000, 1800, 402

d
a

d d d d

= ×=
= ⋅ − − ⋅ −

= × = − = = −
 

5
0

25 13 413.6, 10 , 1.5 10 , 101 2 36 3
doa a a ad

−− −= = = − × = × = − ×
 

1 0 0 0 13.6
3 4 50 10 10 10 31 10 100 1000 13.57

3 4 51 20 400 8000 13.55 0 2 10 4 10 5 50 5
1 30 900 27000 13.52 3 4 50 3 30 9 10 27 10 8

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎜ ⎟ → ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟× × × −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟× × × −⎝ ⎠

1 0 0 0 13.6

用消元法:

 

1 0 0 0 13.6 1 0 0 0 13.6
3 4 5 3 4 50 10 10 10 3 0 10 10 10 3

( )4 5 4 50 0 2 10 6 10 1 0 0 2 10 6 10 1
4 5 50 0 6 10 24 10 1 0 0 0 6 10 2

25 3 13 4 2 313.6 10 10 10.5 ( , )
6 2 3 3

gh t t t t c h cm

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜

− −⎜ ⎟ ⎜
→ →⎜ ⎟ ⎜

⎜ ⎟ ⎜× × × ×
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜× × × −⎝ ⎠ ⎝

− −= − × × + × × − × × = ° =

略

⎞
⎟
⎟
→⎟

⎟
⎟
⎟
⎠

 

°

°

g故当t=15 c时,h=13.56(精确)-( )
3cm

当t=40 c时,h=13.46(书上答案13.48是错的) 
P102 补 1 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 1

2 2 2
1

( )
1

| |

( 1) 0

n

n

n

n

n

n n

j j j

j j j
ij

j j j

nj nj nj

j j j

j j j j j j

a a a

a a a
D D

a a a

D D ττ

= =

⎛ ⎞

a

D∴ = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑ "

"

"

" "

"

"

" " " "
"

1 2 n（j j j ）

取遍

设

（-1）

 

(n≥2 奇偶排列各半) 

当 n=1 时， 



1 2

1 2

1 1 1

1 2

1 2

1 1 1
1

102 2 ( ) ( ) ( ))

( )
( ( ) ( ) (

n

n

k k

n

j j nj
j j j

n
kjk

j k j k j nj
j j j k

P D a t a t a t

da td D a t a t a
dt dt

τ

τ
− +− +

=

=

))
n

a t∴ =

∑

∑ ∑

"

"

"

"

∵ "

" "

1 2 n

1 2 n

（j j j ）

（j j j ）

补 （-1）

（-1）

 

1 2

1 2 1 1

1 2

( , )
1 2 1 1

1 ,

( )
( ( 1) ) ( ) ( ) ( ) (kn

k k

n

n
kjj j j

j j k j k j nj
k j j j

da t
a t a t a t a a t

dt
τ

− +− +
=

= −∑ ∑ "

"
" " ))

n

 

=

11 12 1

1 2
1

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
n

k k k
k

n n nn

a t a t a t
d d da t a t a t
dt dt dt
a t a t a t

=
∑ n

同理也有

d
dt D=

d
dt DT

=

11 21 1

1 2
1

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

n
n

k k
n

a t a t a t
d d da t a t a t
dt dt dt=

∑
" " "

nk

11 1 1

21 2 2
1

1

( )

( ) ( )

( )

k n

n

k n
k

n nk

da a t a
dt
da a t a
dt
da a t a
dt

=

=∑转置

nn
 

  

P102 补 3 ①

1 0 0 0
11 12 1 1 11 12 1
21 22 2 1 21 22 2

1 2 3 1 1 2 2

a x a x a xn a x a x a xna x a x a xn a x a x a n

a x a x a xn u u

x

x a x a xau u u

+ + +
+ + +

+ + +
= = + +

+ + +

+

+ + +

""

"

"

左

( )

11 1 1 1 1 1

11 1 1

1

1 1 1

1 1
1 11 12 12

( 1)1 21 22 2 1
11 1 2

j j

n

n nn

n nj nj nn

x x x a a a a
a a a na a

xa a a a an i
a a a aa a an n nn

− +

+

− +

− − −

= = + − −∑
=

" " "
" "
" " #

" ""

（j+1）

n

 



11 1 1 1 1 1
1 1( 1) ( 1)21 2 1 2 1 21

1 1 1

a a a aj j nn j jD X a a a aj j ni
a a a an nj nj nn

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟+ −= + − −∑ ⎜ ⎟− += ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

" "

" "

" "
 

1 1 1 1

1
n n n n

j i i j

D X Aij D X Aij
= = = =

⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑i
 

补 3 ②在①中令 X=1 

11 12 1

21 22 2

1 1

1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n n
n

ij
i j

n n nn

a a a

a a a
A D

a a a
= =

+ + +

+ + +
= −

+ + +

∑∑

#
#

# # # #
=

 

11 12 12 13 1 1 1 1 11 12 12 13 1 1 1 1

21 22 22 23 2 1 2 2 21 22 22 23 2 1 2 2

1 2 2 3 1 1 2 2 3 1

1
1

1

n n n n n

n n n n n

n n n n nn nn nn n n n n nn nn nn

a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

− −

− −

− −

− − − + − − −
− − − + − − −

−

− − − + − − −

" "
" "

" " " " "
" "

n

n

"

11 12 12 13 1 1 1

21 22 22 23 2 1 2

1 2 2 3 1

1
1

1

n n

n n

n n n n nn nn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

−

−

−

− − −
− − −

− − −

"
"

" " "
"  

  

P103 补 4②：以第一行× (-

β
α )加到后面各行 

1

2

1 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( ) ( )

( ) ( 1)( )( )

n
n

i

n n

b

b

b

b

n b

λ α α α
βλ α β
α
βλ α β
α
βλ α β
α

α βλα β λ
α β

λ α β α βλ α β

−

=

− −

− −

− −

− −

−
= − −

−

= − − − − −

∑

"

 
  

  

P103 补 4、③ 见上面 4④得 



1[ ( ) ] / 2 ( ) ( )
2

n n nD a x a a a x a x a n⎡ ⎤= + + = + + −⎣ ⎦
n（x-a）

 
  

P103 补 4④

y y x y y
y y

Dn z z x y
z z z x y y oo o x y z z z y

∗
= = +
∗ ∗

− + −

" "

# # "
" " "

"
""

1( ) ( ) ( ) (1 1

x z y x o o
o x z y x o

n )x y D x y D y x z in n
o x z o
z z y

− −
− −

−= − + = − + −− −
−

""
"

" " "
"
" "  

  

由

( )

(1) ( ) ( ) ( ) :

( ) ( ) /( )

z i

x z ii x y
n nDn y x z z x y y z

× − − × −

⎡ ⎤

i

∴ = − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

n-1
n-1y与 的对称位置有Dn=(x-z)D +z(x-y)

n n得(y-z)Dn=y(x-z) -z(x-y)

令,y=a,z=-a,便得

  

P103，补 5，f(x)是一个 n+1 级行列式 

3

3

2 3 1

2 3 1
1 1 1

1 0 0 0 0
1 2 0 0 0
1 3 3 0 0

( )

1
1 1

n
n n n n

n n
n n n

1

x
x
x

f x

n c c c x
n c c c x

−

− −
+ + +

=

+

"
"
"

# # # # "# #
"
"  

计算 f（x+1），由于前 n 列完全一样，故以下只标出第 n+1 列 

2

1 1

1 2

* 1 * 1
2 * 2 1* ( 1)

3 2* ( 1) * 3 3 13( 1)

1* 1* ( 1)
21 * ( 1) ( 1)* ( 1)

n
n n

n
n

x x
x xx

x x x x
f x

n nn x C x C xx
nn x n x C x n xx

−

+

+ +

+ ++
+ + + +

+ = =

−+ + + ++
+ 1)+ + + + + + ++

" " "" "

"

"  



0 0 0
2 0 0 2

0 0 33

0 0 ( 1)
0 2 1

1 ( 1) 1( 1) 2 2
1

x
xx
x

x

n x
nx n nxc xnn n nx n x nc xn

∗ ∗
∗

= + + + + +
∗ −

−
+ ++ −

+

# # " #
#

1
1
1

1
1

x

∗ #

 
其 余 首 项 （ 可 算 出 后 面 每 个 行 列 式 的 最 后 一 列 都 与 前 面 某 列 比 例 =0 ）

( ) ( 2 ) 2
1
2

( 1)!32
1
( 1)

( 1) ( ) ( 1)!

f x D

nD n

ncn n xn
nf x f x n x

= +

= =

−∗ +

x+

∴ + − = +

%

第 个行列式

而

  
  

P104 补 6   分别用 U、X、Y、Z 表子该些点的电位 

1 1
2 7

1 1 1
5 4 8

x y

E
i 1

3

v z

( 0)1( ) 1002 1 1
6

( )1( ) 100 2 12 1 1
2 12 3 1007 3

( 0) 3 15 4 1001( ) 1002 1 1 4 10 100
3

( )( ) 1001 1 1
4 5

xxx y

y zxy x ax y
y z

x y zxx y
x z

v xuo z

υ

υ
υ

−⎧ − + + =⎪
⎪
⎪

−⎪ − + + = − − =⎧⎪ ⎪− ×+ − =⎪ ⎪
⎨ ⎨− − + −⎪ ⎪− + + =
⎪ ⎪− − + =⎩⎪
⎪ −− + + =⎪
⎪
⎩

00

=

 

2 0 1 1 0 4 10
0 65 36 65 36

2 12 3 0 0 12 5 20
1 51 93 138 275

0 3 15 14 0 3 15 4
0 138 275 17875 4968

1 0 4 10 0 2 36 89

a

D

− − − −
− = −

− − −
= = = − + − =

− − −
− −

− − − −  

210100, 188400, 183300, 223400. 12907
210100 188400 183300 223400, , ,
12907 12907 12907 12907

dx dy dz do

x y z υ

= = = = =

∴ = = = =
 

  
  

第三章         线性方程组习题参考答案 
  



P154,T1 
1)解:  

1 3 5 4 0 1 1 3 5 4 0 1 1 3 5 4 0 1
1 3 2 2 1 1 0 0 3 2 1 2 0 1 4 3 1 2
1 2 1 1 1 3 0 5 4 3 1 2 0 0 3 2 1 2
1 4 1 1 1 3 0 7 4 5 1 2 0 0 16 12 6 12
1 2 1 1 1 1 0 1 4 3 1 2 0 0 24 16 8 16

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜→ →− − − − − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

− − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

− ⎞
⎟− ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

11 0 0 0 0
21 3 5 4 0 1 1 3 5 0 0 1
10 1 4 3 1 2 0 1 4 3 1 2 0 1 0 0 1
2

0 0 1 2 1 2 0 0 1 2 1 2 0 0 1 0 0 0
0 0 0 4 2 4 0 0 0 4 2 4 10 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → →− − − − ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

∴方程组的解是  

1

2

3

4

5

1
2

11
2

0
11
2

x k

x k

x

x k

x k

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

=−

=− −

=

= −

=
     k为任意数 

2）解： 

1 2 0 3 2 1 1 1 3 1 3 2 1 1 3 1 3 2
1 1 3 1 3 2 0 3 3 4 5 1 0 1 10 7 8 3
2 3 4 5 2 7 0 1 10 7 8 3 0 0 22 25 29 8
9 9 6 16 2 25 0 0 33 25 29 7 0 0 33 25 29 7

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜→ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

− ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

−

⎠

 

1 1 3 1 3 2
0 1 10 7 8 3
0 0 33 25 29 8
0 0 0 0 0 1

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝   出现了（0,0,0,0,0,-1），无解 

3）解：
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−
−−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

−−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−
−−

428400
120200
31110
22101

31370
35350
31110
44321

31370
1103
31110
44321



⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

→

01000
60100
30010
80001

08000
60100
31010
82001

  有唯一解: x1=-8, x2=3, x3=6, x4=0 

4）解：
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−
−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
−

2019170
2019170
2019170
9871

2972241
2019170
2332
9871

03127
01613114
02332
07543

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−

→

0000
0000

17
20

17
1910

17
13

17
371

0000
0000

17
20

17
1910

9871

   

得解：
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

−=

−=

lx
kx

lkx

lkx

4

3

2

1

17
20

17
19

17
13

17
3

5）解： 

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 0 3 1 1 1 0 3
3 2 2 3 2 1 3 3 4 1 0 3 3 1 7 0 3 3 1 7
5 1 1 2 1 1 1 1 0 3 0 1 2 4 4 0 2 2 4 4
2 1 1 3 4 0 2 2 4 3 0 2 2 4 3 0 0 0 0 1

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

出现了（0,0,0,0,-1），无解 

6）解： 

5 11 0 0
6 61 2 3 1 1 1 2 3 1 1 1 0 1 0 0

7 13 2 1 1 1 0 4 8 3 2 0 1 5 3 1 0 1 0
6 6

2 3 1 1 1 0 1 5 2 1 0 0 12 10 2 5 10 0 12 2 2 1 1 0 2 4 4 1 0 0 0 0 0 6 6
5 5 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎛ ⎞−⎜ ⎟
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → →− − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜⎜

⎝ ⎠
⎟⎟



一般解为   

4

4

1 1

22

33

4
4

(1 5 )
6

(1 7 )
6

(1 5 )
6

1 5
6 6
1 7
6 6
1 5
6 6

x

x

x

x k x

xx k

xx k
xx k

⎧ ⎧ ++⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ −⎪−⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪ +

+⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎩⎪⎩

= =

==

==

= "

或

任意

  
P154，T2 

1）解：设β=x1α1+ x2α2+ x3α3+ x4α4，则 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

=

⇒

=+−−
=−+−
=−−+
=+++

4
1

4
1
4

1
4

5

1
1
2
1

4

3

2

1

4321

4321

4321

4321

x

x

x

x

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

         

4321 4
1

4
1

4
1

4
5 ααααα −−+=∴

 
2）解：设β=x1α1+ x2α2+ x3α3+ x4α4，则 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
−=

=
=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=+++
=++

0
1

0
1

0
030
0
02

4

3

2

1

421

42

4321

321

x
x
x
x

xxx
xx
xxxx

xxx

            即β=α1-α3 

  

P155.T3   

证明：设k1, k2, " ,k r,  l不全为 0，使 1 1 2 2 0r rk k k lα α α β+ + +" =

1, " ,k r也不全为 0，而 011 =+ rrkk αα " 矛盾. 若 , 则k0=A

0≠∴A ，即
r

s

l
k

l
k

l
k αααβ )()()( 2

2
1

1 −+−+−= "
线性表出 

  

P155.T4 

证明：设x1+α1+x2α2+"+xnαn=0，则 



11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

""""""""""
"

 

因为系数行列式
( ) 0ij ija a′ = ≠

，故上面方程组只有零解，于是α1,α2,"αn线性无关。 

  

P155.T5   

证明：添加tr+1," ,tn, 使t1, t2," ,tr , tr+1," ,tn两两不同 

得向量组 

2 1
1 1 1 1

2 1

2 1
1 1 1

2 1

(1, , , )

(1, , , )

(1, , , )

(1, , , )

n

n
r r r r

n
r r r r

n
n n n n

t t t

t t t

t t t

t t t

α

α

α

α

−

−

−
+ + +

−

=

=

=

=

"
"
"

"""""""""
"

1+

 
由于α1,α2," ,αn的分量作成一个Vandermonder行列式（公比两两不同）且不等于 0，由 上一

题，α1,α2," ,αr," ,αn线性无关，于是它的任一部分线性无关 

  

P155.T6 

证：设β1=α2+α3，β2=α3+α1，β3=α1+α2， 

若x1β1+s2β2+x3β3=0，则即 

(x2+x3)α1+(x3+x1)α2+(x1+x2)α3=0 

即α1, α2, α3线性无关 

2 3

1 3

1 2

0
0
0

x x
x x
x x

+ =⎧
⎪∴ + =⎨
⎪ + =⎩  

∴x1, x2, x3全为 0，即β1, β2, β3线性无关。 

而若α1,α2,α3,α4线性无关，则α1+α2, α2+α3, α3+α4, α4+α1,线性相关。 

  

P155.T7  

证明：设α1,α2," ,α s（I）的一个极大无关组αi1, αi2," ,α ir(I)′及任一线性无关向量组αj1, αj2," , 

α jr(I)″ 



任取（I）中的一个向量β有αj1," ,αjr, β← (I) (I)′而(I)′中只有r个向量，由定理 2，

α

R

j1, αjr，β线性相关，而本来(II)″线性无关，故（临界定理） ( )Iβ ′′← ，所以 ( ) ( )I I ′′← 所

以 ( )I ′′是极大无关组。 

  

P155.T8  

证明： 

设α1,α2," ,α s（I），αi1,αi2," ,αir (I)′，及(I)的一个极大无关组αi1,αi2," ,αir (I)″，已知

( ) ( )I I ′← ，故有 

( ) ( ) ( )I I I′ ′′R R  

所以取 ( )I ′ 的极大无关组 αk1,αk2,…,αkt(I)″，则 t ≤ r且 ( ) ( ) ( )I I I′′ ′R R ′′ ，那么

( ) ( )I I′′′ ′′→ 由于 ( )I ′′有r个向量且线性无关，所以（由定理 2 推论 1）r ≤t，即r=t，故

( ) ( )I I′′′ ′= ， ( )I ′线性无关。 

( )I ′是 ( )I 的一个极大无关组。 

  

P155.T9 

证明：设(I)的一个线性无关组(I)′ 

1° 逐个检查(I)中的向量 iα

2°  a、若 ( )i Iα ′← ，则去掉 iα ，检查下一个α 

b、若存在
( )Iiα ′←

，则添加 iα 到(I)′中将(I)′扩充为(I)″，回到检查第 1 个向量，

重复 1°、2° 

若干步后（∵有限步后，任意n+1 个n维向量也相关，必含停止），得到 ( )I ′ , ( )I ′′ ,… ( )I (k-1), 

( )I (k)

而 ( )I (k)不得再扩大，于是 ( )I (k)是一个极大无关组，是
( )( ) ( ) kI I′ ⊆ 。 

  

P155.T10 

1）解：∵α1与α2的分量不成比例，故α1与α2线性无关 

2）解：考虑α1, α2, α3  ∵3α1+α2 =α3  去掉α3

考虑α1, α2,α4,取它们的后三个分量

1 2 4
3 1 2 28 0
1 2 0

−
= ≠

，∴增加一个分量后仍然线性无关。



即α1, α2,α4线性无关 

再考虑α1, α2,α4,α5,因为分量行列式 

1 1 2 4
0 3 1 2

0
1 1 2 0
2 1 5 6

−

=
−

  即α5=α1+α2+α4   所以它的极大线性无关组是α1, α2,α4

  

P155.T11 

1）解： 

1 6 4 1 1 2 1 1 0 2 3 4 2 1 0 2 3 4 2
1 0 2 3 4 2 0 4 11 19 26 1 0 1 14 22 31 42
1 4 9 16 22 3 0 4 11 19 26 3 0 0 45 * * 13
7 1 0 1 3 4 0 1 14 22 31 4 0 0 0 0 0 3

4

α

α

α

α

⎛ ⎞
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ = → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟

⎝ ⎠

− ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∴秩(α1, α2, α3, α4, α5)=3，且α2, α3, α4为一个极大无关组。 

  ∴秩(A)=5 

2）解：略 

  

P156.T12 

证： 设 ( )I ′为 ( )II ′′分别为 ( )I 、 ( )II 的极大无关组，则有 

( ) ( ) ( ) ( )I I II II′ ′←R R  

设 ( )I ′含r个向量， ( )II ′含七个向量，因为 ( )I ′线性无关，且 ( ) ( )I II′ ′← ，所以r≤t，即秩

(I)≤秩(II) 

  

  

P156.T13  

证明：设αi1,αi2," ,αir为α1,α2," ,α n的极大线性无关组则得下面表示序列 

1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,i i ir n nα α α α α α ε ε→" R " " ε  

因为单位向量组 1 2, , , nε ε ε"
线性无关，由（定理 2 推论），得n ≤ r故αi1,αi2,…,α ir为

α1,α2," ,α n本身，即证得α1,α2," nα , 线性无关。 

  

P156.T14 

证明：略 

P156.T15 



证明：“⇐ ”若系数行列式|aij|≠0，则由Cramer法则，对任何常数b1,b2,…,bn有唯一解。 

“ ” 则原方程组为⇒

11 1

12 2

1

n

n

n

A

a a

a a

a a

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"

" " "

" nn 1 1 2 2 n nx x x bβ β β+ + + ="

其中β2, β3,…,βn为A的列向量组， ∵对任何 都有解。 

1
2

n

b
bb

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
#

依次定 1 2, , , nb ε ε ε= "
，则得 

1 21 2, , , , , , nnβ β β ε ε ε→" "  
从而β2, β3,…,βn线性无关，列秩 (A)=n，即秩(A)=n，由定理 5，|A|≠0 

  

P156.T16  

证明： 设α1, α2," ,α r (I)及α1,"αr, αr+1," ,αs(II)，且秩(I)=秩(II)=t，设αi1, αi2," , αit(III)为(I)

的极大无在组αi1, αi2," ,αit(IV)为(II)的极大无关组，那么， ( ) ( ) ( )I ( )II I IVII←R R

任取(II)中一个向量β，组成αi1, αi2," ,αit，β—(V)，则 ( ) ( ) ( )V II IV← ← ，因为（IV）只

有七个向量，所以（V）线性相关，而（III）线性无关。 

所以 ( )IIIβ ← 即 ( ) ( )II II← I     ∴ ( ) ( )II IIR I

∴ ( ) ( ) ( )I III IIR R     （I）与（II）等价 
  
P156.T17 

证明：  ∵β1=α2+…+αr，β2=α1+α3+…+αr," , βr=α1+…+αr-1 

1 2 1 2, , , , , ,r rβ β β α α α∴ →" "  

令 1 2 1 2( 1)(r rr r )β β β α α= + + + = − + + +" " α

1
1i r

r iα β∴ = −
−    即αi可以β1, β2,…,βr线性表示 

1 2 1 2, , , , , ,r rβ β β α α α∴ " R "  秩必相同 

  
P156.T18  



 ①   ∴秩(A)=4 

1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 3 0 0 4 0 2
0 0 4 0 2 0 0 0 0 3

A

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

②  ∴ 秩

(A)=3 

1 1 2 1 0 1 1 2 1 0 1 1 2 1 0
0 0 0 4 0 0 3 0 0 1 0 3 0 0 1
0 3 0 4 1 0 0 0 4 0 0 0 0 4 0
0 3 0 0 1 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0

A

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

③

6 104 21 9 17
7 6 3 4 0 2 0
0 0 0 0 0 3 0 ( ) 2
0 0 0 0 0

B
A B

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ∴⎜ ⎟→ =
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

显然 中有 阶子式不等于 秩(B)=2

且所有 阶子式等于 秩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠④ ∴秩(A)=3 

1 0 0 1 4 1 0 0 1 4 1 0 0 1 4
0 1 0 2 5 0 1 0 2 5 0 1 0 2 5
0 0 1 3 6 0 0 1 3 6 0 0 1 3 6
0 2 3 13 28 0 0 3 9 18 0 0 0 0 0
0 5 6 28 61 0 0 6 18 36 0 0 0 0 0

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜→ → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⑤

  ∴秩(A)=5 

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0
0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → → →− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P157.T19 

①∵
1
1
λ

1

1
λ
λ
1
1

= ； ( )( 212 −+ λλ )

∴当λ≠1 时，有唯一解。

( ) ( )
2

1,
2

1,
2
1 2

321 +
+

=
+

=
+
+−

=
λ
λ

λλ
λ xxx

。 

∴当λ =-2 时，三个方程解相加，得 0=3（无解）。 

∴当λ =1 时，变为一个方程x1+x2+x3=1 即x1=1-x2-x3. x2  x3任取。 



②∵系数解列式
( )13

3

+

+

λ
λ
λ

λ
λ 1
1
− ( )1

3
1
2

223 −=−=
+

λλλλ
a

。 

而λ≠0 且λ≠1 时，有唯一解：（用Craner法则） 

( ) ( ) ( )1
91234,

1
912,

1
9153

2

22

32

3

22

23

1 −
−++−

=
−
−+

=
−

+−+
=

λλ
λλλ

λλ
λλ

λ
λλ λ

xx
a

x
。 

而当λ =0 时为 ①式+②式-③式得 0=-3，矛盾。 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−

=++

333
0

023

31

32

321

xx
xx

xxx

当λ =1 时为 ①式+②式两倍-③式得 0=2，矛盾。 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

346
2

124

321

31

321

xxx
xx

xxx
"

③系数行列式
1
1
a

b
b
2

1
( )ab −= 1

1
1
1

。 

当λ≠0 且a≠1 时，有唯一解。 ( )ab
abbx

b
x

ab
bx

−
−−

==
−
−

=
1

124,1,
)1(

21
321

。 

若 b=0,则②式-③式得 0=-1。矛盾。 

若b≠0 而a=1。化为    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

42
3

4

321

321

321

xbxx
xbxx

xxx

①-③得（1-2b）x2=0  

①-②得（1-b）x2=1 

∴

( ) �bb�Bbx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠==−≠ 则矛盾无解即义与

2
1.

2
102102

此时化为

�x
x

xx
x

xxx

xxx

xxx

xxx

任意值即即 3
2

31

2

321

321

321

321

2
2

2
4

4

3
2
1

4

⎩
⎨
⎧

=
−=

⎩
⎨
⎧

=
=++

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=++

=++

P157.T20、 

1)     

1
3
0
5

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
2
1
4

1
1
2
3

1
1
2
3

1 1
3 0

6 0
1 0

⎞ ⎛
⎟ ⎜− ⎟ ⎜→
⎟ ⎜
⎟ ⎜

− ⎝

1
1

1
1

−

 −   

1
2

2
2

−

−  

1 1
6 0
6 0
6 0

⎞ ⎛
⎟ ⎜− ⎟ ⎜→
⎟ ⎜−
⎟ ⎜

− ⎠ ⎝   

0
1
0
0

1
2
0
0

−

 

1
2
0
0

−

 

5
6
0
0

− ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠⎠

即 3 4 5, ,x x x
为自由未知量. 



令
( )3 4 5, ,x x x

=   得：

(1,0,0)
(0,1,0)
(0,0,1)

1

2

3

(1, 2,1,0,0)
(1, 2,0,1,0)
(1, 2,0,0,1)

η
η
η

= −
= −
= −

  
2） 

1 1 0 3 1 1 1 0 3 1 1 1 0 3 1
1 1 2 1 0 0 2 2 2 1 0 2 2 2 1
4 2 6 3 4 0 6 6 15 0 0 0 0 9 3
2 4 2 4 7 0 2 2 10 5 0 0 0 12 4

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜→ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

− − ⎞
⎟
⎟
⎟−
⎟

− ⎠  
  

71 1 0 1 01 0 1 2
62

1 50 1 1 1 0 1 1 0
2 6
1 10 0 0 1 0 0 0 1
3 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ −− − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟→ →
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

即 1 2 5, ,x x x 为基本， 3 4,x x 为自由未知量。 

令 ，得

3 4

3 4

( , ) (1,0)
( , ) (0,1)
x x
x x

=
=

1

2

( 1,1,1,0,0)
7 5 1( , ,0 ,1)
6 6 3

η

η

= −

=
。 

即基础解系为 111 0 2− −（ ，，，， ）和 7 5 0 2 6（ ，，，，）

4）    

1
2
3
2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

2
1

2
5

−

−
−

1
1
1

1

−
−

1
2
1

2

−

−  

1 1
3 0
2 0

2 0

⎞ ⎛
⎟ ⎜− ⎟ ⎜→
⎟ ⎜−
⎟ ⎜
⎠ ⎝  

2
5
4

1

−

−  

1
3
4
1

−
−
−  

1
4
4
0

−

 

1 1
5 0
5 0

0 0

⎞ ⎛
⎟ ⎜− ⎟ ⎜→
⎟ ⎜−
⎟ ⎜
⎠ ⎝   

0
1
0
0

3
1

8
8
−
−  

1
0
4
4

−

 

1
0

5
5

⎞
⎟
⎟
⎟−
⎟

− ⎠

→   

1
0
0
0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

0
0
1
0

1
2

1
2
1

2
0

+

−

 

7
8

5
8

5
8

0

⎞−
⎟
⎟− ⎟
⎟
⎟
⎟
⎠即

1 4

2 4

3 4

1 7
2 8
1 7
2 8
1 7
2 8

5

5

5

x x x

x x x

x x x

⎧ = − +⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪
⎪ = − +⎪⎩

令

( ) ( )( )
1

4 5

2

1 1 1, , ,1,0
2 2 2

, 1.0 0.1
7 5 5, , ,0,1
8 8 8

y
x x

y

⎧ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞⎪ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

得基础解系

  



P157.T22       

1
3
0
5

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
2
1
4

1
1
2
3

1
3

6
1

−

−

1

3
a

b

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠→ 

1
0
0
0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝      

1
1

1
1

−

−

1
2

2
2

−

−

1
2

2
2

−

−

1
6

6
6

−

−

1 1
3 0

3 0
5 0

a

b

⎞ ⎛
⎟ ⎜− ⎟ ⎜→
⎟ ⎜
⎟ ⎜

− ⎠ ⎝   

0
1
0
0

1
2
0
0

−

 

1
2
0
0

−

 

5
6
0
0

−

 

2
3

2
a
b

− ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟

− ⎠  

由于有解 秩（系）=秩（增）故有解⇔ ⇔ a=0,b=2. 

此时，x1,x2为基础未知量。特解为r0=(-2,3,0,0,0) 

x3,x4,xr为自由未知量，依次取 

（x3,x4.xr）=(1,0,0)            η1=(1,-2,1,0,0) 

（x3,x4.xr）=(0,1,0)        得  η2=(1,-2,0,1,0) 

（x3,x4.xr）=(0,0,1)            η3=(5,-6,0,0,1) 

通解为 r0+k1η1+k2η2+k3η3 (k1,k2,k3为任意常数。) 

  

P158.T23 

增广矩阵  

1

1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜−⎝

1
1

0

− 0
1

0

−

   

0
0

1
1
0

−

0
0
0

1
1
−

1

2

3

4

5

a
a
a
a
a

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠→

1

2

3

4

1 2 3 4 5

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

1 1 0
1 1

0 0 0 0 0

a
a
a
a

a a a a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

  

因为系数矩阵秩为 4。增广矩阵秩为 5

5

1

0
i

ai
=

⇔ ≠∑

                         秩为 4

5

1

0i
i

a
=

⇔ =∑

故由有解判别定理，方程组有解⇔秩(系)=秩(增) 

5

1

0i
i

a
=

⇔ =∑

  



有解时，即 。矩阵化为最简阶梯→   

5

1

0
i

ai
=

=∑

1
0
0
0
0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
0
0
0

0
0
1
0
0

1
1
1
1

0

−
−
−
−

 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

0

a a a a
a a a
a a
a

+ + + ⎞
⎟+ + ⎟
⎟+
⎟
⎟
⎟
⎠

特解r0=(a1+a2+a3+a4, a2+a3+a4, a3+a4,0)。 

导出组基础系（只有一个自由求知数x5=1）为η=（1，1，1，1，1）。 

所以方程组的通解为r0+kη。k为任意的数。 
P158.T24 

 设 1 2 sη η η"， ， 是某齐次方程组的基础解系，而 1 2 tξ ξ ξ"， 是方程组的线形无关解组。则

1 2 sη η η"， ， ⇔ 1 2 tξ ξ ξ"， 。由于等价且都线形无关，必有s = t. 由传递性，方程的任一解

可由 1 2 sη η η"， ， 线形表示，也可由 1 2 tξ ξ ξ"， 线形表示。 1 2 tξ ξ ξ"， 也是基础解系。 
  

P158.T25  

由于秩（系）=r.故基础解系会n-r个向量η1，η2…ηn-r（r <n ） 

而它们任意n-r解ζ1，ζ2…ζn-r.如果线性无关。则由（补 6，P157）的证明方法：（见

3.41.6.*）。秩（η1，η2……ηn-r）=秩（ζ1，ζ2……ζn-r）=n-r。且ζ1，ζ2……ζn-r←η

1，η2……ηn-r。故，ζ1，ζ2…ζn-r
⇔η1η2……ηn-r（再由上题（24 题）知向量ζ1，ζ2……

ζn-r也为方程组的基础解系。 
  
  
P158.T26 

 证明：设 1 2v v v vnk k kη = " "（ ， ， ）（v=1，2， t）为方程组 的解，

即 必 有  ， 那 么

1

1 2
n

ij j j
j

a x b j s
=

= =∑ "（ ，， ）

1

n

ij vj j
j

a k b
=

=∑
1
1

v t
i
=⎛ ⎞

⎜ ⎟=⎝

"
"s ⎠ 1

n

v v
v

uη η
=

=∑
代 入 方 程 组 得      

( 由 已 知 条 件 )                  1 1 1 1 1 1

n t t n t t

ij v vj ij vj i v i v i
j v v j v v

a u k a k u b u b u
= = = = = =

= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑v（ ） b=
1

1
t

v
v

u
=

=∑

∴ 1

n

v v
v

uη η
=

=∑
是方程的解。  

此题反过来也成立，即 

    若 1

t

v v
v

u η
=
∑

为非齐次方程的解，且 vη 也是解，则必有 1

1
t

v
v

u
=

=∑
。 

P158.T27 

  



R（f g）=⋅ ( )( ) ( )( )

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

, ,
, ,

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( . )

n n

n n r m

n n mm m mn mn

m n n

m m m

m m

a a a b b b
a a a a a b b b
a a a a b b

R g f
b b a a a a
b b b b a a
b b b b

n f x m g x

= − = − = − = −

= ∂ = ∂

" "
" " "
" " "

"
" " "
" " "
" "

其中

158.T28 

① 

( )

0
1
0
5

.. =gfR

 1
1

5
6

−−

−

x

x

 ]= 1
42

6
165

2

2

−−
−−

−
−

x
xx

x
x

0
1
0
0

42
0

165
0

2

2

=

−−

−

xx

x

 1
1

0
5

−−

+−

x

x

 
42

455
0

2

2

−−

++−

xx

xx

=(-1)
3+1 1

0
0

1
5

996 2

−−
+−

++−

x
x

xx

 42
455

)42(

2

2

2

−−

++−

−−

xx
xx

xx

直接展开方程相加 

=32 x 4
-96 x 3

+96 x -64。=32（ x 4
-3 x 3

+ x 2
+3 x -2）=32( x 2

-1)( x 2
-3 x +2) 

=32( x -1)
2
（ x +1）（ x -2） 

有 4 个解是 x
1= x

2=1， x
3=2， x

4=-1。 

用 x =1 代入在方程组得

2

2

5 6 11 0 1
1,

12 3 0
y y x

y
yy y

⎧ − − = =⎧⎪ = −⎨ ⎨ = −− − =⎪ ⎩⎩
有公共解 即

用γ=2 代入在方程组得

2

2

5 12 4 0 2
2,

13 3 0
y y

y
yy y
γ⎧ − + = =⎧⎪ =⎨ ⎨ = −− − =⎪ ⎩⎩

有公共解 即

用 x =-1 代入在方程组得

2

2

5 6 11 0
1,

11 0
y y x

y
yy

⎧ + − = = −⎧⎪ =⎨ ⎨
1

=− =⎪ ⎩⎩
有公共解 即

即得到三组解 ⎩
⎨
⎧

−=
=

1
1

y
x

⎩
⎨
⎧

−=
=

1
2

y
γ

 ⎩
⎨
⎧

=
−=
1

1
y
x

  
 

第四章  矩阵练习题参考答案 
  

P197.T1 



①解:    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

218
016
226

AB
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

434
014
004

321
212
113

101
012
111

BA

∴
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=−

244
002
222

BAAB

②解:

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++
++++++
++++++

=
cbacba
cbaacbaccba
acbaccbacba

AB
3

2222

2222

2

2

2

1
1
1 1 1 1

a c a b c a ac c b ab c c a c
BA b b c b a a bc b b b b c ab

c a a c a b bc a c ac a

⎛ ⎞

b
+ + + + + +⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+ +
+ + + + + +⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2
2

3 2

b ac a b c b ab c b a ac c
AB BA c bc ac b a b c b ab c

a c c bc b ac

⎛ ⎞− + + − − − − + −
⎜ ⎟

∴ − = − − + + − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠  

P198.T 2 

①解:
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

433
3412
5512

210
013
113

210
013
113

210
013
113 2

②解:
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− 84

23
44

21
04
25

44
21

24
23

24
23 35

④解:∵

( ) ( )
( ) ( ) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
+−+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
θϕθϕ
θϕθϕ

θθ
θθ

ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

cossin
sincos

cossin
sincos

  ∴
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

nn
nnn

cossin
sincos

cossin
sincos

5 解: 



 

( )

( )

1
2,3, 1 1 2 3 1 0

1

1 2 3
1 2,3, 1 2 3 1
1 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − = − + =⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1

1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

6 解: 

原式=

( )
11 12 1

2 2
12 22 2 11 12 22 1 1

1 2

, ,1 2 2 2
a x a y b

x y a x a y b a x a xy a y b x b y
b x b y c

+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟ c+ + = + + + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

7 解:  ∴
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−
−−−
−−−

=

1111
1111
1111
1111

A

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

4000
0400
0040
0004

2A

1

2 2
2 2

n
n

n

E n k
A

A n k−

⎧ =
= ⎨

= +⎩

时

时1

,

8 解:

2 2

2

1 0 2 1
0 1 0 2
0 0 0 0

λ λ λ
λ λ λ

λ λ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠     而
1 1 2 2 1 1 2 1

1 1
1 1 1 1

1
1

1 0
0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

k k k k k k
k k k k

k k k
k k

k k

c c c c
c c

λ λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ

λ λ λ

− − +
+ +

− +
+
+

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

k

− ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∴

( )1 2
1 1 2 2

1 1 1

1 11 0 2
0 1 0 0
0 0 0 0 0 0

n n n
n n n n

n n
n n n n

n
n n

n n nc c
c n

λ λ λλ λ λ λ
λ λ λ λ λ

λ λ

− −
− −

− −

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

λ

⎞
⎟

P198.T3 

①
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

101
5211
428

011
213
112 2

2A

( ) 2

6 1 3 5 1 3
8 0 3 8 1 3
2 2 1 2 2 2

f A A A E E
⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜∴ = − − = − = −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

 

②   

2
2 2 1 7 5

3 3 15 12
A

− −⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝



∴

( ) 0
1215

57
35 22 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−=+−= AEAAAf

P199.T4. 

①设

, ,
a b a c b d a a b

X AX XA
c d c d c c d

+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

,⎞⎟
⎠

由 0AX XA c= ⇒ = ，a b b d a d+ = + ⇒ =

∴ 任取。 
0
a b

X
a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ,a b

②∵
( ) ( ) .XA AX X A E A E X= ⇔ − = −

0 0 0
0 0 2
3 1 1

A A E
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,
x x x

X x x x
x x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

设

 

13 13 12 13

23 23 22 23

33 33 32 33

3 2
3 2
3 2

x x x x
X A x x x x

x x x x

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

,

 

31 32 33

11 21 31 12 22 32 13 23 33

0 0 0
2 2 2

3 3 3
AX x x x

x x x x x x x x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + + + +⎝ ⎠  

∴ 12 13 0x x= =

令   0
0

3

2

3

13

22

11

33

32

31

23

22

21

=
=

−−+=
⇒

+=
=
=

⇒
=
=
=

x
x

cacbx

cbx
cx
cx

cx
bx
ax

  ∴
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
=

cbcc
cba

ab
x

3
23
00

③同样设

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,
x x x

X x x x
x x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

25 22 23 11 12

31 32 33 21 22

31 32

0
0

0 0 0 0

x x x x x
AX x x x XA x x

x x

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

，

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∴   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∴======

11

1211

131211

122333221323121

00
0,,0

x
xx
xxx

xxxxxxxxx

P199.T5 

设

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

x x x
x x x

X

x x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" "
" AX XA=∵

左边i行j列的元为 iji xa

右边i行j列的元素 jij ax



,i j∴ ≠  i ij j ija x a x= ( ) 0i j ij ija a x x⇒ − ⇒ = ( )i ja a≠∵  

11

22

nn

x
x

X

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟∴ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

   只是对角矩阵 

P199.T6 

     （

1 1

2 2

n

n

r nr

a E
a E

A

a E

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

1 2 rn n n n+ + + ="
）

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r

r r rr

X X X
X X X

X

X X X

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" "
"

令

且
,ij i jX n n AX XA× =为 型才能 分块相乘 应有

i ni ij i ij

ij j nj j ij

AX i j a E X a X

XA i j X a E a X

⋅ = ⎫⎪
⎬

⋅ = ⎪⎭

左边 第 块行 块列为

右边 第 块行 块列为
 

. i ji j a a≠ ≠∵
 

∴ ∴
.0, =≠ ijxji 时

11

22

rr

X
X

X A

X

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" "
"

为与 同类型的准对角矩阵

P199.T7 

①设
( ) .ij nxn

A a=

11

21

12 31

0 0
0 0
0 0 ,

21 22 2

12

0 0

0 0

na a a

E A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
%

# %0 0
0 0n

a
a

AE a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"
"

# "
"

∴A的第一列
( )11 22 1, 0ka a a k= =其余 1>

  A的第二行
( )22 11 2, 0 2≠Sa a a s= =其余

11

11

*
0 0 0
0

*
0

a
a

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "

#

  



②

1

2
1 2

0
,

0 0
0

i

i
ij i j j j jn

ni

a
a

AE E A a a

a

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

"
#

0 0

行

0 0

a i

∴A的第i列： ,且 ,(k≠i) ii jja a= 0kia =

  A的第j行， jj ia a= i 且 ,(s≠j) 
0jsa =

③由于A与所有n级矩阵可换，故
可换与 nEEEEA 1131211 ,, "

∴A的第一列全为 0，  的第一行只留下aAAEAE ⇒= 1111 11可解非 0 

                     的第二行只留下aAAEAE ⇒= 1212 22=a11其余全为 0 

                     的第三行只留下a
AAEAE ⇒= 1313

33=a11,其余全为 0 

                     的第n行只留下a
AAEAE nn ⇒= 11

nn=a11.其余全为 0 

所以   

aE

a
a

a
a

A =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

11

11

11

11

0

0

( )11aa =

P200.T8 

( ) ( )ACBCABAACABCBA +=+=+=+  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABCABCABCACBCBACABBCA ======  

P200.T9  

 
( ) ( )2 2 21 1 1" " , 2 0

2 4 4
2A A B B E B E B E B E⇒ = + + = + ⇒ − = =

1
若 则 得 

4  

        
( ) ( ) ( )2 2 21 1 1" " , 2 2

4 4 2
B E A B B E E B E B E A⇐ = = + + = + + = + =若 则

 

P200.T10 

反设 为 
列的元素行中第那么那么不防设 ssAaaA tsst

2,0,0,0 ≠≠≠

2 2 2 2
1 2

1 1

0.
n n

sk ks sk sk s s st sn
k k

a a a a a a a a
= =

= = + + + +∑ ∑ " >
 

2 0A∴ ≠ ，矛盾， 0A =即 。 

P200.T11  

  ( ) ( ) ( AABBBAABABABABAB =′=′=′′=′=⇒=′⇒ ,"" ∵ )

         ( ) 为对称矩阵那么如果 ,,"" ABBAABABBAAB ==′′=′=⇐ 。 

  



P200.T12 

设A=B+C， 
( ),B B C C′ ′= = −

∴ CBCBA −=′+′=′    ∴
( ) ( )AACAAB ′−=′+=

2
1,

2
1

恰如 .,, 即为所求CCBB −=′=′

P200.T13 

令

2 1
1 1 1

2 1
1 2 2 2 2
2 2 2 2
1 2 3 3

1 1 1 2 1
1 2

1 1 1 1
1

, 1

1

n

n
n

n

n n n n
n n n n

x x x
x x x x x x

D x x x D x x

x x x x x x

−

−

− − − −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ′= =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

#
# # #

# # # # # # # #

∴
( ) 1 1

2
1

,
n

i j
ij ij k i jnxn

k

DD a A a x s− + −
+ −

=

′ = = = =∑

∴

( ) ( )22

1
ij j i

i j n

A a DD D x x
≤ ≤ ≤

′= = = = −∏

P200.T14 

" " 0iB B⇒ 取 为 的一个非 列
∴

0.0,0 === AAXABi 故有非零解而
. 

""⇐ ∵
0=A
∴ 0AX = 有非零解 0 1 0 2 00, , 2 , n 0x B x B x B nx≠ = = ="令

0,, 21 ≠BBBBB n 所以组成的列由而 "
 

P200.T15 

考虑AE.∵E的每一列 去乘A的各行为 0,∴AE=0 iE

又 AE=A∴A=0 

P200.T16. 

①考虑齐线方程组,
0( nxrC x C r′ ′= ∵ )只含 个未知量,

而秩 只有零解 
( ) ( ) 0C C r C X′ ′= = = ∴秩 未知量个数 =

∵ 00 ′=′′⇒= BCBC =0 ∴
( )0 0B C X′ ′ =的各列 都是适合 都为

∴ 0,0 ==′ BB

②若
( ) 0 0BC C B E C B E B E= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =

P200.T17 

 设 1 2, ,sA α α α"的行向量为
（I）,B的行向量为 sβββ "21,

（Ⅱ），而

,, 21 sBAC γγγ "的行向量为+=
（Ⅲ）。那么 



1 1 1,r α β= + 2 2 2 ,r α β= + " m mr mα β= +
。 

∴设 1,i irα α" ( )′Ι 为（Ⅰ）的极大无关组，那么秩（A）=秩（Ⅰ）=r 

  设 1,j jpβ β"
（Ⅱ´）为（Ⅱ）的极大无关组，那么秩（A）=秩（Ⅱ）= p

∴(Ⅲ)←(Ⅰ)U(Ⅱ) ←(Ⅰ) ´U(Ⅱ) ´=
{ }1 1, , ,i ir i jpα α β β" " "

(Ⅳ) 

∴秩（A+B）=秩（C）=秩（Ⅲ）≤秩（Ⅳ）≤r+p=秩（A）+秩（B）。 

P200.T18 

设秩（A）=r,那么，线性方程组AX=0 的基础解系可设为 rn−ηηη "21 ,
。 

设B的各列为B1,B2……Bm.∵AB=0.说明B的每列Bj乘以A的每行都为 0，即时Bj 是AX=0 的解。∴

1 2,j n rB η η η −← "

1 2 1 2, , ,n nB B B rη η η −∴ ←" "
 

∴秩（B）=秩 ( ) ( )1 2 1 2, ,n n rB B B n rη η η −≤ =" "秩 −

( ) ( )A B r n r n∴ + ≤ + −秩 秩 =

K k

 
P200.T19 

若A
k
=0 

( )( )2 1 2 1 2 1k kE A E A A A E A A A A A A A− − −∴ − + + + + = + + + + − − − − −" " "

0kE A E E= − = − =  

∴ ( ) 121 −− ++++=− kAAAEAE "
  

P201.T20 

①

* , 1
d b

A A
c a

−⎛ ⎞
= =⎜ ⎟−⎝ ⎠ ∴

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

ac
bd

A 1

②

1 2

3

1 1 1
2 1 0

0
1 1 0

,
A A

A
A

−⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟−⎝ ⎠    

1 21

3 4

X X
A X

X X
− ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
令

∴

1 1 2 3 1 2 2 4

3 1 3 2

A X A X A X A X
AX

A X A X
+ +⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
3 1 3 1

1
3 2 2 2 3

1 1 2 3 1 2 3 1 3

0
0

0

1 11
1 23

1

A X A X

A X E X A

A X A X E A X E X

−

−

⎛ ⎞
= ⇒ ∴ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
− −⎛ ⎞

= ⇒ = = − ⎜ ⎟−⎝ ⎠
+ = ⇒ = ⇒ =

∵ 存在

−
 



而
1

1 2 2 4 4 2 1 20A X A X X A A X−+ = ⇒ = −

( )( )4

1 12 2 1
3

1 1,1 ,
1 23 3

X
− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠   ∴

1

1 10
3 3
1 20
3 3
2 11
3 3

A−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

③
461

351
341

1203602
121
011
322

332313

322212

312111

−=−==
==−=
==−=

−=−−−++−=
−

−=
AAA
AAA
AAA

A 即

∴    ∴

*

1 4 3
1 5 3

1 6 4
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−

== −−

461
351
341

11 AAA

④ A=

1 2 3 4
2 3 1 2
3 1 1 1
1 0 2 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

1 2

2 4

1 2 3 4
2 3 1 2

1 1 1 1
1 0 2 6

A A

A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠   A1

-1
=

3 2
2 1
−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

3

1 2 1 2
1 1

1 3 4 4 3 1 20
E O A A A A

A A E A A A A A A

1
3 1

1
4 3 1 2

1 1
3 2

3 1
5 2

A A

A A A A B

−

−

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ 4− = =⎜ ⎟

⎝ ⎠  

∴

1

1 1
1 2 1 2

1
3 4 3 14

1 2 3 4 1 0 0 0
2 3 1 2 0 1 0 0
0 0 3 1 1 1 1 0
0 0 5 2 3 2 0 1

A A E oA A
A A A A Eo B

−

− −

−

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟ ⎜

−⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠A

-1
=

3 2 26 17 1 0 0 0 22 6 26 17
2 1 20 13 0 1 0 0 17 5 20 13
0 0 2 1 1 1 1 0 1 0 2 1
0 0 5 3 3 2 0 1 4 1 5 3

− − − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜=
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− − − −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜

− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

5 法 1： EA 42 = ∴
AA

4
11 =−



法 2：
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−
−−−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

10010220
01012020
00112200
000011111

10001111
01001111
00101111
00011111

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−
−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

−−
→

00112200
11002200
10010220

10012002

00112200
01012020
10010220

00022222

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−

−
→

11114000
22004400

02024040
20024004

11114000
11002200

01012020
10012002

 

( )

4 0 0 0 1 1 1 1
0 4 0 0 1 1 1 1 1|
0 0 4 0 1 1 1 1 4
0 0 0 4 1 1 1 1

E

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ⎛ ⎞⎜ ⎟→ ⇒ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠  

∴
( ) AA

4
1

4
11 ==−

⑥A=

3 3 4 3 1 0 7 5 1 0 0 1
0 6 1 1 0 6 1 1 0 1 0 0

( , )
5 4 2 1 0 4 37 26 5 0 1 5
2 3 3 2 0 3 17 12 2 0 0 3

A A E

− − − − −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜= →
⎜ ⎟ ⎜ −
⎜ ⎟ ⎜

−⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

1 0 7 5 1 0 0 1
0 1 20 14 3 0 1 2
0 0 33 23 4 1 0 6
0 0 43 30 7 0 3 3

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→ →
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟

− − − −⎝ ⎠ ……→

1 0 0 0 7 5 12 14
0 1 0 0 3 2 5 8
0 0 1 0 41 30 69 111
0 0 0 1 59 43 99 159

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

A
+
=

1 5 12 19
3 2 5 8
41 30 69 111
59 43 99 159

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
− −⎝ ⎠



7

1 3 5 7
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1
1

1 3 1 3 5 7 1 2
0 1 0 1 2 3 0 1

1 2
0

0 1

A

−

−
−

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= ⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

=

1000
2100

7210
381131

 

8 

2 1 0 0
3 2 0 0
5 7 1 8
1 3 1 6

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
− − − −⎝ ⎠  ⇒

1

1
1 1

2 1
0

3 2

1 8 5 7 2 1 1 8
1 6 1 3 3 2 1 6

A

−

−
− −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠= ⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1−

2 1 0 02 1
0 3 2 0 03 2

5 7 3 45 7 6 81
1 12 2 1 12 2 2
2 2

−⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟= = ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
⑨ 

0 0 1 1 1 0 0 0 1 2 2 1 0 0 0 1
0 3 1 4 0 1 0 0 0 3 1 4 0 1 0 0
2 7 6 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 2 2 1 0 0 0 1 0 3 2 1 0 0 1 2

1 2 2 1 0 0 0 1 1 2 0 1 2 0 0 1
0 3 1 4 0 1 0 0 0 3 0 5 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 1 3 0 1 1 2 0 0 0 2 1 1 1 2

1 2 0

− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜→
⎜ ⎟ ⎜− −
⎜ ⎟ ⎜

− −⎝ ⎠ ⎝
− −⎛ ⎞ ⎛

⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟ ⎜→ →
⎜ ⎟ ⎜− −
⎜ ⎟ ⎜

− − − − − −⎝ ⎠ ⎝

→

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

5 1 10 02 2 2
7 3 50 3 0 0 52 2 2
3 1 10 0 1 0 12 2 2
1 1 10 0 0 1 12 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  



7 101 11 0 0 0 6 2 6 3
7 5 5

3
10 1 0 0 6 2 6

3 310 0 1 0 12 2 2
1 1 10 0 0 1 12 2 2

−−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠     

∴A-1=

1 3 7 20
7 3 5 101

9 3 3 66
3 3 3 6

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
⑩ 求A

-1      
  A= 

方法 1:令B=

1
2

1 0

0 n

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

  

∵B
-1
=(E-C)

-1
=E+C+C

2
+ C

3
+ C

4 

A
-1
=(2B)

-1
=

1
2 B

-1
=

1
2 C+

1
2 C

2
+

1
2 C

3
+

1
2 C

4
=

1 1 1 1 1
2 4 8 16 32

1 1 1 1
2 4 8 16

1 1 1
2 4 8

1 1
2 4

1
2

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

方法 2:A=

2 1 0 0 0
0 2 1 0 0

2 1 0
0 2 1
0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

B D
O C
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠



A
0
=

1 1 1

1

B B OC
O C

− − −

−

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

11 1
2 4

10
2

1 1 8
2 4

1 10
2 4

B D C−⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ − ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

1 1 1 1 1
2 4 8 16 32

1 1 1 10
2 4 8 16

1 1 10 0
2 4 8

1 10 0 0
2 4

10 0 0 0
2

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P201.T21 

设
,kxkA

1 2

3 4

0
0rr

Y YA
C X Y

Y YC
⎛ ⎞⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

则 令 才能乘

,XY YX与  

3 4

1 2

AY AY
XY

CY CY
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

而

  

2 1

4 3

Y C Y A
YX

Y C Y A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 11

4 4 4

0, 0 0
,

0, 0 0
CY Y A Y

Y X XY YX E
AY Y C Y

− = = ⇒ =
= = = ⇒

= = ⇒ =
若 则

 

∴ ∴

1
3 3 3

1
2 2 2

k

r

AY Y A E Y A
CY Y C E Y C

−

−

= = =
= = =

1
1

1

0
0

C
X

A

−
−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

P201.T22 

将

0
0n

A
X

a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

1n

a
a

A

a −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝

%

⎠  由 21 题，（见上面） 



1

1
11

1 1
21

1
1

0 0 0
0 0

0
0 0

0

0 0

n

n

n

a
a

a
X a

A

a

−

−
− −

−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"
0

− ⎞
⎟
⎠

 
  

P202.T23. 

①∵
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

21
53

31
52 1

∴

12 5 4 6 3 5 4 6 2 23
1 3 2 1 1 2 2 1 0 8

X
− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
②解 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

021120
011220
111111

112011
011220
111111

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

→

01
3
2100

0
2
1

3
1010

1
2
1

6
11001

032300

0
2
1

2
1110

1
2
3

2
1201

 

∴
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−== −

0132
02161
121611

1BAx

  

③∵AX=B，则X=A
-1
B，故

( )

1 1 1 1 1 2 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 2 1 0 0

, 0 0 1 1 1 0 1 2 0 0

0 0 0 1 0 0 1 2

A B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "
" "
" "

" "
" "

所以

1

1 1 1 0
1 1 1

1
1 1

0 1

X A B−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= =

2

−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
% % %

%



4 , 

1 1 1
0 2 2
1 1 0

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

11 21 31

12 22 32

13 23 33

2 1
6. 2 1 2

2 2

A A A
A A A A

A A A

4

2

= = =
= = = =

= − = =
−

∴

1 1 1 2 1 4 2 2 8
1 11 1 0 . 2 1 2 4 2 2
6 6

2 1 1 2 2 2 4 5 8
X

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

  

P202.T24 

①∵ EAAAA == −− 11
∴ ( ) ( ) EAAAA =′

′
=

′′ −− 11
∴ ( ) ( )′=′ −− 11 AA

若 ( ) ( ) 对称即则 1111 ,, −−−− =′=
′

=′ AAAAAA

若 ( ) ( ) ( ) ( ) 反对称即则 11111, −−−−− −=−=′=
′

−=′ AAAAAAA

②若
AkkAAA n=−=′ 由那么,,

∴
( )1 nA A A A A′= = = − = −

∴
0=A

于是 A 不可逆。 

  

P202.T25 

①若A,B上三角形，则
( )ijA a= ， ( ) , , 0,ij ij ijB b i j a b 0= > =当 时 =

0=
∴ 时，i j>当

1 1

1 1 1

0 0
n i n i n

ij ik kj ik kj ik kj kj ik
k k k i k k i

c a b a b a b b a
− −

= = = = =

= = + = ⋅ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∴C=AB 为上三角 

( ) ( ), , ,ij ijA B A a B b= =若 为下三角形 则 , 0,ij iji j a b
,

0.< = =当 时 ( ). ij n n
C AB C c

×
= =

∴ 1 1 1 1 1

, 0
n i n i n

ij ik kj ik kj ik kj ik kj
k k k i k k i

i j c a b a b a b a b
= = = + = = +

< = = + = + = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑当 时 0 0 0 0=

∴C=AB 为下三角 

②
( ) ( )jiAAAi ij <,, 中考虑为上三角若

∴



( ) ( )

11 1 1 1 1 1 1 1

1, 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1

1 1 1

0
0

1 1
0

i i j ij n

i i i i i j i j i n

i i i j i j i n

i j i j ij i j j n
ij ij

ji jn

j j j n

nn

a a a a a a
a a a a a

a a a a

a a a
A M

a a
a a

a

− − +

− − − − − − + −

+ + + − + + +

+ + − + + −

+

+ + +

= − = − =

" " "
% " "

"
" "
% "

"
"

"
"

0

,i j<而
* ,ijA A位于 的对角线下方

∴ 上三角，故A
*A -1

上三角 

∵当A为下三角时，A
T
上三角∴（A

T
）

-1
为上三角，即（A

-1
）

T
为上三角，故A

-1
为下三角。 

P202.T26 

∵
* * .AA A A A E= =

∴

* nA A A=

若
,0≠A
∴

1* nA A −=

若
( ) *0, 205.18 4.51.3.2 . 0A P P AA= =由 题

∴秩
( ) ( )* 1A A+ ≤秩

( ) ( ) * *0 0 0 0 ( )1* 2nA A n−= ≥∵i A A A A= ⇒ = ⇒ = ⇒ =若秩
 ∴

( ) ( ) ( ) 1* * *0 0 nii A A n A A A −≠ ⇒ < ⇒ = ⇒ = =若秩 秩 0
 

总之，各种情形均有

1* nA A −=

P202.T28 

① (AE)=

1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1 0 0 0 2 0 2 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 2 2 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1 0 2 2 0 1 0 0 1

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− − − −⎜ ⎟ ⎜→
⎜ ⎟ ⎜− − − − −
⎜ ⎟ ⎜

− − − − −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
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1 11 0 1 0 0 0
1 12 2 1 0 0 1 0 02 21 10 1 0 1 0 0 1 10 1 0 1 0 02 2 2 2

1 1 1 10 0 1 1 0 00 0 1 1 0 0 2 22 2 1 1 1 10 0 0 21 1 2 2 2 20 0 1 1 0 0
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟→⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟− ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ − − ⎟
⎝ ⎠  

1 1 1 11 0 0 0 4 4 4 4
1 1 1 10 1 0 0 4 4 4 4
1 1 1 10 0 1 0 4 4 4 4
1 1 1 10 0 0 1 4 4 4 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎝ ⎠    ∴A
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=

1 1 1 1
1 1 1 11

4 1 1 1 1
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⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

②A=

B B
B B

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠    B=    B

1 1
1 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠ -1
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1 12

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠ =

1
2

B

2
E O B B B B
E E B B O B

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟
⎠

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝  而

1
1 1

1

1
2

2 0 ( 2 )

B B B B
O B B

−
− −

−

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

=

1 1 1 1
0 12 4 4 4

1 1 1 40
4 4 4

B BE
A

E EB B B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B B

方法③：∵A2=4A    ∴A-1=

1
4

A
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P
BBAE

EA
E

EA
E m

n

m

n

m

0
00

∴

BAEEBAEABEABEE
EA
BE

mnmnnm
n

m −=−=−=−=

P203.T30   
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
BE

BE
EA
BE

EA
E

EA
BE

n

n

n

m

n

m

n

m

λλ
λλ

λ
λ

λ 0
0

则



又
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

n

n

n

m

n

m

E
BBE

EA
E

EA
BE

λ
λλλ

λ 0
0

∴ n

m

n

m

m

m
nnnm EA

BE
EA

E
BE

BE
ABEEABE

λ
λ

λλ
λλ

λλλλ
−

=
−

=−=−
0

0

BAEEBAE
E
BBAE

mnm
n

m −=−=
−

= λλλ
λ

λ
0

 

∴
BAEABE m

mn
m −=− − λλλ

 
 

第五章  二次型习题解答 
  

P232.T1 

(Ⅰ)②）化标准形，f=x1
2
+2x1x2+2x2

2
+4x2x3+4x

2
3 

解：f=(x1+x2)
2
+x

2
2+4x2x3+4x2

3

     =(x1+x2)
2
+(x2+2x3)

2
+0 

令    即 

1 1 2

2 2

3 3

2
y x x
y x x
y x

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

3

31 1 2

2 2 3

3 3

2

2

x y y y

x y y
x y

= − +⎧
⎪

= −⎨
⎪ =⎩

则f=y1
2
+y2

2

用矩阵验算

1 1 2 1 1 0 1 1 2
0 1 2 1 2 2 1 2 2
0 0 1 0 2 4 0 2 4

′− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎟
⎟
⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜

⎝ ⎠⎝ ⎠

1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0

2 2 1 0 2 0

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

3

⎝ ⎠
  

1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 (Ⅰ)③化标准形f=x1
2
-3x

2
2-2x1x2+2x1x3-6x2x3 

解：f=(x1-x2+x3)
2
-(x2-x3)

2
-3x

2
2-6x2x3 

     =(x1-x2+x3)
2
-4x2

2
-4x2x3- x3

2 

     =(x1-x2+x3)
2
-(2x2+x3)

2

令

1 1 2

2 2 3

3 3

2

y x x x

y x x
y x

= − +⎧
⎪

= +⎨
⎪ =⎩        即

1 1 2

2 2 3

3 3

1 3
2 2

1 1
2 2

3x y y

x y y

x y

⎧ = + −⎪
⎪
⎪ = −⎨
⎪

=⎪
⎪⎩

y

则f=y1
2
-y2

2



验算有：

1 31 1 0 02 2 1 1 1 1 0 0
1 1 1 10 1 3 3 0 0
2 2 2 2

1 3 0 0 0 00 0 1 3 1 1
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − = −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎝ ⎠

1 0
⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

4

4

⎝ ⎠
(Ⅰ)④化标准形 f=8x1x4+2x3x4+2x2x3+8x2x4

解

1 1

2 2

3 3

4 1

x y y
x y
x y
x y y

= +⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ = −⎩     则x=c1yq  

f=8(y
2
1-y

2
4)+2y3(y1-y4)+2y2y3+8y2(y1-y2) 

=8y
2
1-8y

2
4+8y1y2+2y1y3+2y2y3-8y2y4-2y3y4

  

2 2 2
1 3 2 3 4 2 3 2 4

1 1 1 18( ) 8( ) 8 2 8 2
2 8 2 8 3 4f y y y y y y y y y y y y∴ = + + − + − + − −

 

2 2
1 2 3 2 3 4 3 4 3 4 3

1 1 1 1 18( ) 2( 2 ) 2( 2 ) 8 2
2 8 4 4 8

y y y y y y y y y y y y= + + − − + + − + − − −2
4
 

2 2
1 2 3 2 3 4 3

1 1 18( ) 2( 2 ) 4
2 8 4

y y y y y y y= + + − − + − 4y

 

  

 

令

1 1 2

2 2 3

3 3 4

4 3 4

1 1
2 8
1 2
4

z y y y

z y y y

z y y
z y y

⎧ = + +⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪

= −⎪
⎪ = +⎩

2 2 2
1 2 3 2 3 4 3 4 3 4

1 1 18( ) 2( 2 ) ( ) ( )
2 8 4

y y y y y y y y y y= + + − − + + − − + 2

3

4

    即

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3 3 4

4 3 4

1 5 3
2 8 8
9 7
8 8

1 1
2 2

1 1
2 2

y z z z z

y z z z

y z z

y z z

⎧ = − − +⎪
⎪
⎪ = + −⎪
⎨
⎪ = +
⎪
⎪
⎪ = − +
⎩  

则
2 2 2
1 2 38 2 2

4f z z z z= − + −

矩阵验算略 

(Ⅰ)⑤化标准形  f=x1x2+x1x3+x1x4+x2x3+x2x4+x3x4

  

解：

0 1 1 1
1 0 1 11
1 1 0 12
1 1 1 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠



(2)

0 2 2 2 4 2 4 4 4 0 0 0
2 0 2 2 2 0 2 2 0 1 0 0
2 2 0 2 4 2 0 2 0 0 4 2
2 2 2 0 4 2 2 0 0 0 2 4
2 0 0 0 2 0 0 0 2 1 2 2
0 2 0 0 2 2 0 0 2 1 2 2
0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0
0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2

PiA
E

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

− −⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎯⎯⎯→ → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ − − −⎝ ⎠
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎟⎟

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
4 0 0 0
0 1 0 0
0 0 4 0
0 0 0 3
2 1 2 1
2 1 2 1
0 0 2 1
0 0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟→ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠     ∴

2 1 2 1
2 1 2 1
0 0 2 1
0 0 0 2

X y

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

则
2 2 2
1 2 34 4 2

43f y y y y= − − −

(Ⅰ)⑦化标准形 
2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 2 3 3 42 2 2f x x x x x x x x x x= + + + + + +

  

解：   则

1 1 0 0
1 1 1 0
0 1 1 1
0 0 1 1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 0 0 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

A
E

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜→ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

  

(3,( 1))

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 2 2 0 0 2 0 0
0 1 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 2 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 2 1 0 1 1 1

P −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  



即令X=

1 1 1 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 1 1 1

Y

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

则
2 2 2
1 2 32 2 2

4f y y y= + − + y
    

P233,T2 
设秩（A）=r，则存在 C 满秩 
  

1

2

1
'

0

0

r

i iir
i

d
d

C AC D d Ed
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
%

%

 
那么，d1E11,d2E22,…drErr的秩都等于 1，且为对称的。 

1

1
)'( 1 −

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

=
=∴ − C

i

Ed
z
r

cA iii

 
' 1 1

1

1 ' 1

1

1 ' 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

r

i ii
i

r

i ii
i

r r

i ii i
i i

A C d E C

C d E C

C d E C B

− −

=

− −

=

− −

= =

=

=

= =

∑

∑

∑ ∑
 

其中
11 )()'( −−= cEdcB iiii

秩 秩 ，  =)( iB 1)( =iii Ed iiiii BcEdcB == −− )'()'('(' 1)1

∴A为r个秩为 1 的，对称阵之和。 

P233.T3  

证明一:设     

1

2

n

A

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎝ ⎠

%

1

2

i

i

in

B

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎝ ⎠

%

  

则 1

n

i ii
i

A Eλ
=

=∑
   1

n

ij ij
j

B Eλ
=

=∑

又 为1 2, , ni i i" 1, 2, n" 的一个排列，所 1
j j j

n

i i i
j

A Eλ
=

=∑

考虑标准单位向量 1 2, , nε ε ε"
作 1 2( , , )i i inC ε ε ε= "

  则C的n列线性无关，C可逆，且



1
j

n

i j
j

C E
=

= ∑ '

1
,

j

n

ji
j

C E
=

=∑
'

1 1 1

1 1

1

( )( )(

( )( )

j k k k

j l

n n n

ji i i i i l
j k l

n n

ij ji i l
j l

n

ij jj
j

C AC E E E

E E

E

λ

λ

λ

= = =

= =

=

=

=

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

)
l

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

 
故 A 与 B 合同 

△证法二（归纳法）    n=1,显然，设 n-1 时命题成立。 

考虑n情形，设ik=n 

1.若k=n,则i1,…，in-1为 1，2…n-1 的一个排列，所以 

1 1

1

i

n i

λ λ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜λ λ⎝ ⎠ ⎝

% � %

 

2．若 ,k n<

1

1
1

1

( , ) ( , )

i
i

k k
in

i
ik

p i n P i n B

−

−
+

′λ⎛ ⎞
λ⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′λ⎜ ⎟λ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ′λ⎝ ⎠

%
%

而i1…i´n-1为 1.2…n-1 的一个排列，所以 

1 1

1n

C C
λ λ

λ λ−

′⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜′ =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟
⎟′⎝ ⎠ ⎝

% %
1 i1

n-i1 ⎠  
1

1 1
1

1 1

0 0
( )

0 1 0 1

i

n ik
n n

n n

C C
B

i
λ

− −

′λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟∴ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

% %
∵λ = λ

 

∴ ，1A B� 1B B�
，∴ A B�

由归纳原理，证明完毕。   
  

2334(1) ' , : ' ' '' '( )
0, , ' 0

P A A X a X AX X AX X A X
a X X AX

⇒ = = = = − = −a
∴ = =

若 要

即  

4②

, ( ) 0 ' , 0
( )

, ' ,

' ,

( ) ' , ( ) 0 0( 1, 2,... )
( ) 0 2 0

0

i i i i ii ii

i j i j ii ij ji jj ij ji

ij ji

ij ji

i ii

i j ii ij ji jj ij jj

X f A a a
X f a a a a a a

a a A A

A A a a

f x X AX f a i n
f a a a a a a

A

ε ε ε ε
ε ε ε ε

ε
ε ε

= = = = =

= + + = + + + = + = 0

∴ = − = −

= =

∴ = = ⇒ = =

+ = = + + + = =

∴ =

4(2)令 则 即

又令 则

故 证毕.

若 则

作

又 即

     



  
  
P233. T5 
设实对称矩阵A,B秩为rA,rB,正惯性指数为PB

A B r r p p
A,PB 

∴ A B A B⇔ = =� 且

类此只有时当 100,0 ==≤≤ p�Crrp∵
 

 

           类此有时当 2,1,01 == p�Cr

           类此有时当 3,2,02 == p�Cr

          1,,...2,1,0 +== nnp�Cnr 此有时当 类 

共有

2
2

11 2 .... ( 1) ( 1)( 2)
2nn C n n++ + + + = = + + 类

  

P233.6 ①若,'"" AXXf =⇐ 1 11, ,f X C Y C= =的秩 则 可逆.使

�ydyydyydf 都是一次齐次多项式其中 1111
2

11 ,,)( •==  
若

2 2

2 2
1 2 1 2 2 21 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

2. 0. , (

, ( , 0) ( ) ,
, ,... n

f X C y C

f d y d y d d d y d y d y d y d y d y
x x x

= = =

= − > = + + −

的秩 符号差 则 可逆)使

其中

都是 的齐次一次式.

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2“ ” ( , ,... ) ( ... )( ... )n n n n nf x x x a x a x a x b x b x b x⇒ = + + + +设 +  

1 2
1 2 1 2

1 2

( , ,... ), ( , ,... ) 0n n

a a
a a a b b b

b b
α β= =若 线性无关,不妨设 ≠

 

令

21
22112

22111

.......
...
...

yyf

xy

xbxbxby
xaxaxay

ii

nn

nn

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

+++=
+++=

则

02,
......

2
2

2
1

212

211

=−=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

−=
+=

符号差秩为则令 �Czzf

zy

zzy
zzy

ii  

1 1 1 2 2

2 2
1

2
1

...

, 0,
......

, 1

n n

n n

y a x a x a x
y x

k a

y x

f ky

α β β α

= + +⎧ ⎫
⎪ ⎪=⎪ ⎪= ≠ ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪=⎩ ⎭

=

若 线性相关,不妨设 及 令

则 秩为  
  
  



233

1 2 3

1 2 3
'

99 6 24
7(1) 6 10 30

24 30 71
99 0, 12834 0, 20 672 672 288 16 1960 3588 0

10 4 12
(2) 4 2 14

12 14 1
10 0. 20 16 4 0, 20 672 288 16 1960 3588 0

P A

p p p
A

A

p p p

A X AX

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

= > = > = − − − − − = − <

∴

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

= > = − = > = − − − − = − <

∴

正定,二次型也正定.

非正定,二次型 非正定  

(3)判定

2
1 2

1 1
( , ,... )

n

n i i j
i i j n

f x x x x x x
= ≤ < ≤

= +∑ ∑ 的正定性

解  

2 1 1 ... 1
1 2 1 ... 1

1 1 1 2 ... 1
2

... ... ... ... ...
1 1 1 ... 2

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

由公式  

2 1 ... 1
1 2 ... 11 1 (2 1)(2 ( 1)) 0
... ... ... ...2 2
1 ... .. 2

k k

k

KP K
K K

+
= = − + − =

阶

1
2

>

     

  

故A正定，二次型  1 2( , ,... )nf x x x 正定

这里顺便发现一个等式 

     
21...111
12...111
..................
11...211
11...121
11...112

21......00
.................
0...2100
0...1210
0...0121
0...0012

=

       
  

P233.7④ 

.判别

1
2

1 2 1
1 1

( , ,... ) ,
n n

n i i i
i i

f x x x x x x
−

+
= =

= +∑ ∑ 是否正定。



证:
⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1
2
1......0

2
1...1

2
1...

......
2
11

2
1

0......
2
11

A

  

由斜行列式,
1 1 1 0

1

1 1 1 1 11 2, ( ) ( )
4 2 2 2 2k k k k k k

n k

P p p P P p p p− −
−

= − − − ∴ − = − =
1
2        

                             kn
kk PP

2
1)

)2
1(

2
1)

2
1(

2
1

1
11 ==−∴

−
−−

 

                             kk

PP
2
1)

2
1(

2
1

12
2

=−∴
−  

kk
k

kPP
2

1
2

1
1

1

−
==∴

−       

1 0. 1, 2,...
2k k

kP k n+
∴ = > =

 
�xxx�CfA n 正定正定 ),...,( 21∴  

  
  

233

2 2
1 2 3

1 12
8(1) 1 2

1 3 5

1 0, 1 0, 5 4 1 5 4 5 0
4 41 1 0, 0
5 5

4 0
5

t
P A t

p p t p t t t t

t t t

t A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

= > = − > = − − − = − >2

∴− < < − < < − < <

∴ − < <

且 即

当 时, 为正定,相应二次型也正定.
 

  
  

233.8P
②  

323121
2

3
2

2
2

1 61024 xxxxxtxxxx +++++

解：  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

135
34
51

t
t

A

   

2 2
1 2

2 2
3

1 0, 4 0, 4, 2 2

4 30 100 9 0, 30 105 0 15 2 30 15 2 6 3 2

P P t t t

P t t t t

= > = − > ∴ < ∴− < <

= + − − − > − + < − < − × = >

∴

即 又因为

无公共解
0 

即对任何 都有主子式大于  t 0
  



233

1 2 1 2

.9. 0.

, , , ,k k

P A A
A

i i i i i i k

⇔

⇐

⇒ " "

正定 的主子式全大于

证明： 此时 的顺序主子式也大于0  。所以A正定（定理）

任取的 行， 列作成一个 阶主子式
       

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

...

...
,

... ... ... ...
...

k

k

k k k k

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

a a a

a a a
B P B

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

设  1 2
' , , , ,...

ki i if X AX x x x= 作一个关于 的二次型

1 2 1 2
( , ,... ) (0,...0. ,0, ,0, ,0...)

k ki i i i i ig x x x f x x x=

 

           

1

2

1 2
( , ,... ) ...

...
k

k

i

i

i i i

i

x

x
x x x B

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

1 2

1 2 1

, ,... ) 0

( , ,... ) (0,...0, ,0...0, ,0,...) 0
k

k k

i i i

i i i i i

B g x x

g c c c f c c

≠

∴ = >

是 的矩阵，因为任给(x

 

 
0B K B∴ ∗ >为 的正定矩阵，有

 

P233,10, ，  
( )ij n nA a ×=证：设 tE A L+那么 的第 个顺序主子式

   

kkkkk

kkkk

k

k

R btbt

ataa

aata
aaat

tp ...1,

...
............

...

...

)(~
1

21

22221

11211

+−+=

+

+
+

=

 

是一个t的多项式(函数),且  

jlim ( ) , 0k
t

p t M
→∞

= +∞ ∀ >

, (k k kN t N P t M) 0∴∃ > >�当 后，恒有 >
 

{ }0 1 2 0

1 2

min , ,..., ,

( ) 0 ( ) 0 ... ( ) 0
n

n

N N N N t N

P t P t P t

= >

> >� � � ;

取 则当

， ，

恒有

 

正定AtE +  
  
P233.11.A正定,证明A -1正定 

证:   可逆使存在正定可逆 C�C�C�CAA∴

         EEACC
EACC

==∴

=
−− 11)'(

'

 

即

1 1 1 1 ' ' 1 ' 1

1 1 1

( ') , ( ') , (( ) ) ( '')
' , ,

C A C E G C G C C C
G A G E A E A

− − − − − −

− − −

= = = = = 1−

∴ = ∴�
取 那么

则 正定.

  



234 5.77.7.2

0

0

.12 ( ), (10 ). 0
0, 0. 0

(0, ), 0, 0, ( ) 0

'( ) 0.( 0, ' 0. ' 0). ' ' 0

P tE A t P tE A
t E A

t E A X E A X

X E A X x x x x x X AX X X

ε ε ε

ε ε

+ + >

> + > <

∈ + = ≠ + =

+ = ≠ ∴ > > = − <∵

0

考虑 因为 充分大后 题

故可设 且 t 又因为当t=0时,A 所以

所以有 使

即 得 ε到
 

  

P234.13 证,设  
BXXfAXXf ',' 21 ==有

则由A.B正定,有 1 2,f f
正定,即要  

0, ' 0, ' 0x X AX X BX≠ > >

作 1 2 '( )f f f X A B X= + = +
 

也有任  
0, ' ' 0X f X AX X BX≠ = + >

所以f正定,即(A+B)正定 

  

P234.14 PrAXXf 惯性指数秩 =⇔≥= 0'

证:设X=CY,使           
22

1
22

2
2

1 ......' rpp yyyyyAXXf −−++++== +

“充分性 若P=r,则负系数平方项不出现 "⇒

任取

1
1

0 0 0

2 2
1 0 0 0 1

... 0, ,

' ... 0
n

r

c
X y C X f X

c

f x x X AX y y
f

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ≠ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

∴ = = = + + ≥

∴

必有 在 的值为

半正定              

“必要性 ,反设”⇒

1

2
0 0 0

0
0

, ,

0

r

r
r

nr

c
c

p r y x cy

c

ε

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟< = = = =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

##
取 0≠

1 0<

一方面, 0 0' 0f X AX= ≥

另一方面,

0 0 0 0

1

1
1

' '
1

0

0

f X AX y y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟= = = −
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"

"

矛盾！ rp =∴
  

P234.15.  证明      

2

2

1 1

0
n n

i j
i j

f n x x
= =

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ≥



证法一:因为

2

1 1

2
n

j i
j i j

j
n

f x x
= ≤ < ≤

= −∑ ∑

       恰好有

2

1
( )i j

i j n
f x x

≤ < ≤

= −∑

故任取( 必有,0),...,( 21 ≠nccc

      �Bf

cccccf jin

半正定∴

≥−= ∑ 0)(),...,( 2
21

 

证法二:设
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−
−−−−

==

1...11
............
1...11
1111

,'

n

n
n

AAXXf 则

因此 A 的任意 k 阶主子式为 

1

1 1 ... 1
1 1 ... 1

( 1 1) ( 1 ( 1)( 1)
... ... ... ...
1 1 ... 1

k
k

k

n
n

Q n n

n

−

− − −
− −

= ⇒ − − − + − −

− − −
阶

k

 

恒有 1 2 1,, , 0, 0n nQ Q Q Q− > ="

半正定即于的所有主子式大于或等 AXXf�CA '0 =∴  
  

  

P234.1 证:首先 1 2,x x
,线性无关, 

(反设 线性相关,不妨设有  21, xx RkkXX ∈= ,12

2 2 1 2 1 1' ( ') ( ) ( ' )X AX kx A kx k x Ax 0∴ = = >
 

与  2 2' 0x Ax < 矛盾。

的值为在二次型

对任何

)('
)(,0)1()()( 12121

txAxxf
txttxxxtxtx

=∴

≠−+=−+=

 

2 2

2 1 2 1 1

2 2 1 2 1 1 2 1 1 1

( ) '( ) ( ) ( ' (1 ) ( (1 ) )
( ( ' ') ( ( ) )

( ) ' ( ) 2 ' ( ) '

iq t x t Ax t tx tx A tx t x
t x x A t x x x

t x x A x x tx A x x x Ax

= = + − + −
= − − +
= − − − − +

1

 

是t的初等连续函数， 1 1 2 2(0) ' 0, (1) ' 0x Ax x Axσ σ= > = <
 

0 0 0 1 0 2 1

0 0 0

( ) 0. ( ) ( ) 0.
' ( ) 0,

t t x t x t x x
x Ax t

φ
φ
= = = + − ≠

= =
0所有 ，使 令x

则有 证毕。
 

  

P234 补 1①化标准形. 112221 .... +− +++= nnnn xxxxxxf



解      即         
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
−=

−=
+=

+=
+=

−−

−+

+

−

nn

nn

nnn

nnn

n

n

yyx
yyx

yyx
yyx

yyx
yyx

212

12212

11

1

1222

211

......

.......

1 1
1 1

... ...
1 1
1 1

... ...
1 1

1 1

X

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

Y cy=           则有 
2

2
2

1
22

2
2

1 ...... nnn yyyyyf −−−+++= +  

验算  

1
...

01'( )1
02

1
1

n

n

E
C C

E

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟ = ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

令

2

1 10... 2, , ,
1 1 0

21

H E H
H H En A C

H EH

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎝⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

则
⎠

                                                  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=∴
E

E

EH

HE

EH
HE

EH
HE

H

H

EH
HE

ACC
0

0

2
1

2
1

2
1

2
1

0
2
1

2
10

''
''

'

P234 补 1②化标准形 nn xxxxxxf 13221 ... −+++=

解:若设
1 1 2 3 2 1 2 3

1 1( ), (
2 2

y x x x y x x x= + + = − + 则),

        3221
2

2
2

1 xxxxyy +=−



(1) (1)    若n是偶数,则

1 1 2 3

2 1 2 3

3 3 4 5

4 3 4 5

3 3 2

2 3 2

1

1 ( )
2
1 ( )
2
1 ( )
2
1 ( )
2

.......
1 ( )
2
1 ( )
2

1 ( )
2

n n n n

n n n n

n n n

y x x x

y x x x

y x x x

y x x x

y x x x

y x x x

y x x

− − − −

− − − −

−

⎧ ⎫= + +⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − +⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= + +
⎪ ⎪
⎪ ⎪

= − +⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= + +⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − +
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= −
⎩ ⎭

1

1

 

即,  Y=C1X       

1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 ...
2

1 1
1 1

1 1
1 1

c

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

显然

1
1

2
1

1 ,0)2(
2
1 −=≠−= CCC n 令

则  X=CY  使 

1
2 2 2 2 2 2 2

2 3 4 3 2 1.... n n n
2

nf y y y y y y y y− − −= − + − + + − + −  
)(iiΔ 若n为奇数,同理 

    补P234.1③)(也可直接证明,或归纳证明)
       
  

P234 补 1.④  

2

1 1

1( ) ,
n n

i i
i i

f x X X x
n= =

= − =∑ ∑
  



令 .

1

2
1

3 3

1

1 1 1 ... 1
1 1 1 ... 1

1 1... ( )... ... ... ... ...
1 1 ... 1 1

0 0 ... ... 1

2 1 1 ... 1
1 2 1 ... 1
... ... ... ... ...
1 1 ... 2 1
0 0 ... 0 1

n

n

y n
y n

1y X C X c
n n

y n
y

y

−

−

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X或 y
n

1

1 , ,
n

i i i i n n
i

y x x x x y x
n =

= − = − =∑∵ ( 1)i iy x n x x= − − =∑ ∑
1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) 2(

n n n n n

i n i n i i i
i i i i i j 1

)j
n

f y x x y y y y y y
− − −

= = = = ≤ < ≤ −

∴ = + − = + − = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

参照P234.1③(5.75.5.3)令 

            

Y

n

YCZ

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

==

10......00
010...00

0
1

11...00
..................

0
3
1...

3
110

0
2
1...

2
1

2
11

4

 

则  
2

1
2

3
2

2
2

1 1
...

3
4

2
32 −+

++++= nz
n

nzzzf

其中  
yccnycc

n
yc

n
x 1

34
1

4
1

3
1

3 )()1()1( −−−− ===

矩阵验算略. 
  

P234补 2,不妨设 秩(A)=r,且

)(0
...

.........
...

1

111

阶子式左上角r
aa

aa

rrr

r

≠

11 1 1

1
1 1

... ...
... ... ... ... ...

... ...
,

0 ... 0 1 0
... ... ... ... ...
0 ... ... 0 1

r n

r rr

a a a

a a a
X C Y C

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟rn∴ = = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

作 其中

 

那么,
2 2 2 2 2

1 2 1 1... ... ( ,... )r r s i rf y y y y yδ δ δ+= + + + + + 为 的一次式



那么,

1 1 2 1 2

1 1 2 1 , 1

( , ,... ) , ,... ) 0
( , ,... ) ( , 0) 0,

r r

r r

f y y y f r c c c
f c c c f c c f r

= ≠

= > ∴

C C C
" "

作一个 被为 元二次型 那么 任取

必有 是一个 元正定二次型

必有

1 1

2 2 2 2
1 1 2 1 2

1
1

2
2

2 2 2 2
11

1 1 2

( , ,... ) ...
... ...

...
,

...
...

... ...

r r

r r

r
n r n r

n
n

rr s

y z
y z

G f y y y c c

y z

z
y
y G o G o

z C
o E o E

y
z

f y y
X C Y C C Z

δ δ

− −

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
= + + + + +

= = =

使

令 可

则

且 1 2(
( )

CZ C C C
f r A

=

2z+ +

逆

∴ = =

C可逆

的正惯性指数 秩

  
  

P234补 3(先讲补 2),
22

1
22

1 ...... qppp llllf ++ −−−++=

    证:设 niniii xaxaxal +++= ...2211

    并设X=CY,(C可逆)使
2

''
2

1'
2

'
2

2
2

1 ...... qppp yyyyyf ++ −−−+++=

那么  反设

1

'

' 1

0
...

0

...
0

...
0

p

p

n

l

l

p p
y

y

+

=⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪=
⎪ ⎪

> ⎨ ⎬
⎪ ⎪=⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

=⎩ ⎭

作线性方程组

XCY

xbxby niniii
1

1 ...
−=

++=

 

共有 ( ') ( ' )p n p n p p n+ − = − − < 的方程

1
1

0 0 0 ' 1 0... 0, 0, ... 0 ' 0p n

n

c
X y c X y y y P

c

−
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ≠ = ≠ = = = ∴⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∵

存在非零时,

的前 个分量不全为

         
2 2

1 ..., 0p p qf l l+ +∴ = − − − ≤一方面  

另一方面
2 2

1 '... 0( 0)pf y y i= + + > 不全为

矛盾,所有 'p p≤



同理,负惯性指数 qq ≤'

另推论:如本例形式二次型,例 )(秩rqp ≥+
  

11 12

21 22

11 11 12 11 11 12

21 21 22 21 21 22

11 11 12

11 21

4 ' ,

'

'

A A E X
T AT A T

A A o E

A A X A A A x AE X E o
A A A A A x Ao E X E

A A x A
x A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
+ +⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
+⎛ ⎞

= ⎜ ⎟+ ∗⎝ ⎠

∵235p 补 证明： 

⎞
⎟
⎠

0

 
  
  

设

11 12 11 1 12 12 21
1 1

1111 21 12 11 11 21 21 11 21

0 , ( )

' ( ', )

A x A x A A A A

x A A A A A A A A A A
−

− −

+ = = − =

∴ + = − + = − + =

∵则

取

�
Eo

AAET 即合要求⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

−
12

1
11

  
  
P235,补 5,若n=1,显然A=0 
         若 n=2,A=0,显然 

         

'
' 1 10 0 00 0

, ,
0 0 10 1 0 1

a a
A o a a

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟≠ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

则 成
1
0

立

 
【】 

由于A2仍为反对称 

故归纳假设A2:
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

0
...

0
01
10

...
01
10

' 222 TAT



2
( , ) ( ,2)

2

'

1

01
0...

1

0 1
1 0

...
0 1
1 0

0
...

0

s t t

a
E

C P P T
T

C AC

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞

∴ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

取 则

 
证毕. 
  

P235补,6 由习题第 10 题(5.77.7.2),一定存在 1 20,C t c> >当 时

            C1E-A  永为正定 

取

{ }1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0

max , ,
0, '( ) 0 2 ' '

'( ) 0 ' '
' ' '

, ' '

C C C CE A CE A

0X x CE A X CX X X AX
X CE A X CX X X AX

CXo Xo X AXo CXo Xo
X X AX CX X

> + −

≠ + > ⇒ <
− > ⇒ <

− < <

∴ <

那么同时 正定,

即要

即

对每个 有

  

235P 补 7, 1)  , 
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ∗

=

10
......

1
...1

1

T

ATTB '=

将,T分块

.,,,
0 11

3'2

21

2

31 阶方阵为其中 KAT
AA
AA

A
T
TT

T ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

则 B 的第 K 个顺序主子式的矩阵为 

1 1 2 11 3 1 1 1 1 1

3 2 2 3 3 22 2 1

' 0 ' 0 '
'

' ' ' '0 '
T A A TT T AT T AT

T AT
T T A A T TT A T

∗ ∗⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∗ ∗ ∗⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
 

的左上角k阶方阵,即为 111 ' TAT
2

1 1 1 1 1 1' ,B T AT T A A .∴ = = =的第k个顺序主子式 为A的第k个顺序主子式证毕  
  2)归纳证明,n=1 显然,设 n-1 成立,考虑 n 情形 

  设

1
1 1 1 1 1

cos

'
'

A
A A T D T AT

a
α

α
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

由 满足条件,存在 特殊上三角,使 为对角1



设

1 11

1

'0
' '

'0 1 nn

D TT
G G A G

T a
α

α
⎛ ⎞⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

C仍为特殊上三角 使 B=

又 

2
1 1 1

1
1 1 '

0 1
n

D T D

E D T
H

α−
−

= ≠ ∴

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∵ 1A 0 可逆,

仍为特殊上三角,且
     

11 1
'1

11 1

00 0
'

' 1 0 6
n

nn x

DE D
H BH D

T aT D α βα
−

−
−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

=
,为对角矩阵 

故取,C=GH 仍为特殊上三角,且 C’AC=D 为对角,证毕. 
3)

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

=

nd

d
d

DAD

ATTDTnP�C�CPPA

...
,

,',,0...

2

1

21

设的顺序主子式值相等与

于是为对角使故存在特殊上三角全大于的顺序主子式∵

则 1 2 1 2, ,... 0, 1, 2,... , , ,... 0k k nd d d p k n d d d= > = >推出

所以 D 正定,即 A 正定,证毕. 
  

P236补 8, 1),

1

1
10

( ) '
' 0 ' 0 ' '0 1

A y A y AE A y
f A y A y

y y y y A y−

−
−⎛ ⎞−⎛ ⎞

= = = = − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠
     

                      .0),4.6.76.5111 值故对任一组题见习题第正定已知正定 ≠∴ − yP�iA�j�C�iA∵
1 1

1 2' 0, ( , ,... ) ( ) ' 0, ( 0)ny A f y y y A y A y A

f

− −> ∴ = − < >

∴

∵
是负定二次型   

2)设

1 11
1 2

0
, ,

' '' 0nn nn

A AA
A B B

a a
α

α α
∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1

1 2 1 1 1 1( ) ' nn nn nn n 1A B B A A a A a A q p−
−∴ = + = − ∂ ∂ + ≤ =  

3) nn

nnnnnnnnnnn

nnn

aaaA

aaapaaaqapaA�C

paA�CA

,...

......

1

2211

112212233211

1111

≤

=≤≤≤

≤∴

−−−

−−−

即

则如此下去

仍然证定∵

4)

2

1

2 2 2 2
1 2

11 1 1

' ' ,

( ...

ii

n

ki
k

n n nn

ii ki i i ni
ki i i

A T T T ET A a t

2 ).A T a t t t t

=

== = =

= = =

∴ = ≤ = = + + +

∑

∑∏ ∏ ∏

作 则 正定且
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1

2
1 2

0 ' 0.

0 0.
n

n

P
d

0A C C AC di
d

C A d d d A

⎛ ⎞
⎜ ⎟≥ ⇒ = ≥ ∴ ≥⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∴ = ≥ ∴ ≥

%

"

补9（必要性）

可逆,

 

1 2 1 2

1 1 1

1

1

1

( ,... ,... ) (0... ,...0 ,... 0)

...

( ,... ) ... ... ...
...

k k

k

k

k k k

i i i i i i

i i i i

i i

i i i i

g x x x f x x x

a a

g x x g A
a a

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

作

则 半正定 , 的矩阵为

 
 
 

00 11 ≥∴≥∴ AA  

11 12 1

2 22 2 1
1

1 2

...
1 ...

... ...
... ... ... ...

...

n

n n n n k n k
k n

n n nn

a a a
a a a

D a a a

a a a

λ

λ

λ

λ λ λ λ

+

+ − − −

+

= = + + + + + 中 的系数 ka

 

这样取到在 0 中主对角线上任取n-k项中的 的系数 项所在的行和列,得一个K级子式

(含入)DK,由于是

kn−λ ka

即令中只能取所有的常数项的子式故的系数 �CDK�Ckn−λ

0, n k
kDK D K Dλ λ −=中的 这正是 的一个 级主子式,要是 的系数中的一元,故a 为 的所

有k阶主子式之和,如  
1 11 22 ... nna a a a= + + + 等. 

1
1

0, ,

...
r

k k
k k

A E m A A

A Ek b b

ε ε

ε ε ε −

> +

+ = + + +

现在考虑任意 它的 阶顺序主子式,为 的右上角的m阶方阵, 作:

 

0, 0

0, '( ) 0
lim '( ) ' 0( )

k i
i k k

i k k k

b A i A A
b A E

A E X X A E X
X A E Z X AX

A
ε

ε
ε ε

ε ε
ε

−

→∞

≥ ∴ + ≥ >

+ ≠ + >

∴ + = ≥

由于 的系数 是 的一切阶主子式之和,而 的主子式仍为 的主子式,

由充分条件,

因此 正定,故对任何

边续性

所以 半正定.  
  
  
 
 
 

第六章  线性空间习题解答 

P267.1 设 , ,M N M N M M N⊆ =∩ ∪证明: N=                                                    

,
x M x N M x M N M M N

x M N x M M N M M N M
M N M

∀ ∈ ⇒ ∈ = ⇒ ∈ ⇒ ⊆
∀ ∈ ⇒ ∈ ⇒ ⊆ ∴ ⊆
∴ =

∩ ∩
∩ ∩ ∩

∩

证：

 



x N x M N N M N
x M N x N x M N x N
M N N

∀ ∈ ⇒ ∈ ⇒ ⊂

∀ ∈ ⇒ ∈ ∈ ⊆ ⇒ ∈
∴ =

∪ ∪
∪

∪

又

或

 
P267.2 证：① )()()( LMNMLNM ∩∪∩∪∩ =

② )()()( LMNMLNM ∪∩∪∩∪ =
①：

(1) ( )

(2) ( )

x x M x N L x M x N x L x M N x M L
x

x M x N L x M x N x L
x M N x M L x

∈ ⇔ ∈ ∈ ⇔ ∈ ∈ ∈ ⇔ ∈ ∈

⇔ ∈ ⇒
∈ ⇔∈ ∈ ⇔ ∈ ∈ ∈

⇔ ∈ ∈ ⇔ ∈

∪ ∩

∩
∪ ∪

证 ： 左 且 且 或 或

右 反过来。证毕

证 ： 左 或 或 且

且 右。证毕

∩

1
P267.3①不做成,因为 2 个n次多项式相加不一定是n次多项式,如 

( 1) ( 2) 2u ux x x x x+ + + − + − = −  

②做成,因为

1 1

2 2

( ) ( ) ( ), ( ( ) ( ) ( )
( ) ( ), ( ( ) ( )

f A g A h A h x f x g x
kf A h A h x kf x

+ = = +

= =

为多项式)

为多项式)

③

, )
, )

做成.因为实对称(反对称,上三角下三角之和之倍数仍为实对称

(反对称,上三角下三角故做成线性空间

④不做成,设 { }|V α α β= 为平面上不平行 的向量

⑤不做成,违反定义 3.(5) 1 1 0 0α α α α= = ≠∵ ，但这里 。取 即得矛盾。

P267.3⑤

2
11111

2121212211

)1(
2
1,(),(

),(),(),(

akkkbkabak

aabbaababa

−+=

+++=⊕

D

解:显然V非空 1
0

   以及 2 个封闭的代数运算
02

验证 先设
03 Rtkbarbaba ∈=== ,),,(),,(),,( 332221 及βα

         

2 1 2 1 2 1

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 2 3 2 3 1 2 3

(1) ( , )
(2)( ) (( ) , ( ) ( )
...................... ( , ( )
.... ( ) ( ( ), ( ( ) ( )
.....................

a a b b a a
r a a a b b a a b a a a

a a a b b b a a
r a a a b b b b a a a a a

α β β α
α β

α β

⊕ = ⊕ = + + +
⊕ + = + + + + + + +

= + + + + +

⊕ ⊕ = + + = + + + + +

= 1 2 3 1 2 3 2 3 1 2 1 3

1 1 1 1 1
2

1 1 1
2

1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1

( , ) (
(3)0 (0,0), 0 ( 0, 0 0) ( , )

(4) ( , )

........... ( ) ) ( ), ( ) ( )) (0,0) 0
1

)

5)1 (1 ,1 1 (1 1) ) ( , )
2

a a a b b b a a a a a a r
a b a a b

a a b

a a b a b a a

a b a a b

α β
α α

α α

α α

α

+ + + + + + + = + +

= + = + + + = =

− = − −

⊕ − = + − + − + − = =

= + − = =D D D D

的负为

(

2
1 1 1

2 2
1 1 1 1

1(6) ( ) ( , ( 1)
2

1 1............... ( , ( ( 1) ) ( 1)( ) )
2 2

k l k la lb l l a

kla k lb k k a k k la

α

α = + −

= + − + −

D D D

 



2
1 1

1( ( 1
2

kla klb kla l k= + + − + −( 1))
 

=（kla1,klb1+
2
1

1 (( 1) )
2

kl k a−

=kl D α

(7)(k+l) D α =（（k+1）a1,(k+l)b1+
2
1

1 ( )( 1)
2

k l k l a+ + − )

         =((k+1)a1,(k+l)b1+ 
2 2 2

1
1 ( 2 )
2

k l kl k l a+ + − − )

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1( , ( 1) ( ) ( 1)
2 2

ka la kb k k a b l l a ka la= + + − + + − + ⋅ )
 

k lα α= ⊕D D  
(8)

2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1( ) ( , ) ( ( ), ( ( 1)( )
2

k k a a b b a a k a a k b b a a k k a aα β⊕ = + + + = + + + + − +D D )

2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 1( , ( 1) ( 1) ( 1) )
2 2

ka ka kb k k a kb k k a ka a k k a a= + + − + + − + + −

2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

1 1( , ( ( 1) ) ( ( 1) (
2 2

ka ka kb k k a kb k k a k a a= + + − + + − + 2 ))
 

2 2
1 2 1 2 2 2

1 1( , ( 1) ) ( ( 1) )
2 2

ka kb k k a ka kb k k a α β= + − ⊕ + − = ⊕
 

满足 3,故 V 是一个线性空间 

⑥

0, 2. (1 1). 1. 1.
0,

α α α α α α α
α

∀ ≠ = = + = + = +

⇒ =

不做成。违反分配律， 则会有

矛盾

α

  

P267,3⑧V=R
+
 P=R  a⊕ b=ab  kk a a=D

解:V非是①关于 封闭② ⊕ D

任取a.b.c , ,R k l R+∈ ∈

(1)a⊕ b=b⊕ a=ba 

(2)(a⊕ b)⊕ c=(ab)c=a(bc)=a⊕ (b⊕ c) 

(3)零元 0=1, a⊕ 0=a 1=a i

(4)负元-a=

1
a ,a (-a)=a⊕ i

1
a=1=0 

(5)1 a=aD 1=a 
(6)k D (l a)=k (aD D 1)=(a1)k=alk=(lk) a D
(7)(k+l) D a=a(k+l)=ak ial=ak⊕ al=k aD ⊕ l D a 

(8)k (aD ⊕ b)=k D (ab)=(ab)k=akbk

          = ak⊕ bk= k aD ⊕ k D b 

都成立,故R+关于 做成R上的向量空间 ⊕ D
  

  
P268.4①k0=0 



证:设

0 , 0 (0 0) 0 0
( ) 0

k k k k kα α α
α α α
= = = + = + = α+

∴ = + − =
则

即 k0=0 

4② ( )k k kα β α− = − β

)k

0 ( ) ( 1) [1 ( 1)]. 0. 0
( 1)

( ) ( ( 1) ) ( 1) ( 1)(
( ( ))

k k k k k
k k k k

α α α α α α
α α

α β α β α β α
α β α β

β

= + − = + − = + − = =
∴ − = −

− = + − = + − = + −
= + − = −

∵

故

 
  
  

P268,5 实函数空间F中,0 是 0 函数 0(x),∀ x∈定义域O(x)=0, 

于是k 1+i 2cos cos 2l t m⋅ + ⋅ t
)

x
t

≠

=
2 21 cos (2cos 1k l t m t⋅ + + −

2( ) 1 ( 2 )cosk m l m t= − ⋅ + +  
可取,m=1,k=1,l=-2,则 

21 1 ( 2)cos 1 cos 2 0 ( )t t⋅ + − + ⋅ = ⋅  

∴ 线性相关 
21.cos ,cos 2t

  
P268.6在P[x]中,0 元是 0 多项式(即系数全为 0 的多项式) 

证:∵ 1 2 3 1 2 2 3 2 1( , , ) 1, ( , ) 1, ( , ) 1, ( , ) 1,f f f f f f f f f= ≠ ≠

设 设1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0,a f x a f x a f x+ + = 不妨 1 0a ≠

32
1 2 3

1 1

2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) 1,

aaf x f x f x
a a

f f

∴ − − + −

≠∵ 2 3被(f(x),f(x))=d(x), 

那么d(x)整除 2 3,f f 的组合,故 于是有 1( ) | ( ),d x f x

         1 2 3( ) | ( ( ), ( ), ( ))d x f x f x f x

与 矛盾! 1 2 3( , , ) 1f f f =
  

P268,7① ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1,1,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 4321 = )−−=−−=−−== ξεεεε

设 1 1 2 2 3 3 4 4x x x xξ ε ε ε= + + + ε 得方程解 

1
1 2

2
1

3

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1
41 1 1 2 1 1 1 1 2
11 1 1 1 1 1 1 1 1
41 1 1 1 1 1 1 1 1

x
A Ex

x A A
x

−

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ∴ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠

− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∵

 



                       
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=

41
41

41
4

5

1
1

1
5

4
1

1
1
2
1

1111
1111
1111

1111

4
1

 

坐标为
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

4
1,

4
1,

4
1,

4
5

  
  

268 1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3

1 2 3 4

2 4

1 2 4

.7.(2) (1,1,0,1), (2,1,3,1), (1,1,0,0), (0,1, 1, 1) (0,0,0,1)
,

0 1 2 1 0 0 1 2 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0

0 3 0 1 0 00
1 1 0 1 10

P
x x x x
x x x
x x x x
x x
x x x

ε ε ε ε ξ
ξ ε ε ε ε

= = = = − − =

= + + +

+ + =⎧ ⎫ ⎛ ⎞
⎪ ⎪ ⎜ ⎟+ + + = −⎪ ⎪ ⎜ ⎟ →⎨ ⎬ ⎜ ⎟−+ =⎪ ⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎪ −+ = = ⎝ ⎠⎩ ⎭

，

设 得

1 2 3 4

1 2

3 0 1 0
0 1 1 1 1

1 0 1 2 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 1 2 1 0 0 1 0 1
0 0 1 2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

1, 0, 1, 0

(1,0, 1,0)

x x x x
ξ ε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜→ → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟
⎟− −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

= = = − =

⎟
⎠

∴ = −

−

唯一解得

在此基下的 坐标为

 

P268.8① 的一组是
n nP ×

2, . 1,2,..., ,ijE i j n n= 共有 个(矩阵)元素

它们线性无关 , 1

0 ( ) 0 , ,
n

ij ij ij ij
i j

a E A a i j a
=

= ⇒ = = ⇒∀ =∑∵ 0

且任何 , 1

( ) ,
n

n n
ij ij ij

i j

B b P B b E×

=

= ∈ = ∑则

2dim , , , 1,2,...,n n
ijP n E i j× = =它的一个基是 n

 

8② 中全体对称矩阵集合S(P),它的一个基是
n nP × ,ij jiE E i j+ ≤

            

1dim ( ) ( 1)
2

S P n n= +
 

n nP ×
中全体对称矩阵集合K(P),它的一个基是

,ij jiE E i j− <

           

1dim ( ) ( 1)
2

K P n n= −
 

n nP ×
中全体上

( ), ,ijU T E i j≤三角矩阵集合 它的一个基是

           

1dim ( ) ( 1)
2

U T n n= +
 



n nP ×
中全体真下

( ), ,ijD T E+ >三角矩阵集合 它的一个基是 i j

           

1dim ( ) ( 1)
2

D T n n= −
 

8②中, , 1 0, 1,a a a IRθ +> ≠ ∈零元是，取一个 则

       
, log ( lg .lk

ab R k b b k a a b k a+∀ ∈ = = = ⇒ =∵ D那么 取 g

      

log(log )

dim 1

a b
a

R

b b a a

a R R+ +

∴ = =

=

D
所以 是 的一个基  

268
2

1
1 3.8(4), ( ) ( ) [ ], ,

2
iP V f A f x R x A ω ω

ω

⎧ ⎛ ⎞
− +⎪ ⎜ ⎟= ∈ = =⎨ ⎜ ⎟

⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩  

解：因为ω 3
=1 

所以

2 2 2 3

4

1 1 1
. 1

1
A A Eω ω

ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟ =⎟
⎟
⎠

故任设
( ) ( ) 2

0 1 2[ ], n
nf x R x f x a a x a x a x∈ = + + + +"

则
( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 3 6 1 4 7 2 5 8f A a a a E a a a A a a a A= + + + + + + + + + + +" " "

2

故
( ) 2

210 AbAbEbAf ++=

∴E,A,A
2
可表示V中所有元素。 

如果

2 1

2

0
0 0

0

x y z
xE yA zA x y z

x y E
ω ω

ω ω

+ + =⎧
⎪+ + = ⇒ + + =⎨
⎪ + + =⎩

∵系数行列式

( )2 2

2

1 1 1
1 3 0, 0
1

x y zω ω ω ω
ω ω

= − ≠ = = =所以 只有零解

即，E、A、 线性无关，由定理 1 2A
dimV=3, 它的一个基是E、A、 2A

  

P269.9① ( ) ( ) ( ) ( ) (1 2 3 4 1 21,0,0,0 , 0,1,0,0 , 0,0,1,0 , 0,0,0,1 , , , , )3 4x x x xε ε ε ε ξ= = = = =

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 42,1, 1,1 , 0.3.1.0 5.3.2.1 , 6.6.1.3 ,η η η η= − = = =  

解 1 1 2 2 3 3 4 4x x x xξ ε ε ε= + + + ε

   ( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , , , , ,y Aε ε ε ε η η η η ε ε ε ε y∴ → =  

∴坐标y为            
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−
−
−−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= −

4

3

2

1

4

3

2

1

1

2763191277
320031
27233194271
9113194

x
x
x
x

x
x
x
x

Ay

（A-1计算附下页） 



( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

0300
9700

4310
3101

2001
1010

1100
1000

0300
3230
4310
3101

3101
1211
6331
6502

, EA

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
−−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

27000
9100
4010
6001

2001
8312

3101
7312

0300
9100

4010
6001

1001
0100
0010
0000

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−
−−
−−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
−−

2726
3
191297

3232031
2723272374271
91113194

1000
0100
0010
0001

26937
8312
3101
7312

 
  

P269.9.(2)求由 1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , ,ε ε ε ε η η η η→
的过渡矩形,并求多在 1 2 3 4, , ,ε ε ε ε

下的坐

标. 

  

1

2

3

4

(1, 2, 1,0)
(1, 1,1,1)
( 1,2,1,1)
( 1, 1,0,1)

ε
ε
ε
ε

= −
= −
= −
= − −           

1

2

3

4

(2,1,0,1)
(0.1,2,2)
( 2,1,1,2)
(1,3,1,2)

η
η
η
η

=
=
= −
=     (1,0,0,0)ξ =  

解
( )T4321432,1 ,,,(),, εεεεηηηη =∵

   因此. 

( )
1

1 2 3 4 1 2 3 4, , , , ) ( , , , ( , )

( , )

T X

T X A B

η η η η ξ ε ε ε ε
−

=

∴ =  
2 0 2 1 1 1 1 1 1
1 1 1 3 0 2 1 2 1

( , )
0 2 1 1 0 1 1 1 0
1 2 2 2 0 0 1 1 1

B A T

− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ − −⎜ ⎟ ⎜ X

− ⎞
⎟
⎟∴ = =

⎜ ⎟ ⎜−
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎟
⎠  

?

022211110
121221020
215131430

112021111

022211110
011200111
031111212
112021111

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−−

−−−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

−−−

∴

  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
−−

→

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−−−−

−−−−−

→

30130013000
114105100
116116010

31120112001

114105100
2711704700

125213200
022211110
114212201



                                                 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

→

13301000000
13211100100

13510110010
13310010001

 

因此:过渡矩阵
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0100
1110
1011
1001

T

令 在 1 2 3 4, , ,ε ε ε ε
下的坐标为

( )
13
3,

13
2,

13
5,

13
5

−−

  

P269.9③ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 41,1,1,1 1,1, 1, 1 , 1, 1,1, 1 1, 1, 1,1ε ε ε ε= = − − = − − = − −

    ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 41,1,0,1 , 2,1,3,1 , 1,1,0,0 , 1, 1, 1,1η η η η= = = = − −  

求 ( ) 1 2 3 41,0,0, 1 , , ,ξ η η η η= − 在 下的坐标

解  若 ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , ,Tε ε ε ε ε ε ε ε= 那么

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=

1011
1030

1111
0121

1111
1111
1111

1111

4
1

1011
1030

1111
0121

1111
1111
1111

1111

T

 
  

=

( ) (1 2 3 4 1 2 3 4

3 1 2 1
1 1 2 31 , , , , , ,
1 3 0 14

1 1 0 1

)y xξ η η η η ε ε ε ε

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟ = =
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

而

                          ( )1 2 3 4, , , TYη η η η=  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==∴ −−

1
0
0
1

2
1

1111
1111
1111

1111

4
1

1
0
0
1

11 AXXTY

 
不如直接解出

y

( )1 2 3 4

1 2 0 1 1 2 1 0
1 1 1 0 0 1 0 1

, , ,
0 3 1 0 0 3 0 1
1 1 1 1 0 0 1 2

yξ η η η η

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟ ⎜= ∴ →
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟
⎟− −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − − − ⎟⎟

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1
0
1

1

⎝ ⎠ ⎝ ⎠



⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

23
4

21
2

1000
0100
0010
0001

3
1
1
2

2000
2100
1010

0001

1
3

1
1

2100
2000
1010

2101

 

故
1 2 3 4

1 3 12 4 2, , 4,
2 2 2

ξ η η η η ⎛ ⎞= − − + − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

在该基下坐标为
3
2

  

P269.10.设

( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4

2 0 5 6
1 3 3 6

, , , , , ,
1 1 2 1

1 0 1 3

x X Aξ ε ε ε ε η η η η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

作

解
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

∴

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

1
1
1
1

0000
1100
1010
1001

4400
1100
2110
2101

4400
3210
4220
2101

2101
1111
6321
6501

kx

只要k≠0 即可，取k=1 即有 ( )1 2 3 4 1,1,1, 1ξ ε ε ε ε= + + − = −
  

  
  

P269.11，    规定 （自然对数） RR RVRV +== 21 , aeaRRB →→ + ,:

则 ( )bbeebaB ba ln,11 原为正定的和映上以是 ≠⇒≠−

又 ( ) ( ) ( )·a b a b a ba b e e e e e a bδ δ++ = = = ⊕ = ⊕∵ δ

     ( ) ( ) ( )kka a aka e e k e k aδ δ= = = =i i

故δ 就是同构，
+≅ RR 其实任取一个数d(d>0,d≠)代替e均可： 

  
  

( )269 1 2 1 212 , , ,p V V V V V V⊆ ≤ ≤设
且 21 dimdim VV =

   证明 21 VV =

只须证 21 VV ⊇

证：设dim 1 2 1 2dim , , , , rV V r α α= = "且 α 为V1的个基任取 2V∈β

1 2 2, , , r Vα α α ∈" 且在V2中线性无关. 

因为 2 2 1 2dim , 1 , , , , ,rV r V r β α α α= + "故 中这 个向量 线性相关，由临界定理. 

1 2 1, , , r Vβ α α α β← ⇒ ∈"  



即  中（得证） 12 VV ⊆
  

( ) ( ) { }269,13 , n n n nP C A x p AX XA P× ×= ∈ = ⊆
 

       1）
( )0 C A φ∈ ≠∵

( ) ( ) ( )AYXYAXAAYAXYXAACYX +=+=+=+⇒∈∀ ,  

                   ( ) ( ) ( ) ( )A kX k AX k XA X kA⇒ = = =  

    ( )ACkAyx ∈+∴ , 即C（A）≤
n nP ×

2） ( ), ,n nx p XE EX X C×∀ ∈ = ∈∵ 有 故 E

    ( ) ( )n n n nP C E C E P× ×∴ ⊆ ⊆但  

    ( ), ( ) n nA E C A C E P ×∴ = = =当 时  

3） ( ) n n
ijx x P ×∀ = ∈     由于

1
2

...
A

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

有X ( ) AXXAAC =⇔∈

  ,ij ijXA jx AX⇔ =第i行j列元素， 第i行j列元素ix

i

E

意

 

                        ( )ij,∀

   

( ) ( )

11

22

1

0

0, , ,

...

j

j i

n

ii ii
i

nn

i j xi i j

i j xi i j i j x

x
x

X x

x
=

⇔ ∀ − =

⇔ ≠ = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⇔ = =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

， ，

时 若 则 则 任

11, 22 , , nnE E E"
线性无关 

    此时C（A）是全体对角矩阵，E11，E22，…，Enn是它的一个基，故 
                        dimC(A)=n 
  

P270.14 设
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++++
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

ifchebgda
feb
cba

Ax
ihq
fed
cba

x
232323

03,03
23
23
23

=⇒+==⇒+=⇒=∴
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++
++
++

= ffddccaaXAAX
iihiq
ffefd
ccbca

XA

且

3 2 3 3
3 2 3
2 2 , , , ,

a d g g i a d q i
b e h h i b e h i
i i i a d b e

+ + = + + + =⎧⎧
⎪ ⎪+ + = + ∴ − + =⎨ ⎨
⎪ ⎪=⎩ ⎩ 任意

3



( ) 1 2 3 4 5, , , , , , , ,a b d e i ε ε ε ε ε∴ =依次取 得
基元素 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 113
000
000

010
010
000

001
001
000

030
000
010

003
000
001

 
dimC(A)=5 

p270.15 
βαβαβ

3

2

3

1

1

3

1

2
32131 ,0,0

c
c

c
crr

c
c

c
crccdccc −=−−=⇒=++≠

( ) ( rLLr .... ββαββα =⇒← )∴  
  

P270.16①
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
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⎟

⎠

⎞
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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−
−

−

⇒

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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1000
0110
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1220
0110
1111

1111
0311
1021
1312

4

3

2

1

α
α
α
α

线性无关324 ,,

0000
1000
0110
1111

ααα∴

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

→

 
  

( )1 2 3 4 2 3 4, , , 3 , , ,α α α α α α α= 故基为  
  

P270.16②       
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−
−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
0000
0021
1312

0053
0042
0021
1312

1351
1354

1311
1312

4

3

2

1

α
α
α
α

( ) ,,2,, 214321 αααααα =∴秩 是一个极大无关组 

( ) ,,2,,,dim 214321 αααααα =∴ L 是它的一个基 
  

P270.17
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

→
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−

−
→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−

−

0
37
34

000
3810
35321

7
7

4

830
830
523

11
3

4

1353
313
523

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−→

0
37
92

000
3810

9101

 

系数矩阵为A，秩（A）=2 基础解系含 4-2=2 个向量，可为
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

9
0
21
2

0
9
24

1



∴解空间的维数为 2，基底一个是 

( ) ( )1 24 9 0 , 2 21 0 9− ，，， ，，，  
  
  

（P270，18，①）解设 ( ) ( )212211 ,, ββαα LVLV ==

若设 2124132211 VVrxxxxr ∩∈+=+= 即ββαα

则

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

2 0
2 0

3 0
7 0

x x x x
x x x x

x x x
x x x

− − − =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ + − =⎪
⎪ − − =⎩

1 1 2 1 1 1 2 1
2 1 1 1 0 3 5 3
1 1 0 3 0 2 2 2
0 1 1 7 0 1 1 7

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜→
⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟
⎟− −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠ ⎝ − ⎠

⎞
⎟

1 0 1 2 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0 4
0 0 2 6 0 0 1 3
0 0 2 6 0 0 0 0

− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜→ →
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

− −⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎟
⎟
⎠  

有非零解如     即 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
3

4
1

4

3

2

1

x
x
x
x

( ) ( ) 维所以秩 1322dim3,,, 212121 =−+== VV ∩∵ ββαα  

它的一个基是  ( )4,3,2,5−=r

（P270，18，②）解：设V1=L（ 21,αα ）， ( )212 ,ββLV = 则由 

            

 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝
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→
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⎟
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⎜
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⎛
−
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⎜
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1100
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0011
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1100
1110

0011

0110
1100
1110
0011

0110
1100
1101
0011

由此秩 ( ) ( ) ( ) 4,,,,dimdim4,,, 2121212121 ==+∴= ββααββαα LVV 而 

2dimdim 21 == VV ，所以 ( ) 0422dim 21 =−+=VV ∩

此时 没有基. 21 VV ∩

（P270，18，③） ( ) ( )1 1 2 3 2 1: , , ,V L V L 2,α α α β β= =解 设

由 秩为   
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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⎜
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⎝
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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2410
2121

1101
1113
2121

3

2

1

α
α
α

3 2dim
3dim

2

1

=

=∴

V
V

显有

设 2124332211 VVxxxxr ∩∈=++= βααα 则得 
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xxxxx

xxxx
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
−

→
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→
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

1
0
0
0

1000
0100
0010
0001

秩为3：即秩 ( ) 4,,,,, 2
''

13
'

2
'

1
' =ββααα

( ) ( ) 145dim4dim 2121 =−==+∴ VVVV ∩故  

取方程组一个非零解 ( ) ( )0,1,2,1,3,,,, 54321 −−=xxxxx

即 213211 ,23 VVr ∩∈−−== αααβ 是一个所求的基 
  

P270.19  ( )1 2 1 1, 0 dim 1,1,1, ,1 1nx x x V V n n+ + + = = = −" "的空间 一秩

         

1 2 2

1 1
0 , 1 1

1 1
nx x x V A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = = = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

" 的解空间

 

( ) ( ) 11dim 2

221

=−−==

===

nnAnV
Vxxx n

一秩

的解空间"

 

若

( )
( )

1 2
1 2 1 2

1 2

, , , 0
, 0

n
n

n

V V
n

α α α αξ α α α α
α α α α

Δ ⎫⎪⇒ = = ⋅ = == ∈ ⇒⎬
⇒ +⋅+ = = ⎪⎭

" ∩ ,则 =

( ) 1 2, , , 0 8 V Vξ α α α∴ = = +" 即由定理 推论 是直和  

( ) ( ) ,11dim 2121
nPVVnnVV ⊆+=+−=⊕ 是∵

 

   ( ) ( ) 2121 3.8.88.612dimdim VVPpVV nn ⊕==⊕ 题由
  
  
  

P271，20，设 212111211121 , VVVVVVVVVV ⊕⊕=⊕=⊕= 那么

证一：设 21212110 VVV ⊕=++= ∵ααα

    0,0 112112 也为V∈+=∴ ααα 即 



    11 12 11 12O V Vα α= + ⊕为 的直和分解或故 

    212111211 00000,0,0 ++=== 有唯一分解式所以αα  

21211 VVVV ⊕⊕=∴  

证二： ( ) 2121121 dimdimdimdimdimdim VVVVVV ++=+=

证毕 
  

P271.21 ( )1 2, , , m iV L W L ( )iα α α α= =∵ " 作

2

1 1 3

,
n n

i i i i i i i i
i i

cV r V W b y
c

β β β β β α
= =

∀ ∈ = = ∈ = = −∑ ∑若 可设 β

0 ic
 

( ) ( )0 ,i i i i i i i ir b c d b c bβ⇒ = Σ − = Σ − ⇒ − = ∴ =无关性  

因此  nii WWWVr ⊕⊕⊕=∴∴= "21,的分解式唯一ββ

  
  

P271.22∵ 故若 为直和则
∑∑
≠

−

=

=⊆=
s

ij
ij

i

j
ji VVVW

1

1
∑
=

s

i
iV

1 { }0=ii Vr ∩

{ }0=∴ ii WV ∩ 从而必要性显然. 
反过来证充分性 

若
1 2 1 2

1

, , , , 0, 0
s

i s i i
i

V V sα α α α α α
=

α∈ = + +…+∑ "不是直和,有 不全为 且

1 2, , , ,k s s 1α α α α α− "为 中第一个不为 0 的向量故 

    
( ) ( )

1

1 2 1
1

0 ( )
k

k k
j

V Wα α α α
−

−
=

≠ = − + − +…+ − ⊆ =∑ j K

显然若k=1 20000,0,0 121 ≥∴+⋅+++−===≠⇒ kS 矛盾而 αααα "

又 { }0≥≠∈ kkkk WVV ∩从而α 与已知矛盾，故 

         
S

s

i
i VVVV ⊕⊕⊕=∑

=

"
1

21

  
  

  
  

P271.23②当平面经过原点是线性子空间，不经过原点则不是 

          ∈∵若0 平面 平面∈α

         则 ( ) 平面∉≠1kkα



23②L1+L2生成直线 ( )21 LL =当

          生成直线 ( )21 LL ≠当

     L1+L2+L3生成直线 ( )321 LLL +=当

          生成直线 ( )共面当 ,,, 321 LLL

          生成空间R3 ( )不共面当 321 ,, LLL

23②当然不一定有  如右图 

  不x平面  y为平面中线 VV +

xy ⊆  

但 ( ) ( ) 0,0,0 =+≠∴== VyVyyVYVy ∩∩∩∩
  
  
  
  
  
  

P271 补 1①因为

( ) ( )
i

i ax
xfxf

−
=

       
( ) ( ) ( )1 2( )....... nf x x a x a x a= − − −

( ) ( )ikaf ki ≠= 0
   或    

( ) ( )
( )i i i jj i

f a a
≠

= Π − a

如果n=1,则 显然 线性无关 1( ) 1f x = ( 0)≠

如果n≥2，而 1 2( ), ( ), , ( )nf x f x f x"
线性相关,则不妨设

1
2

( ) ( )i i
i

f x k f
=

= x∑

但是在 处值,右边恒为 0,左边为1ax = 1 1 12
( ) ( ) 0

n

jj
f a a a

=
= Π − ≠

矛盾 1 2( ), ( ),..., ( )nf x f x f x∴
线性无关,而dimP[X]=n 

以及单个
( ), 1, ( ) [ ] . ( )i i n if x n f x p x f x≤ − ∴ ∈次数 故诸 形成基

P271 补 1②
2 31 , , ,..., 1, ( i

n nx a iω ω ω ω ω ω= = =的单数根为 本原的)

1
1 2 3 (( )( )( ) ...

u i un
n i u i u n

i i i
i

f x xf x x x x
x a x w x

ω ω ω ω ω
ω

−
1)i− − −− −∴ = = = = + + + +

− − −  

2

2 1

2 4 2( 1)2 1
1 2

1 2( 1) ( 1)

1 1 ... 1 1
... 1
... 1( ( ), ( ),..., ( )) (1, , , , )

... ... ... ... ...

... 1

n

nn
n

n n n

f x f x f x x x x
ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω

−

−−

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  



2

2 1

2 4 2( 1)

1 2( 1) ( 1)

1 1 ... 1 1
... 1
... 1

... ... ... ... ...

... 1

n

n

n n n

T
ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω

−

−

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∴ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

  

（P271 补 2）因 nααα ,,, 21 " 线性无关，设秩 ( ) , , ,A r p Q= ∃
可逆使 0

0 0
r

n s

E
A P Q

×

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠  

所以                  ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,s n Aβ β β α α α=" "                     

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

0 0 0
, , , , , , , , ,

0 0 0 0 0 0
r r

n n n

E E E
P Q r r r Q r r r Qα α α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" " " r

= 1 2( , ,..., ,0,...,0)rr r r

1 2 1 2, , , , , ,S rr r rβ β β∴ ←" " 但Q可逆 ( ) ( ) 1
1 1, , ,0, ,0 , ,r sr r Qβ β −=" " "

1 2 1 2, , , , , ,r sr r r β β β∴ ←" " 由定理了 

( )( ) ( )( ) ( ) (1 2 1 2 1 2dim , , , , , , , , ,s r rL dim L r r r r r r rβ β β = = =" " "秩 秩 )A=

( )1 2, , , 'm

 

f x x x x AX="P271 补 3，设

由 的符号差为S，那么f的掼性指数( ) fnf ,=秩 2
snp +

=

                                
( )snqf −=

2
1

的负惯性指数
 

非退化线性替换，使 

       ( ) ( ) 2222
nmpnn yyyyyygxxf 1111 −−−++== + """"

q n

作 n 维向量      

1 1 1 2 2 2

1 0
0 1
0 0

, , ,
1 0
0 1
0 0

p p q q p qy y yε ε ε ε ε ε+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = + = = + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"

  

  ε ε

  



  

那么 在y( )1 ng y y"， ，
i处的值为 0 且，若 

         1 1 2 2o qy b y b y b y= + + +" q

    则 在y( )1, , ng y y"
o的值为

022
1

22
2

2
1 =−−+++ qq bbbbb "

于是 ( ) ( )2 1 2 1 1 2, , , , ,q qV L y y y V L cy cy cy= =" "及

    1Vf在∴ 中任意处 的值，等于q在 的值为 0 
( )∑

=

a

i
ii cyq

1
∑
=

q

i
iya

1
2

1 2, , , qy y y∵ "
线性无关， 1 1 2 2, , t qx cy x cy x cy∴ = = ="

线性无关 

( ) ( )//
2
1

2
1dim 1 snsnqV −=−==∴

 

bo如果 则 作0<s qp < ( )1, , , nx cy f g y y= = "
为规范形 

这对可取 生成 且 要化g 1 2, , , py y y"
2V 2V

同时作 ( ) ( )1 1 2 1 2, , , ,p pV g x x x L y y cy= ="

( ) 且即使得同 0/ 11 =VfVao
 

     
( ) ( )//

2
1

2
1dim 1 snsnPV −=+==

 
  

( ) 1 2271 4 : ,P V ≠ ≠∵补 证法一 V V V  

故若 ( )即可必存在则取一 αα 221 VVV ∉⊆

  苦 ( )即可也存在则任取一 αα 121 VVV ∉⊇

若 1 2 2 1 1 2 2, ,V V V V V V V V1,α α β β∉ ∉ ∈ ∉ ∈ ∉则可取 和

.,, 21212 即为所求也矛盾矛盾 VVVVV ∉∉+∴∈+∈⇒∈+ βαβαββα∵  

证法 2：若 同上显然或 ,1221 VVVV ⊆⊆

    当 考虑取时 ,,,,, 2111221 VVVVVVV ∈∈∉⊄⊆ ββα 一切的 βα k+ 如右图

{ }βα k+ 理解为V1的平行体. 

断言 ( ) ( )bVkPa 1, ∈+∈ βαα若有 至多存在一个k，使 2Vk ∈+ βα

证（a）有 ( ) ,., 111 VkkVVkpk ∈−+=⇒∈∈+∈ ββααββα ∵ 矛盾！ 

（b）若有 221222121 ,, VkkVKVkpkk ∈−∈+∈+∈≠ βββαβα 则使



             ( ) 2221 VVkk ∈⇒∈−⇒ ββ 矛盾！ 

故若 ,2Vkpk oo ∉+∈ βα 则 βα ok+ 即为所求， ,, 21 VV ∉∉

若 21112 , VVkkkVk oo ∉∉+≠∈+ βαβα 有则任取 即为所求 

证法二虽然思想复杂，却可以把问题做大 
  

（P272）补 5 

( )VVVs ≠∴= 11 ,1 非平凡虽然∵  

2=s  命题已证，即第 4 题设S=k时命题成交，考虑s=k+1 时， 皆非

平凡了空间对于

1 2 1, , ,k kV V V V +"

( )1 2 1 1, , , k k KV V V V V V kα α β+ +∉ ≠" ∵任取 考虑一切 +

  

同样（类似 4 题证法 ），6( ,92,12,3)P ( )kiVVkpk ik "2.1, 1 =∈+∈∀ + 对每个βα 至

多只须一个使， ii Vk ∈+ βα

取 的任一数即 1 2, , , ,1o kr r r "为不同于 r

               { }1 2 1, , , ,o Kt p t t V V +∈ − " k

V V V

 

那么   1 2 1, , , ,o K kl V ot+∉ "     α β+∴ 即为所求 
  

 
第九章 第九章        欧几里得空间习题解答 

P394.1.1 

  

( , ) ' 0(" " 0)

' ( ') ' ' ' ( , )

A A

A

α α α α α

β α β α β α α β α β

∴ = ≥ = ⇔ =

= = =

正定 非负性证得

由矩阵失去,线性性成立,再由( , )= A A  
对称性成立，是一个内积 



( ) 1

1 1

1 1 1 1 1 1

6
1

P394.1.2 , (0 0 6) ;
1
9

, ,

P394.1.2 | ( , ) | | || |

( , )

| ( )(

i
i j ij

i j n

n n

ij i j
i j

n n n n n n

ij i j ij i j ij i j
i j i j i j

A

a x y

c s B a x y a x x a y y

ε ε α

ε ε ε

α β α β

α β
= =

= = = = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

)

∴

≤

=

∴ − − ≤

∑∑

∑∑ ∑∑ ∑∑

" "

"

∵

的度量矩阵即为A

不等式为|( )

 
  
  

  
393.2P ①, α =(2,1,3,2), β =(1,2,-2,1) 

3| | 18 2,| | 10, ( , ) 0,

,
2

α β α β α
πα β

∴ = = = = ∴ ⊥

∴ =〈 〉

β

 
393.2P ②, α =(1,2,2,3), β =(3,1,5,1) 

3

3

| | 18 2,| | 36 6,( , ) 18

( , ) 18 2( , ) arc cos cos cos
| || | 2 42,6

arc arc

α β α β

α β πα β
α β

= = = = =

∴ = = = =
 

393.2P ③, α =(1,1,1,2), β =(3,1,-1,0) 

| | 7 | | 11 ( , ) 3
3, arc cos 70 0 '30 ''38
77

α β α β

α β

= = =

∴ = = °〈 〉
 

  

P393. 3    | | | | | |α β α β+ ≤ +∵

  

( , ) | | | ( ) ( ) | | | | |
( , ) ( , )

d
d d

α γ α γ α β β γ α β β γ
α β β γ

∴ = − = − + − ≤ − + −
+        =  

  

P393.4 在
4R 中求一单位向量与(1,1,-1),(1,-1,1-,1),(2,1,1,3)正交

解设所求 



2
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4

1 2 3

( , , , ) 1,

0
0

2 3 0

1 0 1 11 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 2 0 0 0 1 0 0 3,

2 1 1 3 0 1 3 1 0 0 3 1

4, 0, 1
1 ( 4
26

ix x x x x

x
x x x x
x x x x

x x x x

x

x x x

α

α

= =

+ − + =⎧ ⎫
⎪ ⎪− − + =⎨ ⎬
⎪ ⎪+ + + = ⎭⎩

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − → − → =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = = −

= −
±

∑则 且

与各向量的内积为0得

令 得

,0, 1,3), ( )− 单位化
 

  

393.5P ①证:因为 1 2( , ) 0, 1.2 , ,i ni nγ α α α α= = " "而 是一个基

1 1
( , ) ( , ) ( , ) 0.

0.

n n

i i i i
i i

k kγ γ γ α γ α

γ
= =

∴ = =

=

∑ ∑
因此,必有

=

 
393.5P ②证，∵ 1 2( , ) ( , ), 1.2 ,i i i nγ α γ α= = "

1 2( , ) 0, 1.2i i nγ γ α∴ − = = "  
由第①小题： 1 2 10, 2γ γ γ− = =故 γ

P393.6    

1 2 3 1 2 3

2 2 1
1( , , ) ( , , ) 2 1 2
3

1 2 2
α α α ε ε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟

−
− −⎝ ⎠

∵

  

而

1 2 3

2 2 1
1 2 1 2 , ,
3

1 2 2
α α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

是正交矩阵,所以 是标准正交基

  



1 1 2 1 2 4 3 1 2 3

1

2 1
2 1 2 1 1 2 4 5 1 2 4

1 1

3 1 2 1 2 3 5

1 1 5

2 1 2 4 5

3 1 2 3 5

393.7
, / 2

( , ) 1 1 1 1 ( 2 2
( , ) 2 2 2 2
2 1
2 10

1 ( )
2
1 ( 2 2 )
10

1 ( )
2

s

P
α ε ε α ε ε ε ε ε ε ε

β α
α β

5)β α β α β ε ε ε ε ε ε ε
β β

β α β β ε ε ε ε

η ε ε

η ε ε ε ε

η ε ε ε ε

= = − + = + +

=

= − = − = − + − = − + −

= − − = + + −

= +

= − + −

= + + −

1

2

3

解:

再正交化称:

ε

⎞

 
  

P394.8，解：

1

2

3

4

5

2 1 1 1 3 1 0 0 1 4
0 0

1 1 1 0 1 0 1 1 1 5

X
X
X X
X
X

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟ = → =⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟− ⎠

4
5

0
0
1

  

解出：

1 2 3

0 1
1 1
1 0
0 1
0 0

η η η

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

        

  
Schmidt: 

1 2 2 1 3 3 1

0 2
1 1 1

1 1 5 13 11 1
2 2 2 10 5

0 2 2
0 0 0

β β η β β η β

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= = − = − = + + − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

          

2 7
6

1 6
13
5

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

  
单位化便得到解空间的标准正交基： 
  



1 2 3

2
0 10

711
102 6

11 6
2 10 315

130 2
5100

0

ε ε ε

−⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

              =

 

P394.9   
1

1
( , ) ( ) ( )f g f x g x

−
= ∫ dx

已知
2 3

1 2 3 41, , ,x x xα α α α= = = =

解： 1 1 1β α= =

2 1 1
2 2 1

1 1

2 23 1 3 2
3 2 1 2

1 1 2 2

34 34 1 4 2
4 4 1 2 3 4

1 1 2 2 3 3

1 1 1 2 2 2

( , )
( , ) *

2
( , ) ( , ) 13 1 0
( , ) ( , ) 2 3

2
( , )( , ) ( , ) 350 2( , ) ( , ) ( , ) 5

3
2 2( , ) 2 | | 2, ( , ) | |
3 6

(

xdx
x x

x x

x x x

α ββ α β
β β

α β α ββ α β β
β β β β

α βα β α ββ α β β β α
β β β β β β

β β β β β β

−

−= − = −

= − − = − − − = −

= − − − = − − = −

= = = =

∫

∵又

1 4 2
3 3 3 31

1 6 4 2
4 4 4 51

2 1 8 4, ) ( ) | |
3 9 45 10
6 9 8 4( , ) ( ) | |
5 25 175 14

x x dx

x x x dx

β β β

β β β

+

−

−

= − + = =

= − + = =

∫

∫
 

单位化标准正交基 

3
1 2 3 2 4

1 6 10 14, , (3 1), (5
2 4 42

396.17.4
1 3 3 3 3 3 3 3
3 1 3 3 3 3 3 3

4
3 3 1 3 3 3 3 3
3 3 3 1 3 3 3 3

3 )x x x

P

A A E

γ γ γ γ= = = − = −

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x

4

 

1

1 2 3

4 3
( ) 4. 8

4 0

Acy
Tr A

x x

λ
λ λ

λ χ χ

∴ =

= = − ⇒ =

= − + − =

∵

2 2

1-

秩(A+4E)=1 至少为 重根,而

    -(4+4+4)+

解(A+4E)x=o,即
 



1 1
1 1
2 1

0 3

1 1
1 11 1 1
0 212 6 12
0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

得正交基础体系

1

1

0

0

单位化为

1
1

3
 

28λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

解(A-8E)x=0.得解取自A+4E的一列

3

-3

3

-3
 

1

1
11

12
1

1 1 1 1
22 6 12

4
1 1 1 1

2 42 2 12 '
2 1 1 40 26 12 8

3 10 0 212

T T AT T AT−

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

−⎛ ⎞− − − ⎜ ⎟−⎜ ⎟= =
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

单位化为

令 则 =

V

.

α

 
  
  

1

1 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1

1 1 1

395.10.1 0

( , , ) ( , ) ( , ) 0
, .

( , ) ( , ) 0

P V

V
V V

k k k V
β β α β α β α β β

β β
β α β α β

∈ ≠ ∅

= + = ⇒ + ∈ ⎫
∀ ∈ ∴ ≤⎬= = ⇒ ∈ ⎭  

1 1

1 2 3

1 2 3 1 1

1

P395.10.2    0 dim 1.

, , ,

( 2) ( , ) dim 1
dim 1.

n

n

V V n

V

i V i L V V n
V n

α α

α α α α α

α α α α

≠ ∴ ∉ ≤ −

=

∈ ≥ ∴ ≤ ⇒ ≥ −

∴ ≥ −

∵
"

"

故

将 扩充为 的一个正交基 那么.

 
  

P394，11①设两个基： 1 2, 1 2, , ,n nε ε ε η η η" "及 ,它们的度量矩阵分别为A和B,并设



 

1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2

1 2 1 2
' ' '
2 2 1 1 2 2

( , , , ) ( , , , )

, , ( , , ) ( , , , )
( , , ) ( , , , )

,

( , ) ( ' )

' ( )

n n

n n

n n

C

V X
Y Y

X CX Y CY

X BY X AY X C AC Y

C AC B

η η η ε ε ε

α β α ε ε η η η
β ε ε η η η

α β

=

∈ = =

= =

= =

= = =

2

2

X

∴ =

" "

" "
" "

任设

所以

合同  
P394.11②， 

取V的一个基 1 2, , , ,n Aα α α" 其度量矩阵为 因为A正交,故存在矩阵C,使

1 2 1 2 1 2

1 2

'

, , , , , , '
, ,

n n n

n

C AC Eη η η α α α η η η
η η η

=" " "
"

C AC=E

做基( , )=( )C,那么 , 的度量矩阵为

因此 , 为标准正交基.

,

 
  
  

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2
1 1 1 1 1

P394.12, , , , ( , )

( , , ) ( )

( , , ) , ,
| ( , , ) | , ,

, , ( , , | 0

( ) 0 | ( ) | | | 0,

m ij i j

m ij m m

m m

m m

m m

V

G

G
G

G

G

α α α α α α

α α α α

α α α α α α
α α α α α α

α α α α α α

α α α α α

×

∈ =

=

⇔ ≠

⇔ > ⇔ = ≠

"

"

" "
" "
" "

记:

，

称 ， 为 ， 的Gram矩阵

称 ， 为 ， 的Gram行列式

证明 ， 线性无关 ， ）

证:若m=1, 线性无关 ， 成立  
  

1 2

1 2

1

1, | ( , , ) | 0

( , , )

( , )

( , , ) 0, 0, 1, 2, .

n

m

m

j k k ij k ik k i k
k k j k j
k j

i j k k
k j

m G

A

c c a c

c i

α α α

β β β

β β α α α

α α α γ

= ≠ ≠
≠

≠

> =

=

⇔ = ⇔ = =

⇔ − = ∴⇔ = =

∑ ∑ ∑

∑

"

"

"

若 而 ，

不妨设 ，

m
 

  

1 2

1 2

( , , , ),

, , ,

j k k m
k j

j k m
k j

c L

ck

γ α α α α α

α α α α α

≠

≠

= − ∈

⇔ = ⇔

∑

∑

∵ "

" 线性相关
 



2
1 1

2
1 21 2 1 2

1 2 2
2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2
1 2 3

| ( ) | | |

| | | || | cos( , ), ( , )
| ( , ) |

( , ), ( , ) | || | cos | |

| | | | (1 cos ) (| || | cos )

| ( , , ) | ( )

G

G

G

α α

1α α α θα α α α
α α

α α α α α α θ α

α α θ α α θ

α α α

=

= =

= − =

=

类似地:

平行六面体积  
  

P394，13，设：

1

22 20

0 0

n n n

n

nn

A

α α α
α α

α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # % #
"

因为A正交，故A'A=E，令A= 1 2( , , )nβ β β"

由第 1 行列，
2
11 111, 1α α= = ±

由 β
1与其余各列正交， β

1⊥ β
j（j>1），（ β

1， β
j）= 11 1 10 0(j ja a 1)jα = ⇒ = >

1

1 0
0

A
A

±⎛ ⎞
∴ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠  
其中A1仍为上三角正交矩阵，但阶数少 1，故可用归纳法给出证明，且n=1 时显然为真，

由归纳法原理，证毕。 
  

P394，14①，设 用Schmidt方法

把它们正交化

1 2 1 2( , , , ), , , , n
n nA α α α α α α= " " \则 做成 的一个基,

1 2, , , ( 9,130,4.1)n Pε ε ε" 由定理2

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ),i iL L iε ε ε α α α= ∀" "  
  

11 12 1

22
1 2 1 2

1

( , , , ) ( , , , ) , 0

n

in
n n

n n

nn

t t t
t t

t
t
t

ε ε ε α α α
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

ii∴ = >
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

" "
%

 
  

1
1

1 2 1

1

1
1

2 2

( , , ) ,
0

( )

n

n

nn

t
Q T

t
Q AT

A QT QT
A QT Q T

ε ε ε T −

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∴ =

= =

= =

"
" %

11

1

t

令 正交,T =

唯一性 若  



1 1
2 2

1
2 2, 0, 0,

Q Q T T

Q

T T T T

− −

−

∴ =

∴

∴∵

-1
2 2上三角矩阵T T为正交矩阵Q

的对角线皆大于 的对角线皆大于 由13题(见P19,138,10.1) 
  
T2T-1=E，∴T2=T，满秩 
   ∴Q2=Q 
  
P394，14②，∵A正交，则存在C可逆使 

A=C'C 
而 C 可逆，由①，有 C=QT，Q 正交 T 上三角。 
   ∴A=C'C=T'Q'QT=T'ET=T'T 

  

P395，15①，A 2( , ) Vα α η α η η= − ∈ 为一单位向量

   

( , ) ( 2( , ) , 2( , ) )

( , ) 2( , )( , ) 2( , )( , ) 4( , )( , )( , )

( , )

A A

A

α β α η α η β η β η

α β η α η β η β α η η α η β η η

α β

= − −

= − − +

= ∴

∵

保持内积  
( ) (2 , )

( 2( , )) ( 2( , ))

A k l k l k l

k l kA

α β α β η α β η

lAα η α η β η β η α β

+ = + − +

= − + − = +

又

 
A∴ 为线性的,故A是正交变换  

  

P395，15②， 1 2 3, , n, ,η ε η ε ε ε= "以 为起点 扩充一个标准正交基,

     

1 1 1 1

1 2 1 2

2 0

1
1

( , , , ) ( , , , ) 1

1

| | 1,

i i i

n n

A A

A

A

ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

= − = − = − = ≥

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

( 2)i

∴ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∴ = −

" "
%

则

为第二类的  
  

P395，15③， 11 1 , ,dimA n V V n− =∵ 至少为 的 重特征值 特征子空间 1,−

1 n1 1 2 1 1

1 2 1 1 2

, , , , , ,
( 1, 2, 1), ( 12 1)

( ( , , , )) ( ( , , )) ( )

n n

i i n i

n n n n

V V
A i n A A i n

A L A A A L L

ε ε ε ε ε
ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε

− −

⊥ ⊥
−

= = − = −

ε

∴ ∈ = =

" "
∵ " "

" "

取 的标准正交基 扩充为 的标准正交基

而 与 正交

 
1( ), dimn n n n nA A A V n nε ε ε ε ε= ± = ⇒ = ∴ = −∵ 正交 若 矛盾, A ε

)

 

1
1

1

,

2 2( ,

n

i i
i

n

i i n n n n n n
i

V x

A x x x

α α ε

α ε ε α ε α ε α ε

−

−

−

∀ ∈ =

= − = − = −

∑

∑
是一个镜面反射  
  



0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

395,16, ' 1, ,

0, ' 0

P A A X

X X X

AX X AX AX X X

λ

λ λ λ

= −

≠ ∴ ≠

= = = =

若 为 的特征值 为其特征向量

 

( )
( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

' '( ) '( ) ( ' ') ( ) '

' ' ( ' )

X X X X X AX X A X AX X

AX X X X X X

λ λ

λ λ

∴ = = = − = −

= − = − = −
 

0 0 0 0 0( ' 0) 0X X λ λ λ∴ ≠ = − =由 或纯虚数  
  

P395，17①：

3 2

2 2 0
| | 2 1 2 3 6 8 ( 1)( 4)(

0 2
E A

λ
λ λ λ λ λ λ λ

λ

−
2)λ− = − = − − + = − − +

1 2 31, 4, 2λ λ λ= = = −  
1

1

1' (2,1,
3
1: ( 4 ) 0, (2, 2,1) ', (2, 2,1) '
3

1: ( 2 ) 0, (1,2,2) ', (1,2,2) '
3

2 2 1
1 1 2 2
3

2 1 2

1
: ' 4

2

A E X X

A E X X

T

T AT T AT

2) '

λ

ε

ε

ε

−

= −

− = = − = −

+ = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1

2

2

解:(A- E)X=0

   (A-E)X=0,    X=(2,1,-2) , 

解  

解  

令

则

 
  

  

P395，17②，A=

2 2 2
2 5 4
2 4 5

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

解：①： , (A E Eλ λ−∵ 用数1代),A- 的秩为1

2
2 2 1 1| | ( 1) ( ), ( )E A Tr Aλ λ λ λ λ λ λ 10∴ − = − − ∴ = − − =  

2 , ( )( 10 ) 0A E A E° − − =  

1 2 3 1 2

1 1
11, 2 2 0, : , 22

50
2

x xλ η

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−= + − = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

1解:x 得 η

 



1 2

2 2
5 4

1 4,
5 4

0 5
45

ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= − = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5

5

 

2 2

1
31

210, 2 3
2 2

3

A Eλ η ε

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

3取 的一列:

 

2 2 1
35 45

1 4 23 , 35 45
5 20 345

T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−° = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

取

 
  

1

1
: ' 1

10
T AT T AT−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

则

 

P395,17③,

0 0 4 1
0 0 1 4
4 1 0 0
1 4 0 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
0 4 1 1 0 4 1 1 0 4 1

0 1 4 1 1 4 1 1
| (5 ) (5 )(3 )

4 1 0 1 1 0 1 1 0
1 4 0 1 4 0 0 1 1 1

E

λ
λ λ

λ λ λ λ
λ λ

λ λ

− −
− − −

= = − = − −
− −

− −

解:|A-
4λ

λ−
−  

1 0 4 1
3 3

0 1 4
( 3)( 5) ( 3)( 5) 1 4

4 1 0
1 1

1 4 0

λ
λ

λ λ λ λ λ
λ

λ

− −
−

= − − = − − − −
−

−
−

1
1

 
  

3 3
1 1

( 3)( 5) 1 3 1 1 ( 3)( 5)( 3)
3 2

1 0 0

λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ

− − − +
−

= − − − − − − = − − +
− − −

 

1 2 3 4

( 3)( 3)( 5)( 5

3, 3, 5, 5

)λ λ λ λ

λ λ λ λ

= − + − +

= = − = = −  



1

1

2

3

4

1
1 1 1 1 1, ( , , , ) '
1 2 2 2 2

1

1 1 1 13 ', ( , , , ) '
2 2 2 2

1 1 1 15 ', ( , , , ) '
2 2 2 2

1 1 1, ( , ,
2 2

E

E

E

E

S

λ

ε

ε

ε

ε

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ = − −
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ∴ =

∴ =

+ ∈ ∴ = −

解:(A- )X=0

(A-3 )X=0,得:X=

解:(A )X=0,得:X=(1,-1,-1,1)

解:(A- )X=0,得:X=(1,1,1,1)

解:(A )X=0,得:X=(1,1,-1,-1)'

− −

1, )
2 2
− '

 

   

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

−
−

− − −
−

1
令:T=

2

 
  

'

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

-1

3

-3
则:T AT=T AT=

5

-5  
  

P395,17⑤：

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

解：秩（A）=1， 1 0 3Aλ∴ = 为 的 重根(特征根)

   

1 1 1 2 2

1 1 2 3 4

( ), 4
( 4 ) 0

0, : 0

Tr A
A A E

x x x x

λ λ λ λ λ

λ

+ + + = ∴ =
∴ − =

= + + +对于 解 =  
得： 

1 2 3 1 2 3

111 1261 1 1 2 111 1 1 1 126, , : , ,2 10 2 1 20 1260 0 3
30 0 12

α α α ε ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

单位化

 



4

1
21

11 24, ,
1 1

2
1 1

2

Aλ α

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 4对于 其解为 的一列: ε =

 

令T=

1 1 1 1
22 6 12

1 1 1 1
22 6 12

2 1 10 26 12
3 10 0 212

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

0
0

'
0

4

T AT T AT−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

则

 
  

P395，18①f=X'

1 2 0 1 2 0
' 2 2 2 , 2 2 2

0 2 3 0 2 3
f X X B

− −⎛ ⎛⎞ ⎞
⎜ ⎜⎟ ⎟= − − − −⎜ ⎜⎟ ⎟

⎟ ⎟⎜ ⎜− −⎠ ⎠⎝ ⎝

另解法，作正交矩阵，H=

1

1
1 ,( '

1
H H H−

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = =⎜ ⎟

⎟⎜ ⎠⎝

)

  

3 2 0 2 2 0
' 2 2 2 2 1 2 170 ( 9,139,11, 4)

0 2 1 0 2 0
A H BH E E A P

⎧ − ⎧ −⎫ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∴ = − = − − = − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪− −⎭ ⎭⎩ ⎩

即为 中的 见

2 2 1 1
1 1 2 2 ' 4 '( ' )
9

2 1 2 2
T T H BH

⎛ ⎛⎞ ⎞
⎜ ⎜⎟ ⎟= − = −⎜ ⎜⎟ ⎟

⎟ ⎟⎜ ⎜− −⎠ ⎠⎝ ⎝

取 正交,则T AT= E T

 
1 2 0 0 2

1( ) ' ( ) 4 ' 0 5 0 , 1 2 2
3

2 0 0 1 2 2 1
HT B HT T ET HT

⎛ ⎛ ⎛− 1 2⎞ ⎞ ⎞
⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟∴ = + = = −⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟

⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− −
⎟
⎟

⎠ ⎠ ⎠⎝ ⎝ ⎝  



即令

1 1 2

2 1 2 3

3 1 2 3

2 2 2
1 2 3

2 1 2
3 3 3

1 2 2
3 3 3
2 2 1
3 3 3

2 5

3X y y y

X y y y

X y y y

f y y y

⎧ = − + +⎪
⎪
⎪ = − +⎨
⎪
⎪ = + +⎪⎩

= + −则

P395,18②

1 2 2 1 2 2
' 2 2 4 , 2 2 4

2 4 2 2 4 2
f X X B

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜= − − = − −⎜ ⎟ ⎜

⎟ ⎜⎜ − −

⎟
⎟
⎟

⎠ ⎝ ⎠⎝
又∵A=-B+3E即为 17②中的A（见P9,138,10,3） 

1

2 2 1
35 45 1

1 4 2 , ' (3 ) 135 45
105 20 345

T T AT T E B T−

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟= = − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

取 则 =

⎞
⎟

 
  

1 1

1 2
(3 ) 1 2

10 7
T BT T E T− −

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜∴ = − =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

⎟
⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

  

令

1 1 2

2 1 2

3 2 3

2 2 1
35 45

1 4 2
35 45

5 2
345

3

3

x y y y

x y y

x y y

⎧ = + +⎪
⎪
⎪ = − + +⎨
⎪
⎪

= −⎪
⎩

y

2
3，则

2 2
1 22 2 7f y y y= + −

P395，18③,

0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0

' , ,
0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0

B
f X X B A

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟= = ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
= ⎟

⎠

2
1 2

1 1

' 1
1 1 1 1

1 1
2 2| | 1 ( 1), ( 1), ,

1 2 1 2

1 11 ,
1 12

1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 01 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 12 2

E B

T T

T BT T BT

λ λ λ λ ε ε

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = − + ∴ = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− − −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

解

令 则 正交,且

⎞
⎟− ⎠

 



1 1

1

1
0 1

, '
0 1

1

T
T T AT T AT

T
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎛ ⎞ ⎜ ⎟= ∴ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟−⎝ ⎠

令 也正交

 

1 1

2 1

3 3

4 3

2 2 2 2
1 2 3 4

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

2

2

4

4

x y y

x y y

x y y

x y y

f y y y y

⎧ = +⎪
⎪
⎪ = −⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪
⎪
⎪ = −
⎪⎩
= − + −

令

则  

P395，18④，

1 1 3 2
1 1 2 3

' '
3 2 1 1
2 3 1 1

f X X

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟= =
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

X AX

  
1 1 3 2 1 1 3 2

1 1 2 3 1 1 2 3
| | ( 1)

3 2 1 1 1 2 1 1
2 3 1 1 1 3 1 1

E A

λ
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

− − −
− − − −

− = = −
− − −
− − − − −

解:

 
1 1 3 2 1 2 3
1 1 2 3 1 1 2

( 1)( 7) ( 1)( 7)
1 2 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 0

λ λ
λ λ λ λ

1
1

λ λ λ λ

− − −
− − +

= − − = − −
− +
− −

− −
−

−

 
  

1 2
( 1)( 7)( 1)( 1)( 3) 1 1

1 1
λ λ λ λ

1
1

λ λ

− −
= − − − − + + −

+

 
1 2 1

( 1)( 7) 0 3 0 ( 1)( 7)( 1)( 3)
0 3 1

λ λ λ λ λ λ λ
λ λ

− −
= − − + = − − + +

+ +  
  

1 2 3 41, 7, 1, 3λ λ λ λ∴ = = = − = −  



1 1

2 2

3 3

4 4

1' (1,1,1,1) '
2

1' (1, 1,1, 1) '
2

1' (1,1, 1, 1) '
2

1' (1, 1, 1,1
2

λ ε

λ ε

λ ε

λ ε

=

= − −

= − −

= − −

(A- E)X=(A-E)X=0,得X=(1,1,1,1),

(A- E)X=(A-7E)X=0,得X=(1,-1,1,-1),

(A- E)X=(A+E)X=0,得X=(1,1,-1,-1),

(A- E)X=(A+3E)X=0,得X=(1,-1,-1,1), ) '
 

1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 7

, '
1 1 1 1 1
1 1 1 1 3

T AT T AT−

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜∴ = =
⎜ ⎟ ⎜− − −
⎜ ⎟ ⎜− − −⎝ ⎠ ⎝

1
令:T= 则

2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

2 2 2 2
1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1 11 ,
1 1 1 12
1 1 1 1

7 3

X y y
X y y

T
X y y
X y y

f y y y y

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
= + − −

则

 
  

P395,19,∵A实对称，存在正交矩阵T，使 

1

21'

n

T AT T AT D

λ
λ

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

 
1 2 ,

0( 1,2 )
n

i i

A
A D n

λ λ λ
λ⇔ ⇔ ⇔ > ∀ =

"
"

其中 ， 为 的所有特征根

正交 正交 正惯性指数=n  

P396.20“充分性”，设 1λ 为A的实特征根，取 1λ 的单位特征向量 1ε ，扩充为 的标准正交

基

n\
1 2 1 1 2, , , , ( , , , )n nTε ε ε ε ε ε=" "取 为正交矩阵

    

11 1
1 1 1 1

1

T AT T AT
A

λ α− ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠  
1 1 1| | ( ) | |, ,E A E A Aλ λ λ λ− = − −∵ 故 的特征根全为实根 且阶数少,故由归纳假设（n=1，

显然成立），存在T2正交。 

2 2 1 2B T AT= 为上三角矩阵  
 

 
3,T T作正交矩阵

3 1
2

1 0
,

0
T T

T
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3T T
 



11 1 1
3 1 1 3 3

2

1 2 1
1

2 1 2 1

1 0
' ( )

0

0 0

AT T T AT T T
T

T
T AT B

λ α

λ α λ β

− − − ⎛ ⎞⎛
= = ⎜ ⎟⎜

⎝ ⎠⎝
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

-1

1

那么,TAT=T
0 A

⎞
⎟
⎠

,

 
  
为上三角矩阵 

1

11 221

" ", '
, ,

| | | | ( ) , ,

n n n n

n

ii nni

T AT T AT B
A T B

E A E B b b b bλ λ λ

−

× ×

=

= =

∈ ∴ ∈

− = − = Π −

∵ \ \

∵ "

必要性 若 为上三角

全为实特征根
 

  
P396，21“必要性”T-1AT=B，则A，B相似，故特征值全部相同， 

“充分性”，若A，B的特征值都由λ 1，λ 2，…λ n， 
         则存在，T1，T2正交，使 

1 1

2 2' 1 ' '
1 1 1 1 2 2 2 2,

n n

T AT T AT T BT T BT D

λ λ
λ λ

λ λ

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

% %

 
  

    

1 1
1 1 2 2

'
1 2

1 1 1
2 1 1 2 2 2

,

( )

T AT T BT

T T

T AT T T AT T T DT B

− −

− − − −

∴ =

=

= =

-1
1 2令T=TT 也是正交的 且

1 =

2 -1

1

2-1

1
1

P396,22,A'=A,A =A, 'AT=T AT=

0

: A

T AT=T'AT=

n

λ
λ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

∵

%

证存在T正交,T

证 实对称,故必有正交矩阵T使

 
1 2 3( )nλ λ λ λ≥ ≥ ≥ ≥"其中特征值  

( ) 0, ( 1) , ( 1)r n rA A E x x x x −− = − ∴ −∵ 最小多项式为 的因式 特征多项式为  

1 2 1

, | ( 1) 1 0
1, 0

r n r
i i i

r r n

X x Xλ λ λ
λ λ λ λ λ

−

+

− − ⇒ =

∴ = = = = = = =" "
而 为特征值 或

证毕.  
  



396,23 ( ) ,

, (

( , ) ( , ) ( , ) 0
,

P A L V W V A

W W A W

A A A
A W

W A

α β β

γ β β γ
α γ α β α β
α

⊥

⊥

⊥

∈ ≤

∀ ∈ ∀ ∈ ∈

∴ ∀ ∈ ∈
∴ = = =

∈

∵

为正交变换 子空间 为 的不变子空间

由于对 有 必须假设dimW有限)

dimW有限, AW=W, W,必有 W,使A =

因此

故 也是 的不变子空间  

}{ }{ 1

1 2 3

, |

(0, , , , , ). ,

r

n

W V x x

A x x x x A

α α

α

∞ =

=

" " "

" "

1 2 n i(注:若dimW= ,V= =(x ,x , ,x )|x中有限个非0

内积为对应分量之积之和 则 为正交变换.

0∈ = = =

}{ 1 2

( ( 1

, | 0 , /

(0,0, ,1,0, ) , (0, ,0,1,0, ,0) )

r r n

r r

W A W V x x x A

W A W

α

γ γ

⊥
+ +

+
⊥ ⊥

− = ∈ = = = = = −

= ∈ = ∉

" "

∵ " " " "
个) 个)

为 子空间 不是 子空间

但  
  
  

P396、24①“必要性”，若 A反对称，在标准正交基 1 2, , nε ε ε"
下 

A 1 1( , ) ( , )n n Aε ε ε ε=" "
    

( )ij n nA a ×=
 

则：
( , ) ( , ) ( , )ij j i j i i j ija A A A a .ε ε ε ε ε ε= = − = − = −

∴ 'A A= −

“充分性”，若 A 1 1( , ) ( , )n n Aε ε ε ε=" "
    ∴ 'A A= −

1 1( , ) ( , ) .n nX Yα ε ε β ε ε∀ = =" " ,   A Aα β
)

以坐标为AX、AY。 

∴ ( , ) ( ) ' ' ' ' '( ) ( ,A AX Y X A Y X AY X AY Aα β α= = = − = − = − β
    即，A 为反对称的 

P396、242 设V1为/A-子空间，A反对称。 

W=V   Wα∀ ∈   1Vβ∀ ∈
  ∵A 1Vβ ∈

 

∴（Aα ， β ）=（α ，A β ）=0 
A Wα∴ ∈  故W为A-子空间。 

  
2

1 1

2
1 1 1

2 2 2

P397.25. V=V

,( V , V ), V .

| | | ( ) ( ) | | | | |
| | | | .

V

2

α β γ β γ ξ α β β ξ

α ξ α β β ξ α β α β
α β α ξ

⊕

∈ ∈ ∀ − ⊥ −

∴ − = − + − = − ≥ −

− ≤ −

设

必要性,若 = + 则

即  

充分性，取

2
1 1 1 1 2 1

1 1 1

2 2 2
1 1 1 1

| | | | |

| | | | | | | | 0

V V V

V

α α α α α α

α α α β α α β α

α α α β β α β α β α

+ ∈ ∈

≤ − ≤ − − ∈

∴ − = − + − ⇒ − = ⇒ =

∵
2

1

在 的分解式, =

于是| - 又

必为内射影.

  

1 2 1 2396,26, ( )P V V V V⊥ ⊥ ⊥+ = ∩证 1) 1 2 1 22)( )V V V V   和
⊥ ⊥ ⊥∩ = +



1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) , ( )

, (

, , ( )

( ) ( )

i i

V V V V V V V V

V V V V V

V V

V V V V V V V V

α β β β β

α β α β α β β β α

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥

⊥

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

+ ⊆ ∴ + ⊆ ∩

∀ ∈ ∩ ∀ ∈ + = + ∈

⊥ ⊥ ∴ ⊥ + = ⇒ ∈ +

)β

∴ ∩ ⊆ + + = ∩

∵

∵

证 1)

反过来, 则

故  
2),由于正交补是唯一的 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )V V V V V V V V
⊥ ⊥⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥∩ = ∩ = + = +∵ ⊥

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
  

0.39 1.89 1
0.61 1.80 1

396,27
0.93 1.68 1
1.35 1.50 1

P A B

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= =
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠  
  

3.2116 5.4225 3.28
' '

5.4225 11.8845 6.87

' ' , | ' | 8.76475395

: 1.728585, 4.277892

0.197220025 0.197 0.48867896 0.488

x y

yx

A A A B

A AX A B A A d

d d

ddX M
d d

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∴ = = =

= = −

∴ = = ≈ = = − ≈ −

得

 

1 2 1 2 1 2

1 2

( , ), ( , ) 0.197 0.488
0.488

A B W L
B

α α α α α

α α

= =

+

设 故 到子空间 的垂足为

到W的距离为 |B-0.197 |

α−

 
1 0.07683 0.92232 0.00085
1 0.12017 0.8784 0.00143

0.000016272 0.004033906 0.00403
1 0.18321 0.81984 0.00305
1 0.26595 0.732 0.00205

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − − = = ≈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

  
  

P397 补 1，设λ为A（正交）的特征值，定义AX=AX，则A为正交变换 

0 0 0 0| / | | | | | 1 1,( )AX X AX Xλ λ λ λ= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ± ∈∵ ∵ \  
  
  

P397，补 2， A 为 V 中正交变换，|A|=1 

  设A的特征值为 1 2, , , | | 1, ( )n i xλ λ λ λ =" ∵ A及f 是一个实系数多项式,

1 2 21 2, , , , 1
n kn ik i iλ λ λ λ λ λ
−

∴ " "中有 对共轭之积为1,剩下的n-2k个实根 之积为
。 

1, 1
si

λ = ± ∴−∵ 的个数必为偶数个,而dimV为奇数,因此至少有一个特征值为实数1

P397 补 3（仿上题），∵ |A|=-1，剩下的n-2k个实根之积为-1，其中必有特征值= -1。 
  

P397,补 4：令 ( ,r A k l kA lA Aα β α β= + − − ∵ 得内积



( , ) ( ), ( )) ( ( ), ) ( ( ),

( , ( )) ( , ) ( ( , ) ( , ( )

( , ) ( , )

A k l A k l A k l kA A k l lA

kA A k l kA kA k A lA lA A k l

lA kA lA lA

)

)

γ γ α β α β α β α α β β

α α β α α α β β α β

β α β β

∴ = + + − + − +

− + + + − +

+ +
2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,

( , ) ( , ) ( , )
( , ) 0, 0

k l k l k k l l k l k k l k kl

l k l kl l
k l k l k l k l r

)α β α β α β α α β β α α β α α α β

β α β β α β β
α β α β α β α β

= + + − + − + − + + +

− + + +

= + − − + − − = ∴ =

而
, , , ,k l α β∀ ( ) , ( ),A k l kA lA A L V Aα β α β+ = + ∴ ∈ 故 是正交变换

 
  

1 1

1 1 2 1 1 2
1 1

397 5," ": ( , ) ( , ) ( )

" "( ) 1
1 1, , , , ,

| | | |

i j i j i j

n n

P A A

m

β β α α α α

α β

iε α ε ε η β η η ε η
α β

= =

=

= =" " i

补 必要性 ，

充分性 归纳法 时,| |=| |

作标准正交基 ， 及 ， 则线性变换A: →
 

是正交变换，则A 1 1 1 1 1 1| |, | | , 1A A mα α ε β ε β= = = −， 而为所求设 成立,考虑m情形

由假设有正交变换A1， ，由于A, , 1,2, ,i i m m i mα β α β→ → =� " 1−
1保持内积及Gram

矩阵，行列式的线性相关系。 

1 1 1 2 1, , , , ,m m m nβ β β β β β β− −
�" "与  

任何一个局部的线性关系相同，设W=L 1 1( , )mβ β −"

1 1 1 2 1

1 2

( , , ) ( ), ( , ) ( )

(1) , , , ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ,

m m m m

m m r

m i m i m i m i m m

V L W L V L W L

W W W

i A

β β β β β β β

β β ε ε ε

β β β β β ε β ε β β

−= = + = = +

∈ ∈

= ⇒∀ = ⇒ =

� �" "
� "
� � �∵

， ，

若 则 设 的标准正交基 ，

则 即已为所求  
  

1 1 1 2 1(2) , , , , , , , , ,rW W V Vm m r rβ β ε ε ε ε ε∉ ∉� �" "若 则 设 的标准正交基 的标准正交基

1 1 1, , ,n nγ γ γ

+  
ε ε ε ε+ + +� �" " " "分别扩充为V的标准正交基, 及

m

ε ,作线性变换/A，

j k
1 1 1, , , , , ( )

,

i i j r r r

i j

i r
j v

ε ε ε β β ε ε ε ε

β β

+ +

≤⎛ ⎞
→ → ⎜ ⎟>⎝ ⎠

� "m m是一个正交变换,而 ( )用 或 表示时的系数

完全由 之间的内积确定,由充分已知条件,这些系数对应相等.

    

2 2 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1( )
(1 )

m r r r r r r r r

i i

A A
W i r

β α ε α ε α ε α ε α ε α ε α ε β
β β

+ + + +∴ = + + + = + + + + =

= ≤ ≤

� �" "

2 2且A 在 上不动,即,A  

2 1 ( 1,2,i )A A A i m

A

α β= → "i取 的合成,则:A:

且 为正交变换,即为所求.

=

 
  

397P ∴∵补6, A实对称, 存在T正交,使  
   



  

1

21
1 2' , n

n

T AT T AT A

λ
λ

λ λ λ

λ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = ≥ ≥ ≥
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
%

其中 为 的特征值,

1

2 2

1 1

, ,

1 1 , 1
1, 1, 1

r r

i r r n

A E A x

A x x A
λ λ λ λ λ+

= ∴

− + −

∴ = ± = = = = = = −

∵

" "

n-

的最小多项式为 -1的因式 故

的特征多项式为( )( ) 即 的特征值为或

当 因此  

1 0
:

0
r

n r

E
T AT

E
−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

即
 

P397 补 7,作正交替换,X=TY, ' ' ( ' ')( ) 'X X Y T TY Y Y∴ = =

   

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2 2
1 2

2 2 2
1 1 2 1

' ,

' ( ) ' '

' ( ) ' ' ,

n n n

n n n n

n n

f X AX y y y

f X AX y y y Y Y X X

f X AX y y y Y Y X X

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

= = + + + ≤ ≤ ≤

∴ = ≤ + + + = =

= ≥ + + + = =

" "

"

"

使

即得证  
  

1

2 2 2 2
1 2 2 0 0

' , ,

1
0

0

n
n n

n

f X AX X TY

x

x
f y y y Y X TY

x

λ λ

λ λ λ

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= + + + = = = ∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
# #

1P397.补8设 且正交替换 使( = )

令 R

 

( )
( ) ( )

'
1 2 0 0

2 2 2

1 2

( ) ( , , , ) ( ' ) '( ' )

'( ') ' ( )

n

n

f X f x x x Y Y T X T X

X TT X X X x x x

λ λ λ

λ λ λ

∴ = = = =

= = = + +

"

"+
 

P397，补 9①，取
0

10,
| |

η α β η η
η

= − ≠ =

0 0

0

, : 2( ) ,

1 12 ( ), 2 ( ),
| | | | | |

A

A

ξ ξ η ξ η ξ

1α α α β α η α α β α η
η η η

→ − ∀

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

作镜面反射

则
 

2

2 2

1 1 ( , ) | | ( , ) 1 ( ,2 ( ), 2 2 2
| | | | ( , ) | | 2( , ) | | 2 2( , )

,A

α β α α α β α βα β α
η η α β α β α α β β α β

α α η β

⎛ ⎞ − − −
− = = =⎜ ⎟ − − − + −⎝ ⎠

) 1=

∴ = − =

∵

    即为所求.  

P397，补 9②，设正交变换A，标准正交基： 1 2 1 2, , , , , ,n nε ε ε η η→" " η

   作镜面反射 1 1 1 1: , i iB Bε η ε ε→ →  (i>1)

2 3 1 1 2 3( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )n nL B B B L L Lε ε ε ε η η η η⊥ ⊥∴ = → =" "  
不妨设BK是一系列镜面反射使： 

1 1 1 1, , , , ,k k k k k n k nB Bε η ε η ε ε ε ε+ +→ → → →" "    

作一镜面反射
1 1 1 0

1

1:
| |k k k kBξ ε η ξ
ξ+ += − =^   ξ



        0 0 1 1k k: 2( , ) kBα α ξ α ξ ε η+ +→ − →  使

( , ), , , l k
^  

1 1 1k kε ε η η ξ η η∴ → ≤ ≤∵ " " i与 正交   c (1 i )

1

1 1 1, , ,
k k k

k k k

B C B
ε η ε η ε η
+

+ +

=
→ → →"1 k

令 是一系列镜面反射之积,且

    

kj i  

 
继续下去，n 步后必存一系列反射之积|B 使 

    1 2 , nε η ε η ε η→ → →"1 2 n    ,  ,  

由线性变换的唯一存在性， 是一系列镜面反射之积 nA B=
  
  
P397，补 10，设C可逆，使C'BC=E    （ B∵ >0） 
令A1=C'AC，实对称，存在正交Q，使Q'AQ对角形 
令 T=CQ，可逆，则 

T'AT=Q'(C'AC)Q=Q'A'Q，对角形 
T'BT=Q'(C'BC)Q=Q'EQ=E，对角形，（证毕） 

  
  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

398, 11, : , , , , , , ,

( , , , ) ( , , , )

, , , , , ,

n n

n n

n n

P

A

E

ε ε ε η η η

ε ε ε η η η

ε ε ε η η η

=

" "

" "
∵ " "

补 设 及 都为标准正交基 解

及 的渡量矩阵都是单位矩阵  

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

, , ( , ) ( , )

( , ) ( , )

n
n n

n n

X X

Y Y

α β α ε ε ε η η η

β ε ε ε η η η

∈ = =

= =

^ " "

" "

任取

 
1 2

' '
1 21

'
' ' ' '

22

,

( , ) ( , ) ( , ) '

( , ) ( , )

i i j j i j i j

i i j j i j i j

Y AY

2x y x y X Y X A

x y x y X EY

α β ε ε ε ε

η η η η

=

= = = =

= = =

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

1 2其中X =AX

AY

 

2 2,X Y由 的任意性, ' ' ,A A E A A E A= =故 即 为酉矩阵  
0 0 0

0 0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0

398 12, , , 0,

( ) ' ( ) ' ' '

| | ' ' ( ) ( ) '( ) '( ' ) '

' | | 0 | | 1 | | 1

P A X AX X

AX AX X AX X X

X X X X AX AX X A A X X X

X X X

λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ

≠ =

∴ = = = =

∴ = = = =

= ≠ ∴ = =∵

补 设 为酉矩阵 为其特征值

即  

1 2 1 2

1 2

12 1

2
1 2 1 2 1 2 1

398, ( , , ), , ,

, , ,

1
0 1

, ) ( , , ) , ,

0 0 1

n n

n

n

n
n n

P A

t t
t

T

α α α α α α

β β β

β β β α α α β β β

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ = =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "

"
"
"

" "
# # % #

"

补13,设A复可逆, ， 基 ，

用Schmidt方法, 将基正交化,为 ， 可知

   ( ， （ ， ）n"

 



i i i
i

β
β

β γ β
β

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

-1
1

-1
2

-1
n

| |

| |1
用将 单位化, =   D=

| |  
1 2 1 2( , , ) ( , , )n n Dγ γ γ β β β=" "可知标准正交基  

112 1

221
2 1

1

| |1 '' ''
| |0 1 ''

| |0 0 1

n

n

t t
t

T T

β
β

β

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
"

%# # % #
"

-1令     D

 
1

1 2 1 2 1 1 1( , , , ) ( , , , ) ( , , )n n nA T Dα α α β β β γ γ − T∴ = = =" " "  
  
  

)即为上三角且对角线上全大于 0, ( | | 0ii it β= >
其次，另设A=U3T3，一个分解，则，UT=U3T3 

1 1
33 3'U U U U U T T− −= = =�

 
为上三角的酉矩阵（类假正 13 题，P9，138，10.1 练习 13） 

3 3, , (
U

T T U U
∴ ⇒

∴ = =

��   为对角矩阵,对角线大于0 U=E

唯一性证毕)  

P398，补 14， 0 0 0' , , 0, 0 0A A X Aλ λ= ≠若 为特征值 则有 X X=

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

'
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

' '( ) '( ) ( ' ) ( ' ')

( ) ' ( ) ' ' ( )

' 0

0X X X X X AX X A X X A X

AX X X X X X X X

X X

λ λ

λ λ λ

λ λ λ

∴ = = = =

= = = =

≠ ∴ = ∈∵ \0 0

   

   

     故  

若A有两个特征值 1 2 1 1 2, 0, 0, , 2X X AX X AX Xλ μ λ μ≠ ≠ ≠ = =且 使

'
2 2 2 2 21 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1

' '( ) '( ) ( ' ) ( ')

( ) ' ( ) ' ' ( ' )
1X X X X X AX X A X X A X

AX X X X X X X X

λ λ

μ μ μ

∴ = = = =

= = =        =  
'
2 1

''
21 2 1 2 2 1 1 2

0

( , ) ( ') 0,i

X X

X X X X X X X X X X

λ μ≠ ∴ =

= = = = ∴ ⊥

∵    

即     
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