
习题 11 

    1. 设 A(, 5)(5, ), B[10, 3), 写出 AB, AB, A\B 及 A\(A\B)的表达式.   

    解 AB(, 3)(5, ),  

       AB[10, 5),  

       A\B(, 10)(5, ),  

       A\(A\B)[10, 5).  

    2. 设 A、B 是任意两个集合, 证明对偶律: (AB)CAC B C .  

    证明 因为 

        x(AB)CxAB xA 或 xB xAC或 xB C  xAC B C,  

所以    (AB)CAC B C . 

    3. 设映射 f : X Y, AX, BX . 证明 

    (1)f(AB)f(A)f(B);  

    (2)f(AB)f(A)f(B).  

    证明 因为 

        yf(AB)xAB 使 f(x)y 

                (因为 xA 或 xB) yf(A)或 yf(B) 

                 y f(A)f(B),  

所以    f(AB)f(A)f(B).  

    (2)因为 

    yf(AB) xAB 使 f(x)y(因为 xA 且 xB) yf(A)且 yf(B) y f(A)f(B), 

所以    f(AB)f(A)f(B). 

    4. 设映射 f : XY, 若存在一个映射g: YX, 使 XIfg  , YIgf  , 其中 IX、IY分别是X、

Y 上的恒等映射, 即对于每一个 xX, 有 IX xx; 对于每一个 yY, 有 IY yy. 证明: f 是双射, 且

g 是 f 的逆映射: gf 1.  

    证明 因为对于任意的 yY, 有 xg(y)X, 且 f(x)f[g(y)]I y yy, 即 Y 中任意元素都是 X

中某元素的像, 所以 f 为 X 到 Y 的满射.  

    又因为对于任意的 x1x2, 必有 f(x1)f(x2), 否则若 f(x1)f(x2) g[ f(x1)]gf(x2)]  x1x2.  

    因此 f 既是单射, 又是满射, 即 f 是双射.  

    对于映射 g: YX, 因为对每个 yY, 有 g(y)xX, 且满足 f(x)f[g(y)]I y yy, 按逆映射的

定义, g 是 f 的逆映射.  

    5. 设映射 f : XY, AX . 证明:  

    (1)f 1(f(A))A;  

    (2)当 f 是单射时, 有 f 1(f(A))A .  



    证明 (1)因为 xA  f(x)yf(A)  f 1(y)xf 1(f(A)),  

所以    f 1(f(A))A.  

    (2)由(1)知 f 1(f(A))A.  

    另一方面, 对于任意的 xf 1(f(A))存在 yf(A), 使 f 1(y)xf(x)y . 因为 yf(A)且 f 是

单射, 所以 xA. 这就证明了 f 1(f(A))A. 因此 f 1(f(A))A .     

    6. 求下列函数的自然定义域  

    (1) 23  xy ; 

    解 由 3x20 得
3
2x .函数的定义域为 ) ,

3
2[  . 

    (2)
21

1
x

y


 ; 

    解 由 1x20 得 x1.函数的定义域为)(11)(1). 

    (3) 211 x
x

y  ; 

    解 由 x0 且 1x20 得函数的定义域 D[1, 0)(0, 1]. 

    (4)
24

1
x

y


 ; 

    解 由 4x20 得|x|2函数的定义域为(22). 

    (5) xy sin ; 

    解 由 x0 得函数的定义 D[0). 

    (6) ytan(x1); 

    解 由
2

1


x (k0, 1, 2, )得函数的定义域为  1
2


kx (k0, 1, 2, ). 

    (7) yarcsin(x3);  

    解 由|x3|1 得函数的定义域 D[24]. 

    (8)
x

xy
1

arctan3  ;  

    解 由 3x0 且 x0 得函数的定义域 D(0)(03). 

    (9) yln(x1);  

    解 由 x10 得函数的定义域 D(1). 

    (10) xey
1

 .  

    解 由 x0 得函数的定义域 D(0)(0). 

    7. 下列各题中 函数 f(x)和 g(x)是否相同？为什么？ 



    (1)f(x)lg x2, g(x)2lg x; 

    (2) f(x)x, g(x) 2x 

    (3) 3 34)( xxxf  , 3 1)(  xxxg .  

    (4)f(x)1, g(x)sec2xtan2x .  

    解 (1)不同.因为定义域不同.

    (2)不同.因为对应法则不同x0 时g(x)x. 

    (3)相同.因为定义域、对应法则均相相同. 

    (4)不同.因为定义域不同. 

    8. 设












3
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xx
x  求 )

6
( , )

4
( , )

4
(   , (2), 并作出函数 y(x)的图形.  

    解 
2
1|

6
sin|)

6
(   

2
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4
sin|)

4
(   

2
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4
(    0)2(  .

    9. 试证下列函数在指定区间内的单调性:  

    (1)
x

x
y




1
, (, 1);  

    (2)yxln x, (0, ).  

    证明 (1)对于任意的 x1, x2(, 1), 有 1x 10, 1x 20. 因为当 x1x2 时, 

        0
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x
yy ,  

所以函数
x

x
y




1
在区间(, 1)内是单调增加的.  

    (2)对于任意的 x1, x2(0, ), 当 x1x2 时, 有 

        0ln)()ln()ln(
2

1
21221121 

x

x
xxxxxxyy ,  

所以函数 yxln x 在区间(0, )内是单调增加的.  

    10. 设 f(x)为定义在(l, l)内的奇函数 若 f(x)在(0, l)内单调增加 证明 f(x)在(l, 0)内也单

调增加.  

    证明 对于x1x2(l, 0)且 x1x2有x1x2(0, l)且x1x2.

    因为 f(x)在(0, l)内单调增加且为奇函数 所以 

f(x2)f(x1) f(x2)f(x1) f(x2)f(x1)

这就证明了对于x1x2(l, 0)有 f(x1) f(x2)所以 f(x)在(l, 0)内也单调增加. 

    11. 设下面所考虑的函数都是定义在对称区间(l, l)上的 证明  
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     (1)两个偶函数的和是偶函数, 两个奇函数的和是奇函数; 

     (2)两个偶函数的乘积是偶函数, 两个奇函数的乘积是偶函数, 偶函数与奇函数的乘积是

奇函数.  

    证明 (1)设 F(x)f(x)g(x).如果 f(x)和 g(x)都是偶函数则 

        F(x)f(x)g(x)f(x)g(x)F(x)

所以 F(x)为偶函数即两个偶函数的和是偶函数.

    如果 f(x)和 g(x)都是奇函数则 

        F(x)f(x)g(x)f(x)g(x)F(x)

所以 F(x)为奇函数即两个奇函数的和是奇函数.

    (2)设 F(x)f(x)g(x).如果 f(x)和 g(x)都是偶函数则 

        F(x)f(x)g(x)f(x)g(x)F(x)

所以 F(x)为偶函数即两个偶函数的积是偶函数.

    如果 f(x)和 g(x)都是奇函数则 

        F(x)f(x)g(x)f(x)][g(x)]f(x)g(x)F(x)

所以 F(x)为偶函数即两个奇函数的积是偶函数.

    如果 f(x)是偶函数而 g(x)是奇函数则 

        F(x)f(x)g(x)f(x)[g(x)]f(x)g(x)F(x)

所以 F(x)为奇函数即偶函数与奇函数的积是奇函数.

    12. 下列函数中哪些是偶函数 哪些是奇函数 哪些既非奇函数又非偶函数？ 

     (1)yx2(1x2);  

     (2)y3x2x3; 

     (3)
2

2

1
1

x
xy


 ;  

     (4)yx(x1)(x1) 

     (5)ysin xcos x1; 

     (6)
2

xx aay
 . 

    解 (1)因为 f(x)(x)2[1(x)2]x2(1x2)f(x)所以 f(x)是偶函数. 

    (2)由 f(x)3(x)2(x)33x2x3 可见 f(x)既非奇函数又非偶函数. 

    (3)因为
 
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1
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2
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x
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x
xf 





 所以 f(x)是偶函数.

    (4)因为 f(x)(x)(x1)(x1)x(x1)(x1)f(x)所以 f(x)是奇函数. 

    (5)由 f(x)sin(x)cos(x)1sin xcos x1 可见 f(x)既非奇函数又非偶函数. 

    (6)因为 )(
22

)(
)()(

xfaaaaxf
xxxx



所以 f(x)是偶函数. 



    13. 下列各函数中哪些是周期函数？对于周期函数 指出其周期  

     (1)ycos(x2); 

     (2)ycos 4x; 

     (3)y1sin x 

     (4)yx cos x; 

     (5)ysin2 x. 

    解 (1)是周期函数周期为 l2.  

    (2)是周期函数周期为
2
l .

    (3)是周期函数周期为 l2.  

    (4)不是周期函数.

    (5)是周期函数周期为 l. 

    14. 求下列函数的反函数  

    (1) 3 1 xy   

    (2)
x
xy




1
1  

    (3)
dcx
baxy


 (adbc0);  

    (4) y2sin3x;  

    (5) y1ln(x2);  

    (6)
12

2




x

x

y .  

    解 (1)由 3 1 xy 得 xy31所以 3 1 xy 的反函数为 yx31. 

    (2)由
x
xy




1
1 得

y
y

x



1
1 所以

x
xy




1
1 的反函数为

x
xy




1
1 . 

    (3)由
dcx
baxy


 得

acy
bdy

x

 所以

dcx
baxy


 的反函数为

acx
bdxy


 .

    (4)由 y2sin 3x 得
2

arcsin
3
1 y

x 所以 y2sin 3x 的反函数为
2

arcsin
3
1 xy . 

    (5)由 y1ln(x2)得 xe y12所以 y1ln(x2)的反函数为 ye x12. 

    (6)由
12

2



x

x
y 得

y
y

x



1

log2 所以
12

2



x

x
y 的反函数为

x
xy



1

log2 . 

    15. 设函数 f(x)在数集 X 上有定义 试证 函数 f(x)在 X 上有界的充分必要条件是它在 X

上既有上界又有下界.  



    证明 先证必要性. 设函数 f(x)在 X 上有界, 则存在正数 M, 使|f(x)|M, 即Mf(x)M. 这

这就证明了 f(x)在 X 上有下界M 和上界 M.  

    再证充分性. 设函数 f(x)在X上有下界K1和上界K2, 即K1f(x) K2 . 取Mmax{|K1|, |K2|}, 

则        M K1f(x) K2M ,  

即        |f(x)|M.  

这就证明了 f(x)在 X 上有界.           

    16. 在下列各题中 求由所给函数复合而成的函数并求这函数分别对应于给定自变量值

x1 和 x2 的函数值  

    (1) yu2 usin x 
61
x  

32
x   

    (2) ysin u u2x 
,81
x 

42
x  

    (3) uy u1x2 x11 x2 2 

    (4) yeu ux2 x1 0 x21 
    (5) yu2 uex x11x21. 

    解 (1)ysin2x
4
1)

2
1(

6
sin 22

1  y 
4
3)

2
3(

3
sin 22

2  y .

    (2)ysin2x
2
2

4
sin)

8
2sin(1  y  1

2
sin)

4
2sin(2  y .

    (3) 21 xy   211 2
1 y  521 2

2 y .  

    (4) 2xey  120
1 ey  eey  21

2 .  

    (5)ye2xy1e21e2 y2e2(1)e2. 

 

    17. 设 f(x)的定义域 D[0 1]求下列各函数的定义域
    (1) f(x2)
    (2) f(sinx)
    (3) f(xa)(a>0)
    (4)f(xa)f(xa)(a0).  

    解 (1)由 0x21 得|x|1所以函数 f(x2)的定义域为[11]. 
    (2)由 0sin x1 得 2nx(2n1) (n012)所以函数 f(sin x)的定义域为 

[2n(2n1) (n012) .
    (3)由 0xa1 得ax1a所以函数 f(xa)的定义域为[a1a]. 

    (4)由 0xa1 且 0xa1 得当
2
10 a 时ax1a当

2
1a 时无解.因此当

2
10 a 时

函数的定义域为[a1a]当
2
1a 时函数无意义. 



    18. 设











1||       1
1||       0
1||       1

)(
x
x
x

xf g(x)ex  求 f[g(x)]和 g[f(x)] 并作出这两个函数的图形.  

解 











1||       1
1||       0
1||       1

)]([
x

x

x

e
e
e

xgf 即











0       1
0       0
0       1

)]([
x
x
x

xgf . 

     











 1||       

1||       e
1||       

][
1

0

1

)(

xe
x
xe

exfg xf 即  











 1||     

1||       1
1||       

][
1 xe

x
xe

xfg . 

    19. 已知水渠的横断面为等腰梯形 斜角40(图 137). 当过水断面 ABCD 的面积为定

值 S0 时 求湿周 L(LACCDDB)与水深 h 之间的函数关系式 并说明定义域.  

图 137 

    解  40sin
hDCAb   又 从

0)]40cot2([
2
1 ShBCBCh   得

h
h
S

BC  40cot0 所以 

h
h
S

L 



40sin
40cos20  .

    自变量 h 的取值范围应由不等式组 

h0 040cot0  h
h
S   

确定定义域为 40cot0 0Sh .  

    20. 收敛音机每台售价为 90 元, 成本为 60 元. 厂方为鼓励销售商大量采购, 决定凡是订

购量超过 100 台以上的, 每多订购 1 台, 售价就降低 1 分, 但最低价为每台 75 元.  

    (1)将每台的实际售价 p 表示为订购量 x 的函数;  

    (2)将厂方所获的利润 P 表示成订购量 x 的函数;  

    (3)某一商行订购了 1000 台, 厂方可获利润多少？ 

    解 (1)当 0x100 时, p90.   

    令 0. 01(x0100)9075, 得 x01600. 因此当 x1600 时, p75.  

    当 100x1600 时,  

        p90(x100)0. 01910. 01x.  

    综合上述结果得到 

        













1600            75

1600100    01.091

1000             90

x

xx

x

p .  



    (2)














1600            15

1600100    01.031

1000             30

)60( 2

xx

xxx

xx

xpP .  

    (3) P3110000. 011000221000(元).  



习题 12 

    1. 观察一般项 xn 如下的数列{xn}的变化趋势, 写出它们的极限:  

    (1)
nnx

2

1
 ;  

    (2)
n

x n
n

1
)1( ; 

    (3)
2

1
2

n
xn  ; 

    (4)
1

1





n

n
xn ;  

    (5) xnn(1)n.  

    解 (1)当 n时, 
nnx

2

1
 0, 0

2

1
lim 

 nn
. 

    (2)当 n时, 
n

x n
n

1
)1( 0, 0

1
)1(lim 

 n
n

n
. 

    (3)当 n时, 
2

1
2

n
xn  2,　 2)

1
2(lim

2


 nn
. 

    (4)当 n时, 
1

2
1

1

1








nn

n
xn 0,　 1

1

1
lim 




 n

n
n

. 

    (5)当 n时, xnn(1)n没有极限.  

    2. 设数列{xn}的一般项
n

n

xn
2

cos 
 . 问 n

n
x


lim ? 求出N, 使当 n>N时, xn与其极限之差的

绝对值小于正数  , 当 0.001 时, 求出数 N. 

    解 0lim 


n
n

x . 

    
nn

n
xn

1|
2

cos|
|0| 


  >0, 要使|x n0|< , 只要 

n

1
, 也就是


1

n . 取 ]
1

[


N ,  

则n>N, 有|xn0|< . 

    当  0.001 时, ]
1

[


N 1000. 

    3. 根据数列极限的定义证明: 

    (1) 0
1

lim
2


 nn
; 

    (2)
2

3

12

13
lim 




 n

n
n

; 



    (3) 1lim
22




 n

an
n

 

    (4) 19    999.0lim 
 

个n
n

. 

    (1)分析 要使 
22

1
|0

1
|

nn
, 只须


12 n , 即


1

n .  

    证明 因为>0,  ]1[


N , 当 n>N 时, 有  |0
1

|
2n

, 所以 0
1

lim
2


 nn
.  

    (2)分析 要使 






nnn
n

4
1

)12(2
1|

2
3

12
13| , 只须 

n4

1
, 即

4

1
n .  

    证明 因为>0,  ]
4

1
[


N , 当 n>N 时, 有 



|
2

3

12

13
|

n

n
, 所以

2

3

12

13
lim 




 n

n
n

.  

    (3)分析 要使 








n

a

nann

a

n

nan

n

an 2

22

22222

)(
|1| , 只须



2a
n .  

证明 因为>0,  ][
2


a

N  , 当n>N 时, 有 


|1|
22

n

an
, 所以 1lim

22




 n

an
n

.  

    (4)分析 要使|0.99    91| 
110

1
n

, 只须
110

1
n

< , 即

1

lg1n .  

证明 因为>0,  ]
1

lg1[


N , 当n>N 时, 有|0.99    91|< , 所以 19    999.0lim 
 

个n
n

.  

    4. aun
n




lim , 证明 ||||lim aun
n




. 并举例说明: 如果数列{|xn|}有极限, 但数列{xn}未必有

极限.  

    证明 因为 aun
n




lim , 所以>0, NN, 当 n>N 时, 有  || aun , 从而 

||un||a|||una| .  

这就证明了 ||||lim aunn



.  

    数列{|xn|}有极限, 但数列{xn}未必有极限. 例如 1|)1(|lim 


n
n

, 但 n
n

)1(lim 


不存在.  

    5. 设数列{xn}有界, 又 0lim 
 nn

y , 证明: 0lim 
 nnn

yx .  

    证明 因为数列{xn}有界, 所以存在 M, 使nZ, 有|xn|M.  

    又 0lim 


n
n

y , 所以>0, NN, 当 n>N 时, 有
M

yn


|| . 从而当 n>N 时, 有 



                


M
MyMyxyx nnnnn |||||0| ,  

所以 0lim 


nn
n

yx . 

    6. 对于数列{xn}若 x2ka (k ), x2k1a (k ), 证明: xna (n ).  

    证明  因为 x2ka (k ), x2k1a (k ), 所以>0,  

    K1, 当 2k>2K1时, 有| x2ka |< ;  

    K2,　当 2k+1>2K2+1 时, 有| x2k+1a |<..  

取 Nmax{2K1, 2K2+1}, 只要 n>N, 就有|xna |< . 因此 xna (n ). 



习题 13 

    1. 根据函数极限的定义证明:  

    (1) 8)13(lim
3




x
x

;  

    (2) 12)25(lim
2




x
x

;    

    (3) 4
2

4
lim

2

2





 x

x
x

;    

    (4) 2
12

41
lim

3

2
1





 x

x

x
.   

    证明 (1)分析 |(3x1)8||3x9|3|x3|, 要使|(3x1)8| , 只须 
3

1
|3| x .  

    证明 因为 0,  
3

1
 , 当 0|x3| 时, 有|(3x1)8| , 所以 8)13(lim

3



x

x
.  

    (2)分析 |(5x2)12||5x10|5|x2|, 要使|(5x2)12| , 只须 
5

1
|2| x .  

    证明 因为 0,  
5

1
 , 当 0|x2| 时, 有|(5x2)12| , 所以 12)25(lim

2



x

x
.  

    (3)分析 |)2(||2|
2

44
)4(

2

4 22










xx
x

xx

x

x
, 要使 




)4(
2

42

x

x
, 只须

 |)2(|x .  

    证明 因为 0,    , 当 0|x(2)| 时, 有 



)4(
2

42

x

x
, 所以 4

2

4
lim

2

2





 x

x
x

.  

    (4)分析 |)
2

1
(|2|221|2

12

41 3





xx

x

x
, 要使 




2
12

41 3

x

x
, 只须 

2

1
|)

2

1
(| x .  

    证明 因为 0,  
2

1
 , 当  |)

2

1
(|0 x 时, 有 




2
12

41 3

x

x
, 所以 2

12

41
lim

3

2
1





 x

x

x
.  

    2. 根据函数极限的定义证明:  

    (1)
2

1

2

1
lim

3

3




 x

x
x

;   

    (2) 0
sin

lim 
 x

x
x

.  

    证明 (1)分析 
33

33

3

3

||2

1

2

1

2

1

2

1

xx

xx

x

x






, 要使 


2

1

2

1
3

3

x

x
, 只须 

3||2

1

x
, 即

3 2

1
||


x .   



    证明 因为 0, 
3 2

1


X , 当|x|X 时, 有 


2

1

2

1
3

3

x

x
, 所以

2

1

2

1
lim

3

3




 x

x
x

.  

    (2)分析 
xx

x

x

x 1|sin|
0

sin
 , 要使 0

sin

x

x
, 只须 

x

1
, 即

2

1


x .   

    证明 因为0, 
2

1


X , 当 xX 时, 有 0

sin

x

x
, 所以 0

sin
lim 

 x

x
x

.  

    3. 当 x2 时,  yx24. 问  等于多少, 使当|x2|< 时, |y4|<0. 001？ 

    解 由于 x2, |x2|0, 不妨设|x2|1, 即 1x3. 要使|x24||x2||x2|5|x2|0. 001, 只要

0002.0
5

001.0
|2| x , 取 0. 0002, 则当 0|x2| 时, 就有|x24|0. 001.   

    4. 当 x时, 1
3

1
2

2






x

x
y , 问 X 等于多少, 使当|x|>X 时, |y1|<0.01? 

    解 要使 01.0
3

4
1

3

1
22

2








xx

x
, 只 3973

01.0

4
|| x , 397X .  

    5. 证明函数 f(x)|x| 当 x0 时极限为零.  

    6. 求 ,)(
x

x
xf   

x

x
x

||
)(  当 x0 时的左﹑右极限, 并说明它们在 x0 时的极限是否存在.  

    证明 因为  

        11limlim)(lim
000


  xxx x

x
xf ,  

        11limlim)(lim
000


  xxx x

x
xf ,  

        )(lim)(lim
00

xfxf
xx 




,  

所以极限 )(lim
0

xf
x

存在.  

    因为 

        1lim
||

lim)(lim
000





  x

x

x

x
x

xxx
 ,  

        1lim
||

lim)(lim
000


  x

x

x

x
x

xxx
 ,  

        )(lim)(lim
00

xx
xx







,  

所以极限 )(lim
0

x
x




不存在.  

    7. 证明: 若 x及 x时, 函数 f(x)的极限都存在且都等于 A, 则 Axf
x




)(lim .  



    证明 因为 Axf
x




)(lim , Axf
x




)(lim , 所以>0,  

        X10, 使当 xX1 时, 有|f(x)A| ;   

        X20, 使当 xX2 时, 有|f(x)A| .  

取 Xmax{X1, X2}, 则当|x|X 时, 有|f(x)A| , 即 Axf
x




)(lim .  

    8. 根据极限的定义证明: 函数 f(x)当 xx0 时极限存在的充分必要条件是左极限、右极限各

自存在并且相等.  

    证明 先证明必要性. 设 f(x)A(xx0), 则>0, 0, 使当 0<|xx0|< 时, 有 

|f(x)A|< .  

因此当 x0<x<x0和 x0<x<x0 时都有 

|f(x)A|< .  

这说明 f(x)当 xx0 时左右极限都存在并且都等于 A .  

    再证明充分性. 设f(x00)f(x00)A, 则>0,  

        1>0, 使当x01<x<x0时, 有| f(x)A< ;  

        2>0, 使当x0<x<x0+2时, 有| f(x)A|< .  

取min{1, 2}, 则当0<|xx0|< 时, 有x01<x<x0及x0<x<x0+2 , 从而有 

| f(x)A|< ,  

即f(x)A(xx0).  

    9. 试给出 x时函数极限的局部有界性的定理, 并加以证明.  

    解 x时函数极限的局部有界性的定理 如果 f(x)当 x时的极限存在 则存在 X0 及

M0 使当|x|X 时 |f(x)|M  

    证明 设 f(x)A(x) 则对于 1 X0 当|x|X 时 有|f(x)A| 1 所以 

    |f(x)||f(x)AA||f(x)A||A|1|A|  

这就是说存在 X0 及 M0 使当|x|X 时 |f(x)|M 其中 M1|A|  



习题 14 

    1. 两个无穷小的商是否一定是无穷小？举例说明之. 

    解 不一定.  

    例如, 当 x0 时, (x)2x, (x)3x 都是无穷小, 但
3

2

)(

)(
lim

0


 x

x
x 


, 

)(

)(

x

x




不是无穷小.  

    2. 根据定义证明:  

    (1)
3

92





x

x
y 当 x3 时为无穷小;  

    (2)
x

xy
1

sin 当 x0 时为无穷小.  

    证明 (1)当 x3 时 |3|
3

9
||

2





 x
x

x
y . 因为 0,  , 当 0|x3| 时, 有 

 



 |3|
3

9
||

2

x
x

x
y ,  

所以当 x3 时
3

92





x

x
y 为无穷小.  

    (2)当 x0 时 |0||
1

sin|||||  x
x

xy . 因为 0,  , 当 0|x0| 时, 有 

  |0||
1

sin||||| x
x

xy ,  

所以当 x0 时
x

xy
1

sin 为无穷小.  

 

    3. 根据定义证明: 函数
x

x
y

21
 为当 x0 时的无穷大. 问 x 应满足什么条件, 能使

|y|>104？ 

    证明 分析 2
||

11
2

21
|| 




xxx

x
y , 要使|y|M, 只须 M

x
2

||

1
, 即

2

1
||




M
x .  

    证明 因为M0, 
2

1




M
 , 使当 0|x0| 时, 有 M

x

x


21
,  

所以当 x0 时, 函数
x

x
y

21
 是无穷大. 

    取 M104, 则
210

1
4 

 . 当
210

1
|0|0

4 
 x 时, |y|>104.  

    4. 求下列极限并说明理由:  

    (1)
x

x
n

12
lim




;  

    (2)
x

x
x 


 1

1
lim

2

0
.  



    解 (1)因为
xx

x 1
2

12



, 而当 x 时

x

1
是无穷小, 所以 2

12
lim 


 x

x
n

.  

    (2)因为 x
x

x





1
1

1 2

(x1), 而当 x0 时 x 为无穷小, 所以 1
1

1
lim

2

0





 x

x
x

.  

    5. 根据函数极限或无穷大定义, 填写下表: 

 

    6. 函数 yxcos x 在(, )内是否有界？这个函数是否为当 x 时的无穷大？为什

么？ 

    解 函数 yxcos x 在(, )内无界. 

    这是因为M0, 在(, )内总能找到这样的 x, 使得|y(x)|M. 例如 

y(2k)2k cos2k2k (k0, 1, 2,   ),  

当 k 充分大时, 就有| y(2k)|M.  

    当 x 时, 函数 yxcos x 不是无穷大.  

    这是因为M0, 找不到这样一个时刻 N, 使对一切大于 N 的 x, 都有|y(x)|M. 例如 

0)
2

2cos()
2

2()
2

2( 
 kkky (k0, 1, 2,   ),  

对任何大的 N, 当 k 充分大时, 总有 Nkx 
2

2
 , 但|y(x)|0M.  

    7. 证明: 函数
xx

y
1

sin
1

 在区间(0, 1]上无界, 但这函数不是当 x0+时的无穷大.  

    证明 函数
xx

y
1

sin
1

 在区间(0, 1]上无界. 这是因为 

    M0, 在(0, 1]中总可以找到点 xk, 使 y(xk)M. 例如当 

2
2

1
 


k

xk (k0, 1, 2,   ) 

时, 有 

2
2)(

  kxy k ,  

当 k 充分大时, y(xk)M. 

    当 x0+ 时, 函数
xx

y
1

sin
1

 不是无穷大. 这是因为 

    M0, 对所有的 0, 总可以找到这样的点 xk, 使 0xk, 但 y(xk)M. 例如可取 

k
xk 2

1
 (k0, 1, 2,   ),  

当 k 充分大时, xk, 但 y(xk)2ksin2k0M. 

 



习题 15 

    1. 计算下列极限:  

    (1)
3
5lim

2

2 


 x
x

x
;  

    解 9
32
52

3
5lim

22

2








 x
x

x
.  

    (2)
1
3lim

2

2

3 


 x
x

x
; 

    解 0
1)3(

3)3(
1
3lim

2

2

2

2

3








 x
x

x
.  

    (3)
1

12lim
2

2

1 


 x
xx

x
; 

    解 0
2
0

1
1lim

)1)(1(
)1(

lim
1

12lim
1

2

12

2

1











 x
x

xx
x

x
xx

xxx
.  

    (4)
xx

xxx
x 23

24lim
2

23

0 



; 

    解 
2
1

23
124lim

23
24lim

2

02

23

0








 x
xx

xx
xxx

xx
.  

    (5)
h

xhx
h

22

0

)(
lim




; 

    解 xhx
h

xhhxx
h

xhx
hhh

2)2(lim2lim
)(

lim
0

222

0

22

0



.  

    (6) )112(lim
2xxx




; 

    解 21lim1lim2)112(lim
22


 xxxx xxx
.  

    (7)
12

1lim
2

2




 xx
x

x
; 

    解 
2
1

112

11
lim

12
1lim

2

2

2

2












xx

x
xx

x
xx

.  

    (8)
13

lim
24

2




 xx
xx

x
; 

    解 0
13

lim
24

2





 xx
xx

x
(分子次数低于分母次数, 极限为零) 



    或 0
121

11

lim
13

lim

42

32

24

2












xx

xx
xx
xx

xx
.  

    (9)
45

86
lim

2

2

4 


 xx

xx
x

; 

    解 
3
2

14
24

1
2lim

)4)(1(
)4)(2(

lim
45
86lim

442

2

4














 x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
.  

    (10) )12)(11(lim
2xxx




; 

    解 221)12(lim)11(lim)12)(11(lim
22


 xxxx xxx

.  

    (11) )
2
1    

4
1

2
11(lim

nn



; 

    解 2

2
11

)
2
1(1

lim)
2
1    

4
1

2
11(lim

1











n

nnn
.  

    (12)
2

)1(    321
lim

n
n

n




; 

    解 
2
11lim

2
12

)1(

lim
)1(    321

lim
22






 n

n
n

nn

n
n

nnn
.  

    (13)
35

)3)(2)(1(
lim

n
nnn

n




; 

    解 
5
1

5
)3)(2)(1(lim

3


 n
nnn

n
 (分子与分母的次数相同, 极限为最高次项系数之比).  

    或 
5
1)31)(21)(11(lim

5
1

5
)3)(2)(1(

lim
3


 nnnn

nnn
nn

.  

    (14) )
1

3
1

1(lim
31 xxx 




; 

    解 1
1

2lim
)1)(1(

)2)(1(
lim

)1)(1(
31lim)

1
3

1
1(lim

21212

2

131














  xx
x

xxx
xx

xxx
xx

xx xxxx
.  

    2. 计算下列极限:  

    (1)
2

23

2 )2(
2lim




 x
xx

x
; 

    解 因为 0
16
0

2
)2(

lim
23

2

2





 xx
x

x
, 所以 




 2

23

2 )2(
2lim

x
xx

x
.  



    (2)
12

lim
2

 x
x

x
; 

    解 
 12

lim
2

x
x

x
 (因为分子次数高于分母次数). 　 

    (3) )12(lim 3 


xx
x

.  

    解 


)12(lim 3 xx
x

(因为分子次数高于分母次数).  

    3. 计算下列极限:  

    (1)
x

x
x

1sinlim 2
0

; 

    解 01sinlim 2
0


 x

x
x

(当 x0 时, x2 是无穷小, 而
x
1sin 是有界变量).  

    (2)
x

x
x

arctanlim


. 

    解 0arctan1limarctanlim 


x
xx

x
xx

(当 x时, 
x
1 是无穷小, 而 arctan x 是有界变量).  

    4. 证明本节定理 3 中的(2). 



习题 16 

    1. 计算下列极限:  

    (1)
x

x
x

sinlim
0

; 

    解 

 

 x
x

x
x

xx

sinlimsinlim
00

.  

    (2)
x

x
x

3tanlim
0

; 

    解 3
3cos

1
3

3sinlim33tanlim
00


 xx

x
x

x
xx

.  

    (3)
x
x

x 5sin
2sinlim

0
; 

    解 
5
2

5
2

5sin
5

2
2sinlim

5sin
2sinlim

00


 x
x

x
x

x
x

xx
.  

    (4) xx
x

cotlim
0

; 

    解 1coslim
sin

limcos
sin

limcotlim
0000




x
x

xx
x

xxx
xxxx

.  

    (5)
xx

x
x sin

2cos1lim
0




; 

    解法一   2sinlim2sin2lim2cos1lim
sin

2cos1lim 2

02

2

0200


 x
x

x
x

x
x

xx
x

xxxx
.   

    解法二 2sinlim2
sin
sin2lim

sin
2cos1lim

0

2

00


 x
x

xx
x

xx
x

xxx
.  

    (6)
n

n

n

x

2
sin2lim


(x 为不等于零的常数). 

    解 xx
x

x
x

n

n

nn
n

n




2

2
sin

lim
2

sin2lim .  

    2. 计算下列极限:  

    (1) x
x

x
1

0
)1(lim 


; 

    解   11)(
1

0

)1(
)(

1

0

1

0
)](1[lim)](1[lim)1(lim 







 exxx x

x
x

x
x

x
.  

    (2) x
x

x
1

0
)21(lim 


; 

    解   22
2
1

0

2
2
1

0

1

0
)21(lim)21(lim)21(lim exxx x

x
x

x
x

x







.  



    (3) x
x x

x 2)1(lim 


; 

    解   222 )11(lim)1(lim e
xx

x x
x

x
x




.  

    (4) kx
x x

)11(lim 


(k 为正整数). 

    解 kkx
x

kx
x

e
xx







 ))(()11(lim)11(lim .  

    3. 根据函数极限的定义, 证明极限存在的准则 I.  

    解  

 

    4. 利用极限存在准则证明:  

    (1) 1
1

1lim 
 nn

; 

    证明 因为
nn
1

1
1

11  ,  

而      11lim 
n

且 1)
1

1(lim 
 nn

,  

由极限存在准则 I, 1
1

1lim 
 nn

.  

    (2)   1
1

    
2

11
lim

222








  nnnn
n

n
; 

    证明 因为 

         
 











 2

2

2222

2 1
    

2
11

n
n

nnnn
n

nn
n

  

而      1lim
2

2


 nn
n

n
, 1lim

2

2


 n
n

n
,  

所以      1
1

    
2

11
lim

222








  nnnn
n

n
 

    (3)数列 2 , 22 , 222  ,    的极限存在;  

    证明 21x , nn xx  21 (n1, 2, 3,   ).  

    先证明数列{xn}有界. 当 n1 时 221 x , 假定 nk 时 xk2, 当 nk1 时,  

22221  kk xx ,  

所以 xn2(n1, 2, 3,   ), 即数列{xn}有界.  



    再证明数列单调增.  

nn

nn

nn

nn
nnnn

xx

xx

xx

xx
xxxx









2

)1)(2(

2

2
2

2

1 ,  

 

而 xn20, xn10, 所以 xn1xn0, 即数列{xn}单调增.  

    因为数列{xn}单调增加有上界, 所以此数列是有极限的.  

    (4) 11lim
0




n

x
x ;  

    证明 当|x|1 时, 则有 

        1x1|x|(1|x|)n ,  

        1x1|x|(1|x|)n ,  

从而有  ||11||1 xxx n  .  

因为    1|)|1(lim|)|1(lim
00




xx
xx

,  

根据夹逼准则, 有 

        11lim
0




n

x
x .  

    (5)   1
1

lim
0


 x
x

x
.  

    证明 因为  
xxx

11
1

1
 , 所以   1

1
1 

x
xx .  

    又因为 11lim)1(lim
00


  xx

x , 根据夹逼准则, 有   1
1

lim
0


 x
x

x
.  

 



习题 17 

    1. 当 x0 时 2xx2 与 x2x3 相比 哪一个是高阶无穷小？ 

    解  因为 0
2

lim
2

lim
2

02

32

0









 x

xx

xx

xx
xx

,  

所以当 x0 时 x2x3 是高阶无穷小, 即 x2x3o(2xx2).  

    2. 当 x1 时 无穷小 1x 和(1)1x3, (2) )1(
2

1 2x 是否同阶？是否等价？ 

    解  (1)因为 3)1(lim
1

)1)(1(
lim

1

1
lim 2

1

2

1

3

1










xx

x

xxx

x

x
xxx

,  

所以当 x1 时, 1x 和 1x3 是同阶的无穷小, 但不是等价无穷小.  

    (2)因为 1)1(lim
2

1

1

)1(
2

1

lim
1

2

1







x

x

x

xx
, 

所以当 x1 时, 1x 和 )1(
2

1 2x 是同阶的无穷小, 而且是等价无穷小.  

    3. 证明: 当 x0 时 有:  

    (1) arctanx~x; 

    (2)
2

~1sec
2x

x .

    证明 (1)因为 1
tan

lim
arctan

lim
00


 y

y

x

x
yx

(提示: 令 yarctan x, 则当 x0 时, y 0),  

所以当 x0 时 arctanx~x.  

    (2)因为   1

2

2
sin2

lim

2

2
sin2

lim
cos

cos1
lim2

2

1
1sec

lim
2

02

2

02020






 x

x

x

x

xx

x

x

x
xxxx

,  

所以当 x0 时, 
2

~1sec
2x

x . 

    4. 利用等价无穷小的性质 求下列极限:  

    (1)
x

x
x 2

3tan
lim

0
; 

    (2)
m

n

x x

x

)(sin

)sin(
lim

0
(n, m 为正整数); 

    (3)
x

xx
x 30 sin

sintan
lim




;  

    (4)
)1sin1)(11(

tansin
lim

3 20 


 xx

xx
x

.  



    解 (1)
2
3

2
3lim

2
3tanlim

00


 x
x

x
x

xx
.  

    (2) 













mn
mn
mn

x
x

x
x

m

n

xm

n

x
   

    0
    1

lim
)(sin
)sin(

lim
00

.  

    (3)
2
1

cos
2
1

lim
sincos

cos1lim
sin

)1
cos

1(sin
lim

sin
sintanlim

2

2

0203030





 xx

x

xx
x

x
x

x

x
xx

xxxx
.  

    (4)因为 

        322

2

1
)

2
(2~

2
sintan2)1(costantansin x

x
x

x
xxxxx  (x0),  

        2

3 23 22

2
3 2

3

1
~

11)1(
11 x

xx

x
x


 (x0), 

        xx
x

x
x ~sin~

1sin1

sin
1sin1


 (x0), 

所以    3

3

1
2

1

lim
)1sin1)(11(

tansin
lim

2

3

03 20












xx

x

xx

xx
xx

.  

     

    5. 证明无穷小的等价关系具有下列性质:  

    (1) ~ 自反性); 

    (2)若~, 则~对称性);
    (3)若~, ~, 则~传递性).

    证明 (1) 1lim 



, 所以~ ;

    (2)若~, 则 1lim 



, 从而 1lim 



. 因此~;

    (3)若~, ~, 1limlimlim 









. 因此~. 

 



习题 18 

    1. 研究下列函数的连续性, 并画出函数的图形:  

    (1)








21    2

10        
)(

2

xx

xx
xf ; 

    (2)








1||       1

11     
)(

x

xx
xf . 

    解 (1)已知多项式函数是连续函数, 所以函数 f(x)在[0, 1)和(1, 2]内是连续的.  

    在 x1 处, 因为 f(1)1, 1lim)(lim 2

11


 
xxf

xx
, 1)2(lim)(lim

11


 
xxf

xx
　 

所以 1)(lim
1




xf
x

, 从而函数 f(x)在 x1 处是连续的.  

    综上所述，函数 f(x)在[0, 2]上是连续函数.  

    (2)只需考察函数在 x1 和 x1 处的连续性.  

    在 x1处, 因为 f(1)1, )1(11lim)(lim
11


 

fxf
xx

, )1(1lim)(lim
11


 

fxxf
xx

, 所以

函数在 x1 处间断, 但右连续.  

    在 x1 处, 因为 f(1)1, 1lim)(lim
11


 
xxf

xx
f(1), 11lim)(lim

11


  xx
xf f(1), 所以函数在 x1 处

连续.  

    综合上述讨论, 函数在(, 1)和(1, )内连续, 在 x1 处间断, 但右连续.  

    2. 下列函数在指出的点处间断, 说明这些间断点属于哪一类, 如果是可去间断点, 则补充或

改变函数的定义使它连续:  

    (1)
23

1
2

2





xx

x
y , x1, x2; 

    (2)
x

x
y

tan
 , xk, 

2

 kx  (k0, 1, 2,   ); 

    (3) ,
1

cos2

x
y  x0; 

    (4)








1      3

1      1

xx

xx
y , x 1. 

    解 (1)
)1)(2(

)1)(1(

23

1
2

2










xx

xx

xx

x
y . 因为函数在 x2 和 x1 处无定义, 所以 x2 和 x1 是函数

的间断点.  

    因为 





 23

1
limlim

2

2

22 xx

x
y

xx
, 所以 x2 是函数的第二类间断点;  



    因为 2
)2(

)1(
limlim

11






 x

x
y

xx
, 所以 x1 是函数的第一类间断点, 并且是可去间断点. 在 x1 处, 

令 y2, 则函数在 x1 处成为连续的.  

    (2)函数在点 xk(kZ)和
2

  kx (kZ)处无定义, 因而这些点都是函数的间断点.  

    因 
 x

x
kx tan

lim


(k0), 故 xk(k0)是第二类间断点;  

    因为 1
tan

lim
0


 x

x
x

, 0
tan

lim

2


 x

x

kx


(kZ), 所以 x0 和
2

  kx (kZ) 是第一类间断点且是可

去间断点.  

    令 y|x01, 则函数在 x0 处成为连续的;  

    令
2

  kx 时, y0, 则函数在
2

  kx 处成为连续的.  

    (3)因为函数
x

y
1

cos2 在 x0 处无定义, 所以 x0 是函数
x

y
1

cos2 的间断点. 又因为

xx

1
coslim 2

0
不存在, 所以 x0 是函数的第二类间断点.  

    (4)因为 0)1(lim)(lim
11


 

xxf
xx

　 2)3(lim)(lim
11


 

xxf
xx

, 所以x1是函数的第一类不可去间

断点.  

    3. 讨论函数 x
x

x
xf

n

n

n 2

2

1

1
lim)(







的连续性, 若有间断点, 判别其类型.     

    解 



















1||    

1||    0

1||    

1

1
lim)(

2

2

xx

x

xx

x
x

x
xf

n

n

n
.  

    在分段点 x1处, 因为 1)(lim)(lim
11


 

xxf
xx

, 1lim)(lim
11


 

xxf
xx

, 所以 x1为函数的

第一类不可去间断点.  

    在分段点x1处, 因为 1lim)(lim
11


 
xxf

xx
, 1)(lim)(lim

11


 
xxf

xx
, 所以x1为函数的第一类

不可去间断点.  

    4. 证明: 若函数 f(x)在点 x0 连续且 f(x0)0, 则存在 x0 的某一邻域 U(x0), 当 xU(x0)时, f(x)0. 

 

    证明 不妨设 f(x0)>0. 因为 f(x)在 x0连续, 所以 0)()(lim 0
0




xfxf
xx

, 由极限的局部保号性定理, 

存在 x0 的某一去心邻域 )( 0xU


, 使当 x )( 0xU


时 f(x)>0, 从而当 xU(x0)时, f(x)>0. 这就是说, 则

存在 x0 的某一邻域 U(x0), 当 xU(x0)时, f(x)0.  



    5. 试分别举出具有以下性质的函数 f(x)的例子:  

    (1)x0, 1, 2, 
2

1
 , , n, 

n

1
 , 是 f(x)的所有间断点, 且它们都是无穷间断点;  

    (2)f(x)在 R 上处处不连续, 但|f(x)|在 R 上处处连续;  

    (3)f(x)在 R 上处处有定义, 但仅在一点连续.  

    解 函数
x

xxf
 csc)csc()(  在点 x0, 1, 2, 

2

1
 , , n, 

n

1
 , 处是间断的且这些点是

函数的无穷间断点.  

    解(2)函数








Q

Q

x

x
xf

        1

        1
)( 在 R 上处处不连续, 但|f(x)|1 在 R 上处处连续.  

    解(3)函数








Q

Q

xx

xx
xf

        

        
)( 在 R 上处处有定义, 它只在 x0 处连续.  

 



习题 19 

    1. 求函数
6

33
)(

2

23





xx

xxx
xf 的连续区间, 并求极限 )(lim

0
xf

x
, )(lim

3
xf

x 
及 )(lim

2
xf

x
.  

    解 
)2)(3(

)1)(1)(3(

6

33
)(

2

23










xx

xxx

xx

xxx
xf , 函数在(, )内除点 x2 和 x3 外是连续

的, 所以函数 f(x)的连续区间为(, 3)、(3, 2)、(2, ).  

    在函数的连续点 x0 处, 
2

1
)0()(lim

0



fxf

x
.  

    在函数的间断点 x2 和 x3 处,  

        





 )2)(3(

)1)(1)(3(
lim)(lim

22 xx

xxx
xf

xx
, 

5

8

2

)1)(1(
lim)(lim

33






 x

xx
xf

xx
.  

    2. 设函数 f(x)与 g(x)在点 x0 连续, 证明函数 

        (x)max{f(x), g(x)}, (x)min{f(x), g(x)} 

在点 x0 也连续.  

    证明 已知 )()(lim 0
0

xfxf
xx




, )()(lim 0
0

xgxg
xx




.  

    可以验证 

        ] |)()(|)()([
2

1
)( xgxfxgxfx  ,  

        ] |)()(|)()([
2

1
)( xgxfxgxfx  .  

因此    ] |)()(|)()([
2

1
)( 00000 xgxfxgxfx  ,  

        ] |)()(|)()([
2

1
)( 00000 xgxfxgxfx  .  

    因为  

        ] |)()(|)()([
2

1
lim)(lim

00

xgxfxgxfx
xxxx




  

        ] |)(lim)(lim|)(lim)(lim[
2

1

0000

xgxfxgxf
xxxxxxxx 

  

        ] |)()(|)()([
2

1
0000 xgxfxgxf  (x0), 

所以(x)在点 x0 也连续.  

    同理可证明(x)在点 x0 也连续.  

 

    3. 求下列极限:   

    (1) 52lim 2

0



xx

x
;  



    (2) 3

4

)2(sinlim x
x 

;   

    (3) )2cos2ln(lim
6

x
x 

 

    (4)
x

x
x

11
lim

0




; 

    (5)
1

45
lim

1 


 x

xx
x

; 

    (6)
ax

ax
ax 




sinsin
lim ; 

    (7) )(lim 22 xxxx
x




. 

    解 (1)因为函数 52)( 2  xxxf 是初等函数, f(x)在点 x0 有定义, 所以 

        55020)0(52lim 22

0



fxx

x
.  

    (2)因为函数 f(x)(sin 2x)3 是初等函数, f(x)在点 x
4


有定义, 所以 

        1)
4

2(sin)
4

()2(sinlim 33

4







fx
x

.  

    (3)因为函数 f(x)ln(2cos2x)是初等函数, f(x)在点 x
6


有定义, 所以 

        0)
6

2cos2ln()
6

()2cos2ln(lim
6







fx
x

.  

    (4)
2

1

110

1

11

1
lim

)11(
lim

)11(

)11)(11(
lim

11
lim

0000

















 xxx

x

xx

xx

x

x
xxxx

.  

    (5)
)45)(1(

44
lim

)45)(1(

)45)(45(
lim

1

45
lim

111 xxx

x

xxx

xxxx

x

xx
xxx 













 

        2
1415

4

45

4
lim

1








 xxx
.  

    (6)
ax

axax

ax

ax
axax 









2
sin

2
cos2

lim
sinsin

lim  



        a
aa

ax

ax
ax

axax
cos1

2
cos

2

2
sin

lim
2

coslim 













.  

    (7)
)(

))((
lim)(lim

22

2222
22

xxxx

xxxxxxxx
xxxx

xx 





 

        1

)
1

1
1

1(

2
lim

)(

2
lim

22










xx
xxxx

x
xx

. 

 

    4. 求下列极限:   

    (1) x

x
e

1

lim


; 

    (2)
x

x
x

sin
lnlim

0
;  

    (3) 2)
1

1(lim
x

x x



; 

    (4) x

x
x

2cot2

0
)tan31(lim 


;  

    (5) 2
1

)
6

3
(lim



 
 x

x x

x
;  

    (6)
xxx

xx
x 


 20 sin1

sin1tan1
lim .  

    解 (1) 1lim 0

1
lim

1

 


eee xx

x

x
.  

    (2) 01ln)
sin

limln(
sin

lnlim
00


 x

x

x

x
xx

.   

    (3)   ee
xx

x

x

x

x




2

1

2

1
2 )

1
1(lim)

1
1(lim .  

    (4)   33tan3

1
2

0

cot2

0

22

)tan31(lim)tan31(lim exx x

x

x

x



.  

    (5) 2
1

6
3

3
6

2
1

)
6

3
1()

6

3
(













 x

x
xx

xx

x
. 因为 



        e
x

x

x





 



3

6

)
6

3
1(lim , 

2

3

2

1

6

3
lim 









x

xx
,  

所以 2
3

2
1

)
6

3
(lim









e
x

x x

x
.  

    (6)
)sin1tan1)(1sin1(

)1sin1)(sin1tan1(
lim

sin1

sin1tan1
lim

2

2

020 xxxx

xxx

xxx

xx
xx 









 

        
2

1
)

2
(2

lim
sin

2
sin2tan

lim
)sin1tan1(sin

)1sin1)(sin(tan
lim

3

2

02

2

02

2

0













 x

x
x

xx

x
x

xxxx

xxx
xxx

.  

 

     

    5. 设函数








0     

0         
)(

xxa

xe
xf

x

　 应当如何选择数 a, 使得 f(x)成为在(, )内的连续函

数？  

    解 要使函数 f(x)在(, )内连续, 只须 f(x)在 x0 处连续, 即只须 

        afxfxf
xx




)0()(lim)(lim
00

.  

    因为 1lim)(lim
00




x

xx
exf , axaxf

xx



)(lim)(lim

00
, 所以只须取 a1. 



习题 110 

    1. 证明方程 x53x1 至少有一个根介于 1 和 2 之间. 

    证明 设 f(x)x53x1, 则 f(x)是闭区间[1, 2]上的连续函数.  

    因为 f(1)3, f(2)25, f(1)f(2)<0, 所以由零点定理, 在(1, 2)内至少有一点(1<<2), 使 f()0, 

即 x 是方程 x53x1 的介于 1 和 2 之间的根.  

    因此方程 x53x1 至少有一个根介于 1 和 2 之间.  

 

    2. 证明方程 xasinxb, 其中 a>0, b>0, 至少有一个正根, 并且它不超过 ab. 

    证明 设 f(x)asin xbx, 则 f(x)是[0, ab]上的连续函数.  

    f(0)b, f(ab)a sin (ab)b(ab)a[sin(ab)1]0.  

    若 f(ab)0, 则说明 xab 就是方程 xasinxb 的一个不超过 ab 的根;  

    若 f(ab)<0, 则 f(0)f(ab)<0, 由零点定理, 至少存在一点(0, ab), 使 f()0, 这说明 x 

也是方程 x=asinxb 的一个不超过 ab 的根.  

    总之, 方程 xasinxb 至少有一个正根, 并且它不超过 ab.  

    3. 设函数 f(x)对于闭区间[a, b]上的任意两点 x、y, 恒有|f(x)f(y)|L|xy|, 其中 L 为正常数, 且

f(a)f(b)0. 证明: 至少有一点(a, b), 使得 f()0.  

    证明 设 x0 为(a, b)内任意一点. 因为 

        0||lim|)()(|lim0 00
00




xxLxfxf
xxxx

,  

所以    0|)()(|lim 0
0




xfxf
xx

,  

即      )()(lim 0
0

xfxf
xx




.  

因此 f(x)在(a, b)内连续.  

    同理可证 f(x)在点 a 处左连续, 在点 b 处右连续, 所以 f(x)在[a, b]上连续. 

    因为 f(x)在[a, b]上连续, 且 f(a)f(b)0, 由零点定理, 至少有一点(a, b), 使得 f()0. 

    4. 若 f(x)在[a, b]上连续, a<x1<x2<    <xn<b, 则在[x1, xn]上至少有一点 , 使 

        
n

xfxfxf
f n )(    )()(

)( 21 
 . 

    证明 显然 f(x)在[x1, xn]上也连续. 设 M 和 m 分别是 f(x)在[x1, xn]上的最大值和最小值.  

    因为 xi[x1, xn](1 in), 所以有 mf(xi)M, 从而有  

        Mnxfxfxfmn n  )(    )()( 21 ,  



        M
n

xfxfxf
m n 




)(    )()( 21 .  

由介值定理推论, 在[x1, xn]上至少有一点 　 使 

        
n

xfxfxf
f n )(    )()(

)( 21 
 .  

    5. 证明: 若 f(x)在(, )内连续, 且 )(lim xf
x 

存在, 则 f(x)必在(, )内有界. 

    证明 令 Axf
x




)(lim , 则对于给定的 0, 存在 X0, 只要|x|X, 就有 

        |f(x)A| , 即 Af(x)A .  

    又由于 f(x)在闭区间[X, X]上连续, 根据有界性定理, 存在 M0, 使|f(x)|M, x[X, X].  

    取 Nmax{M, |A|, |A|}, 则|f(x)|N, x(, ), 即 f(x)在(, )内有界. 

    6. 在什么条件下, (a, b)内的连续函数 f(x)为一致连续？ 



总习题一 
    1. 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空

格内:  
    (1)数列{xn}有界是数列{xn}收敛的________条件. 数列{xn}收敛是数列{xn}
有界的________的条件. 

    (2)f(x)在 x0 的某一去心邻域内有界是 )(lim
0

xf
xx

存在的________条件. 

)(lim
0

xf
xx

存在是 f(x)在 x0 的某一去心邻域内有界的________条件.  

    (3) f(x)在 x0 的某一去心邻域内无界是 


)(lim
0

xf
xx

的________条件. 




)(lim
0

xf
xx

是 f(x)在 x0的某一去心邻域内无界的________条件. 

    (4)f(x)当 xx0 时的右极限 f(x0
)及左极限 f(x0

)都存在且相等是 )(lim
0

xf
xx

存

在的________条件. 
    解  (1) 必要, 充分.  
    (2) 必要, 充分. 
    (3) 必要, 充分.
    (4) 充分必要.  
    2. 选择以下题中给出的四个结论中一个正确的结论:  
    设 f(x)2x3x2. 则当 x0 时, 有(      ).  
    (A)f(x)与 x 是等价无穷小;     (B)f(x)与 x 同阶但非等价无穷小;  
    (C)f(x)是比 x 高阶的无穷小;   (D)f(x)是比 x 低阶的无穷小.  

    解 因为
xxxx

xf x

x

x

x

xx

xx

13lim12lim232lim
)(

lim
0000




 

        3ln2ln
)1ln(

lim3ln
)1ln(

lim2ln
00








 u

u
t

t
ut

(令 2x1t, 3x1u)  

所以 f(x)与 x 同阶但非等价无穷小. 故应选 B.  
    3. 设 f(x)的定义域是[0, 1], 求下列函数的定义域:  
    (1) f(ex);  
    (2) f(ln x);  
    (3) f(arctan x);  
    (4) f(cos x).  
    解  (1)由 0ex1 得 x0, 即函数 f(ex)的定义域为(, 0].  
    (2) 由 0 ln x1 得 1xe , 即函数 f(ln x)的定义域为[1, e]. 
    (3) 由 0 arctan x 1 得 0xtan 1, 即函数 f(arctan x)的定义域为[0, tan 1]. 

    (4) 由 0 cos x1 得
2

2
2

2   nxn (n0, 1, 2, ),  



即函数 f(cos x)的定义域为[
2

  ,
2

2   nn ], (n0, 1, 2, ).  

    4. 设 

        







0      
0      0

)(
xx
x

xf , 







0     
0         0

)( 2 xx
x

xg ,  

求 f[f(x)], g[g(x)], f[g(x)], g[f(x)].  

    解 因为 f(x)0, 所以 f[f(x)]f(x)







0      
0      0

xx
x

;  

    因为 g(x)0, 所以 g[g(x)]0; 
    因为 g(x)0, 所以 f[g(x)]0; 

    因为 f(x)0, 所以 g[f(x)]f 2(x)







0     
0         0

2 xx
x

.  

    5. 利用 ysin x 的图形作出下列函数的图形:  
    (1)y|sin x|;  
    (2)ysin|x|;  

    (3)
2

sin2 xy .  

    6. 把半径为 R 的一圆形铁片, 自中心处剪去中心角为的一扇形后围成一

无底圆锥. 试将这圆锥的体积表为的函数. 
    解 设围成的圆锥的底半径为 r, 高为 h, 依题意有 

        R(2)2r , 



2
)2(  R

r  

        






2
4

4
)2( 2

2

22
222  R

R
RrRh .  

圆锥的体积为 

        






2
4

4
)2(

3
1 2

2

22  R
R

V  

          22
2

3
4)2(

24
aR  


 (02).  

    7. 根据函数极限的定义证明 5
3

6lim
2

3





 x
xx

x
. 

    证明  对于任意给定的0, 要使 

 |5
3

6|
2

x
xx , 只需|x3|, 取, 当



0|x3|时, 就有|x3|, 即 

 |5
3

6|
2

x
xx , 所以 5

3
6lim

2

3





 x
xx

x
.  

    8. 求下列极限:  

    (1)
2

2

1 )1(
1lim




 x
xx

x
;  

    (2) )1(lim 2 xxx
x




;  

    (3) 1)
12
32(lim 

 
 x

x x
x ;  

    (4)
30

sintanlim
x

xx
x




;  

    (5) x
xxx

x

cba 1

0
)

3
(lim 


(a0, b0, c0);  

    (6) x

x
x tan

2

)(sinlim


.  

    解 (1)因为 0
1

)1(
lim

2

2

1





 xx
x

x
, 所以 


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2

1 )1(
1lim
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.  

    (2)
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xxxxx
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
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
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.  

    (3) 2
1

2
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21(lim)
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21(lim)
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








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x xxx
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
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
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x

x
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xx x
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



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
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21(lim)
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21(lim .  

    (4)
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x
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)cos1(sin
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limsintanlim
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
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xx

xx

xx

xx
(提示: 用等价无穷小换). 

    (5) x
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x
x
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3

3
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3
31(lim)

3
(lim


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

  , 因为 

        ecba xxx cba
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3
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vut 
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



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        3ln)lnln(ln
3
1 abccba  ,  

所以    3ln
1

0

3

)
3

(lim abcecba abcx
xxx

x



.  

    提示: 求极限过程中作了变换 ax1t, bx1u, cx1v.  

    (6)
xx

x

x

x

x
xx

tan)1(sin
1sin

1

2

tan

2

)]1(sin1[lim)(sinlim








, 因为 

        ex x

x
 



1sin
1
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)]1(sin1[lim


,  

        
x
xx

xx
xx cos

)1(sinsin
limtan)1(sinlim
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
 

 

        0
1sin

cossinlim
)1(sincos
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2

2

2








 x
xx

xx
xx

xx 
,  

所以    1)(sinlim 0tan

2




ex x

x 
.  

    9. 设









0       

0      1sin
)(

2 xxa

x
x

x
xf , 要使 f(x)在(, )内连续, 应怎样选择数 a ? 

    解 要使函数连续, 必须使函数在 x0 处连续. 

    因为f(0)a, axaxf
xx


 

)(lim)(lim 2

00
, 01sinlim)(lim

00


  x
xxf

xx
 

所以当 a0 时, f(x)在 x0 处连续. 因此选取 a0 时, f(x)在(, )内连续.  

    10. 设











01    )1ln(
0           )(

1
1

xx
xexf

x
, 求 f(x)的间断点, 并说明间断点所属类形.  

    解 因为函数 f(x)在 x1 处无定义, 所以 x1 是函数的一个间断点.  

    因为 0lim)(lim 1
1

11
 

 

x

xx
exf (提示 

 1
1lim

1 xx
),  

         

 
1

1

11
lim)(lim x

xx
exf (提示 

 1
1lim

1 xx
), 

所以 x1 是函数的第二类间断点.  



    又因为 0)1ln(lim)(lim
00


 

xxf
xx

, 
e

exf x

xx

1lim)(lim 1
1

00
 

 
, 

所以 x0 也是函数的间断点, 且为第一类间断点.  

    11. 证明   11    
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1
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
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


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    证明 因为  
1
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1
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22222 


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
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
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n , 且 

        1
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



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, 1
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1lim
1

lim
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




 

n
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所以   11    
2

1
1

1lim
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






 nnnnn

.  

    12. 证明方程 sin xx10 在开区间 )
2

 ,
2

(  内至少有一个根.  

证明 设 f(x)sin xx1, 则函数 f(x)在 ]
2

,
2
 [  上连续.  

    因为
2

1
2

1)
2
 (  f , 

2
21

2
1)

2
 (  f , 0)

2
 ()

2
 (   ff ,  

所以由零点定理, 在区间 )
2

,
2
 (  内至少存在一点, 使 f()0. 这说明方程 sin 

xx10 在开区间 )
2

,
2
 (  内至少有一个根.  

    13. 如果存在直线 L: ykxb, 使得当 x(或 x, x)时, 曲线 yf(x)
上的动点 M(x, y)到直线 L 的距离 d(M, L)0, 则称 L 为曲线 yf(x)的渐近线. 当
直线 L 的斜率 k0 时, 称 L 为斜渐近线.  
    (1)证明: 直线 L: ykxb 为曲线 yf(x)的渐近线的充分必要条件是 

        
x
xf

k
xx

x

)(
lim

),(
         




 , ])([lim
),(

         
kxxfb

xx
x





.  

    (2)求曲线 xexy
1

)12(  的斜渐近线.  

    证明 (1) 仅就 x的情况进行证明 
    按渐近线的定义 ykxb 是曲线 yf(x)的渐近线的充要条件是 

          0)]()([lim 


bkxxf
x

  

    必要性 设 ykxb 是曲线 yf(x)的渐近线 则 0)]()([lim 


bkxxf
x

  

于是有    0]
)(

[lim 
 x
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x
xf

x
x

 0
)(

lim 
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k
x
xf

x


x
xf

k
x
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lim


   



同时有    0])([lim 


bkxxf
x

 ])([lim kxxfb
x




  

    充分性 如果
x
xf

k
x

)(
lim


  ])([lim kxxfb

x



, 则 

        0])([lim])([lim)]()([lim 


bbbkxxfbkxxfbkxxf
xxx

  

因此 ykxb 是曲线 yf(x)的渐近线  

    (2)因为 212limlim
1




x
xx

e
x

x
x
y

k   

      11
)1ln(

lim21)1(lim2]2)12[(lim]2[lim
0
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



 t

texxexxyb
t

x
x

x
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  

所以曲线 xexy
1

)12(  的斜渐近线为 y2x1  

 



习题 21 
    (1)yx4  

    (2) 3 2xy   

    (3)yx16 

    (4)
x

y 1   

    (5)
2

1
x

y 

    (6) 53 xxy  

    (7)
5

3 22

x
xxy   

    解 (1)y(x 4)4x4x3   

    (2) 3
11

3
2

3
2

3 2

3
2

3
2)()(


 xxxxy   

    (3)y(x 16)16x 16116x 06  

    (4) 2
31

2
1

2
1

2
1

2
1)()1(


 xxx

x
y   

    (5) 32
2

2)()1(   xx
x

y 

    (6) 5
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5
16

5
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5
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5
16)()( xxxxxy 




    (7) 6
51

6
1

6
1

5

3 22

6
1

6
1)()(


 xxx

x
xxy  

    8 已知物体的运动规律为 st 3(m)求这物体在 t2 秒(s)时的速度  
    解 v(s)3t2v|t212(米/秒) 
    9 如果 f(x)为偶函数且 f(0)存在证明 f(0)0
    证明 当 f(x)为偶函数时f(x)f(x)所以 

        )0(
0

)0()(
lim

0
)0()(

lim
0

)0()(
lim)0(

000
f

x
fxf

x
fxf

x
fxf

f
xxx












 

从而有 2f (0)0即 f (0)0  

    10 求曲线 ysin x 在具有下列横坐标的各点处切线的斜率 
3
2x x

    解 因为 ycos x所以斜率分别为 

        
2
1

3
2cos1  k  1cos2  k  

    11 求曲线 ycos x 上点 )
2
1 ,

3
( 处的切线方程和法线方程式  

    解 ysin x
2
3

3
sin

3





x

y 

故在点 )
2
1 ,

3
( 处切线方程为 )

3
(

2
3

2
1  xy  

法线方程为 )
3

(
3
2

2
1  xy   



    12 求曲线 yex在点(01)处的切线方程  
    解 yexy|x01故在(01)处的切线方程为 
        y11(x0)即 yx1  
    13 在抛物线 yx2上取横坐标为 x11及 x23的两点作过这两点的割线问该抛物线上哪

一点的切线平行于这条割线？ 

    解 y2x割线斜率为 4
2

19
13

)1()3( 

 yy

k   

    令 2x4得 x2
    因此抛物线 yx2上点(24)处的切线平行于这条割线 
    14 讨论下列函数在 x0 处的连续性与可导性
    (1)y|sin x|

    (2)









0              0

0    1sin2

x

x
x

x
y 

    解 (1)因为 
        y(0)0 0)sin(lim|sin|limlim
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


xxy

xxx
 0sinlim|sin|limlim
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
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xxy

xxx
 

所以函数在 x0 处连续 
    又因为 

        1sinlim
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        1sinlim
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

而 y(0)y(0)所以函数在 x0 处不可导

    解 因为 01sinlim)(lim 2

00


 x
xxy

xx
又 y(0)0所以函数在在 x0 处连续 

    又因为 

      01sinlim
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
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yxy
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 

所以函数在点 x0 处可导且 y(0)0  
 

    15 设函数






1    
1         

)(
2

xbax
xx

xf 为了使函数 f(x)在 x1 处连续且可导ab 应取什么值？ 

    解 因为 

        1lim)(lim 2
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


xxf
xx

 babaxxf
xx


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)(lim)(lim
0101

f(1)ab

所以要使函数在 x1 处连续必须 ab1  
    又因为当 ab1 时 

        2
1
1lim)1(

2

01




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xf
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x
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010101


所以要使函数在 x1 处可导必须 a2此时 b1  



    16 已知






0    
0     

)(
2

xx
xx

xf 求 f(0)及 f(0)又 f (0)是否存在？  

    解 因为 

        f(0) 10lim
)0()(
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
 x

x
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fxf
xx

 f(0) 00lim
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 x
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 

而 f(0)f(0)所以 f (0)不存在  

    17 已知 f(x)






0        
0   sin

xx
xx 求 f (x)  

    解 当 x<0 时f(x)sin x f (x)cos x   
       当 x>0 时f(x)xf (x)1  

       因为 f(0) 10sinlim
)0()(
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
 x

x
x

fxf
xx

 

            f(0) 10lim
)0()(
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
 x

x
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fxf
xx

所以 f (0)1从而 

            f (x)






0       1
0    cos

x
xx   

    18 证明双曲线 xya2 上任一点处的切线与两坐标轴构成的三角形的面积都等于 2a2  

    解 由 xya2 得
x

ay
2

 
2

2

x
ayk  

    设(x0y0)为曲线上任一点则过该点的切线方程为

        )( 02
0

2

0 xx
x
ayy  

    令 y0并注意 x0 y0a2解得 002

2
00 2xx

a
xy

x  为切线在 x 轴上的距 

    令 x0并注意 x0 y0a2解得 00
0

2
2yy

x
ay  为切线在 y 轴上的距

    此切线与二坐标轴构成的三角形的面积为 

        2
0000 2||2|2||2|

2
1 ayxyxS   

 



习题 22 
    1 推导余切函数及余割函数的导数公式  
        (cot x)csc2x ;  (csc x) csc xcot x  

    解 x
xx

xx
x

xxxx
x
xx 2

22

22

2
csc

sin
1

sin
cossin

sin
coscossinsin)

sin
cos()(cot  

       xx
x
x

x
x cotcsc

sin
cos)

sin
1()(csc

2
  

    2 求下列函数的导数  

    (1) 12274
45


xxx

y  

    (2) y5x32x3ex   
    (3) y2tan x sec x1
    (4) ysin xcos x  
    (5) yx2ln x  
    (6) y3excos x 

    (7)
x
xy ln  

    (8) 3ln
2


x
ey

x
 

    (9) yx2ln x cos x  
 

    (10)
t
ts

cos1
sin1


  

    解 (1) )12274()12274( 145
45

  xxx
xxx

y  

        
256

256 2282022820
xxx

xxx     

    (2) y(5x32x3ex)15x22x ln23ex  
    (3) y(2tan x sec x1)2sec2xsec xtan x sec x(2sec xtan x)  
    (4) y(sin xcos x)(sin x)cos xsin x(cos x)cos xcos xsin x(sin x) cos 2x   

    (5) y(x2ln x)2xln xx2
x
1 x(2ln x1)   

    (6) y(3excos x)3excos x3ex(sin x)3ex(cos xsin x)  

    (7)
22
ln1

ln1

)ln(
x

x
x

xx
x

x
xy 


  

    (8)
34

2

2

)2(2)3ln(
x
xe

x
xexe

x
ey

xxxx   

    (9) y(x2ln x cos x)2xln x cos xx2
x
1 cos xx2 ln x(sin x) 

         2x ln x cos xx cos xx2 ln x sin x   
 

    (10)
22 )cos1(

cossin1
)cos1(

)sin)(sin1()cos1(cos
)

cos1
sin1(

t
tt

t
tttt

t
ts








  

 
    3 求下列函数在给定点处的导数 



    (1) ysin xcos x 求
6



x

y 和
4



x

y  

    (2)  cos
2
1sin  ,求

4



d

d   

    (3)
55

3)(
2x

x
xf 


 求 f (0)和 f (2)

    解 (1)ycos xsin x

         
2

13
2
1

2
3

6
sin

6
cos

6





x

y  

         2
2
2

2
2

4
sin

4
cos

4





x

y   

    (2) 



cossin
2
1sin

2
1cossin 

d
d  

        )
2

1(
4
2

2
2

42
2

2
1

4
cos

44
sin

2
1

4








d
d   

    (3) x
x

xf
5
2

)5(
3)(

2



 

25
3)0( f 

15
17)2( f   

    4 以初速 v0 竖直上抛的物体其上升高度 s 与时间 t 的关系是 2
0 2

1 gttvs   求  

    (1)该物体的速度 v(t)  
    (2)该物体达到最高点的时刻  
    解 (1)v(t)s(t)v0gt

    (2)令 v(t)0即 v0gt0得
g
v

t 0 这就是物体达到最高点的时刻 

    5 求曲线 y2sin xx2 上横坐标为 x0 的点处的切线方程和法线方程
    解 因为 y2cos x2xy|x02又当 x0 时y0所以所求的切线方程为 
        y2x 
所求的法线方程为 

        xy
2
1 即 x2y0  

    6 求下列函数的导数     

    (1) y(2x5)4 

    (2) ycos(43x) 

    (3) 23xey   

    (4) yln(1x2) 
    (5) ysin2x 

    (6) 22 xay   

    (7) ytan(x2) 
    (8) yarctan(ex) 
    (9) y(arcsin x)2 



    (10) ylncos x 
    解 (1) y4(2x5)41(2x5)4(2x5)328(2x5)3  

    (2) ysin(43x)(43x)sin(43x)(3)3sin(43x)  

    (3) 222 3323 6)6()3( xxx xexexey     

    (4)
22

2
2 1

22
1

1)1(
1

1
x
xx

x
x

x
y








   

    (5) y2sin x (sin x)2sin xcos xsin 2x   

    (6)  
22

2
1

2222
1

2
1

222
1

22 )2()(
2
1)()(

2
1)(

xa
xxxaxaxaxay





 

    (7) y sec2(x2)(x2)2x sec2(x2)  

    (8)
x

x
x

x e
ee

e
y

22 1
)(

)(1
1





   

    (9) y
21

arcsin2)(arcsinarcsin2
x

xxx


   

    (10) xx
x

x
x

y tan)sin(
cos

1)(cos
cos

1    

    7 求下列函数的导数     

    (1) yarcsin(12x) 

    (2)
21

1
x

y


  

    (3) xey
x

3cos2
  

    (4)
x

y 1arccos  

    (5)
x
xy

ln1
ln1


  

    (6)
x

x
y

2sin
  

    (7) xy arcsin  

    (8) )ln( 22 xaxy   

    (9) yln(sec xtan x) 
    (10) yln(csc xcot x)

    解 (1) 
222

1
)21(1

2)21(
)21(1

1
xxx

x
x

y







  



    (2)  
22

2
3

22
1

2
1

22
1

2

1)1(
)2()1(

2
1)1()1(

2
1)1(

xx
xxxxxxy





 

    (3) )3)(3sin(3cos)
2

()3(cos3cos)( 2222 


xxexxexexey
xxxx



        )3sin63(cos
2
13sin33cos

2
1 222 xxexexe

xxx




 

    (4)
1

||
)1(

)1(1

1)1(
)1(1

1
222

22 








xx
x

x
x

x
x

y  

    (5)
22 )ln1(

2
)ln1(

1)ln1()ln1(1

xxx
x

xx
xy







  

    (6)
22

2sin2cos212sin22cos
x

xxx
x

xxxy   

    (7)
222 2

1
2

1

)(1

1)(
)(1

1
xxxx

x
x

y








  

    (8) ])(
2

11[1)(1 22
2222

22
22










 xa
xaxax

xax
xax

y  

        
222222

1)]2(
2

11[1
xa

x
xaxax 







  

    (9) x
xx

xxxxx
xx

y sec
tansec

sectansec)tan(sec
tansec

1 2






   

    (10) x
xx

xxxxx
xx

y csc
cotcsc

csccotcsc)cot(csc
cotcsc

1 2






  

 

    8 求下列函数的导数   

    (1)  2
2

arcsin xy  

    (2)
2

tanln xy   

    (3) xy 2ln1  

    (4) xey arctan  

    (5)ysinnxcos nx 

    (6)
1
1arctan



x
xy 



    (7)
x
xy

arccos
arcsin 

    (8) y=ln[ln(ln x)]

    (9)
xx
xxy




11
11  

    (10)
x
xy




1
1arcsin 

    解 (1)       )
2

(
)

2
(1

1
2

arcsin2
2

arcsin
2

arcsin2
2




 x
x

xxxy  

             
2

2 4
2

arcsin2

2
1

)
2

(1

1
2

arcsin2
x

x

x
x





  

    (2) xx
x

xx
x

x
x

y csc
2
1

2
sec

2
tan

1)
2

(
2

sec

2
tan

1)
2

(tan

2
tan

1 22   

    (3) )(lnln2
ln12

1)ln1(
ln12

1ln1
2

2
2

2 





 xx
x

x
x

xy  

        
xx

x
x

x
x 22 ln1

ln1ln2
ln12

1





  

    (4) )(
)(1

1)(arctan
2

arctanarctan 


 x
x

exey xx  

        
)1(22

1
)(1

1 arctan

2
arctan

xx
e

xx
e

x
x





  

    (5) yn sinn1x(sin x)cos nxsinnx(sin nx)(nx) 
        n sinn1xcos x cos nxsinnx(sin nx)n 

        n sinn1x(cos xcos nxsin xsin nx) n sinn1xcos(n1)x  

    (6)
22

22 1
1

)1(
)1()1(

)
1
1(1

1)
1
1(

)
1
1(1

1
xx

xx

x
xx

x

x
x

y

















 

    (7)
222

22

)(arccos
arcsinarccos

1
1

)(arccos

arcsin
1

1arccos
1

1

x
xx

xx

x
x

x
xy 





 

        
22 )(arccos12 xx

  

    (8)
)ln(lnln

11
ln
1

)ln(ln
1)(ln

ln
1

)ln(ln
1])[ln(ln

)ln(ln
1

xxxxxx
x

xx
x

x
y


  



    (9)
2)11(

)
12
1

12
1)(11()11)(

12
1

12
1(

xx
xx

xxxx
xxy











 

         
22 11

1
xx 

   

    (10)
)1(2)1(

1
)1(

)1()1(

1
11

1)
1
1(

1
11

1
2 xxxx

xx

x
xx

x

x
x

y

















  

    9. 设函数 f(x)和 g(x)可导且 f 2(x)g2(x)0试求函数 )()( 22 xgxfy  的导数

    解 )]()(2)()(2[
)()(2

1])()([
)()(2

1
22

22
22

xgxgxfxf
xgxf

xgxf
xgxf

y 





  

         
)()(

)()()()(
22 xgxf

xgxgxfxf




  

    10设 f(x)可导求下列函数 y 的导数
dx
dy  

    (1) yf(x2) 
    (2) yf(sin2x)f(cosx)
    解 (1) yf (x2)(x2) f (x2)2x2xf (x2)  

    (2) yf (sin2x)(sin2x)f (cos2x)(cos2x) 
         f (sin2x)2sin xcos xf (cos2x)2cosx(sin x) 

        sin 2x[f (sin2x) f (cos2x)]
    11 求下列函数的导数  
    (1) ych(sh x )  
    (2) ysh xech x  
    (3) yth(ln x) 
    (4) ysh3x ch2x  
    (5) yth(1x2)  
    (6) yarch(x21)
    (7) yarch(e2x) 
    (8) yarctan(th x)

    (9)
x

xy
2ch2

1chln  

    (10)  
1
1ch2




x
xy  

    解 (1) ysh(sh x)(sh x)sh(sh x)ch x  
    (2) ych xech xsh xech xsh xech x(ch xsh2x)   

    (3)
)(lnch

1)(ln
)(lnch

1
22 xx

x
x

y


   

    (4) y3sh2xch x2ch xsh x sh xch x(3sh x2)   

    (5)
)1(ch

2)1(
)1(ch

1
22

2
22 x

xx
x

y





    



    (6)
22

2)1(
)1(1

1
24

2
2 





xx

xx
x

y  

    (7)
1

2)(
1)(

1
4

2
2

22 





x

x
x

x e
ee

e
y   

    (8)
  x

x
xxx

x
x

y
2

2

2222 ch
1

ch
sh1

1
ch

1
th1
1)th (

)th(1
1 








  

        
xxx 222 sh21

1
shch

1





  

    (9) xx
xx

xx
x

x
x

y shch 2
ch2
1

ch 
sh )ch(

ch2
1)ch (

ch 
1

4
2

4
  

        x
x
x

x
xx

x
xxx

x
x

x
x 3

3

3

3

2

3

2

3
th

ch
sh

ch
)1ch(sh 

ch
shchsh 

ch
sh

ch 
sh  

    (10)            















1
1

1
1sh

1
1ch2

1
1ch

1
1ch2

x
x

x
x

x
x

x
x

x
xy  

            
1
12sh

)1(
2

)1(
)1()1(

1
12sh

22 











x
x

xx
xx

x
x   

    12 求下列函数的导数  
    (1) yex(x22x3)  
    (2) ysin2xsin(x2) 

    (3)  2
2

arctan xy  

    (4)
nx
xy ln  

    (5)
tt

tt

ee
eey





  

    (6)
x

y 1cosln  

    (7) xey
1sin2  

    (8) xxy   

    (9) 24
2

arcsin xxxy   

    (10)
21

2arcsin
t
ty


  

    解 (1) yex(x22x3)ex(2x2)ex(x24x5)  
    (2) y2sin xcos xsin(x2)sin2xcos(x2)2xsin2xsin(x2)2xsin2xcos(x2)  

    (3)
2

arctan
4

4
2
1

4
1

1
2

arctan2
22

x
xx

xy





   

    (4)
12

1
ln1

ln1









nn

nn

x
xn

x

nxxx
xy   

    (5)
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4
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









t

t
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tttttttt

e
e
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y   



    (6)
xxxxxxx

y 1tan1)1()1sin(1sec)1(cos1sec
22

   

    (7) xxx e
xxxxx

e
x

ey
1sin

22

1sin2
1sin 222 2sin1)1(1cos)1sin2()1sin(

    

    (8)
xxx

x
xxx

xx
xx

y









4
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2

11(
2

1)(
2

1  

    (9)
2

arcsin)2(
42
1

2
1

4
1

1
2

arcsin
22

xx
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xxy 





   

    (10)
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2
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





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



  



习题 23 
    1 求函数的二阶导数  
    (1) y2x2ln x  
    (2) ye2x1  
    (3) yx cos x   
    (4) yet sin t    

    (5) 22 xay   
    (6) yln(1x2) 
    (7) ytan x 

    (8)
1

1
3


x

y 

    (9) y1x2)arctan x  

    (10)
x
ey

x
  

    (11)
2xxey  

    (12) )1ln( 2xxy    

    解 (1)
x

xy 14  
2

14
x

y   

    (2) ye2x1 22e2x1 y2e2x1 24e2x1  
    (3) yx cos x  ycos xx sin x
      ysin xsin xx cos x2sin xx cos x   
    (4) yetsin tetcos tet(cos xsin x) 
       yet(cos xsin x)et(sin xcos x)2etcos t   

    (5)
22

22
22
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1
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xxa
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y





  
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    (6) 
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
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x
x

x
xxx

y




   

    (7) ysec2 x 
       y2sec x(sec x)2sec xsec xtan x2sec2xtan x  

    
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3

)1(
3

)1(
)1(







x
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y 
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

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y   

    (9) 1arctan2
1

1)1(arctan2
2

2 


 xx
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xxxy  
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2arctan2
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xxy


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x
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xxe
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xxexexe
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xxxx    

    (11) )21()2( 2222 xexexey xxx   
        )23(24)21(2 22 222 xxexexxey xxx    
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
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
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  

    2 设 f(x)(x10)6f (2)? 
    解 f (x)6(x10)5 f (x)30(x10)4 f (x)120(x10)3 
       f (2)120(210)3207360  

    3 若 f (x)存在, 求下列函数 y 的二阶导数
2

2

dx
yd

: 

    (1) yf(x2)   
    (2) yln[f(x)] 
    解 (1)y f (x2)(x2)2xf (x2)
         y2f (x2)2x2xf (x2)2f (x2)4x2f (x2)  

    (2) )(
)(

1 xf
xf

y  

      
2)]([

)()()()(
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xfxfxfxf
y




2

2

)]([
)]([)()(
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xfxfxf 

   

    4 试从
ydy

dx


 1 导出  

    (1)
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)(y
y

dy
xd




   

    (2)
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3
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   

    解 (1)      
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
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


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

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   

 
    5 已知物体的运动规律为 sAsint(A、是常数)求物体运动的加速度并验证 

           02
2

2
 s

dt
sd   

    解 tA
dt
ds  cos   

       tA
dt

sd  sin2
2

2
 

2

2

dt
sd 就是物体运动的加速度 

       0sinsin 222
2

2
 tAtAs

dt
sd   

    6 验证函数 yC1e
xC2e

x(C1，C2 是常数)满足关系式 



                 y2y0   

    解  yC1exC2ex  
       yC1exC2ex 
       y2y(C1exC2ex)(C1e

xC2e
x) 

            (C1exC2ex)(C1exC2ex)0   
    7 验证函数 ye xsin x 满足关系式 
               y2y2y0    
    解  yexsin xexcos xex(sin xcos x) 
        yex(sin xcos x)ex(cos xsin x)2excos x   
        y2y2y2excos x2ex(sin xcos x)2e xsin x 
                2excos x2exsin x2excos x2exsin x0   
    8 求下列函数的 n 阶导数的一般表达式  
    (1) yxna1x

n1a2x
n2 an1xan  (a1, a2an 都是常数)  

    (2) ysin2 x   
    (3) yx ln x ; 
    (4) yx ex  
    解 (1) ynxn1(n1)a1x

n2(n2)a2x
n3 an1  

           yn(n1)xn2(n1) (n2)a1x
n3(n2)(n3)a2x

n4 an2 
           
         y(n)n(n1)(n2)21x 0n!   
    (2) y2sin x cos xsin2x 

       )
2

2sin(22cos2  xxy  

       )
2

22sin(2)
2

2cos(2 22   xxy  

        )
2

32sin(2)
2

22cos(2 33)4(   xxy  

         

        ]
2

)1(2sin[2 1)(   nxy nn   

    (3) 1ln  xy  

        11  x
x

y  

        y(1)x2 
        y(4)(1)(2)x3 
         

        y(n)(1)(2)(3)(n2)xn1
11

2 )!2(
)1(

)!2(
)1(


 

n
n

n
n

x
n

x
n   

    (4)  yexxex 
        yexexxex2exxex  
        y2exexxex3exxex  
         
        y(n)nexxexex(nx)   
    9 求下列函数所指定的阶的导数  
    (1) yex cos x , 求 y(4)   
    (2) yxsh x , 求 y(100) ; 



    (3) yx2sin 2x , 求 y(50) . 
    解 (1)令 uexvcos x 有 
        uuuu(4)ex 
        vsin x vcos x vsin x v(4)cos x  
所以    y(4)u(4)v4uv6uv4uvuv(4)
          ex[cos x4(sin x)6(cos x)4sin xcos x]4ex cos x   
    (2)令 ux  vsh x则有 
        u1 u0  
        vch x vsh x  v(99)ch x v(100)sh x 
所以    )100()99(99

100
)98(98

100
)98(2

100
)99(1

100
)100()100(     vuvuCvuCvuCvuCvuy  

            100ch xx sh x   
    (3)令 ux2 vsin 2x则有 
        u2x u2 u0  

        xxv 2sin2)
2

482sin(2 4848)48(    

        v(49)249cos 2x  v(50)250sin 2x 
所以    )50()49(49

50
)48(48

50
)48(2

50
)49(1

150
)50()50(     vuvuCvuCvuCvuCvuy  

            )50()49(49
50

)48(48
50 vuvuCvuC   

            )2sin2(2cos22502sin22
2
4950 5024928 xxxxx   

            )2sin
2

12252cos502sin(2 250 xxxxx   



习题 24 

    1 求由下列方程所确定的隐函数 y 的导数
dx
dy   

    (1) y22x y90
    (2) x3y33axy0 
    (3) xyexy 
    (4) y1xey  
    解 (1)方程两边求导数得 

        2y y2y2x y 0 
于是    (yx)yy

        
xy

y
y


   

    (2)方程两边求导数得 

        3x23y2y2ay3axy0
于是    (y2ax)yayx2 

        
axy
xay

y



2

2
  

    (3)方程两边求导数得 

        y x ye xy (1y)
于是    (xe xy)ye xyy

        
yx

yx

ex
ye

y





   

    (4)方程两边求导数得 

        ye yxeyy 
于是    (1xe y)ye y 

        
y

y

xe
ey



1

  

    2 求曲线 3
2

3
2

3
2

ayx  在点 )
4
2 ,

4
2( aa 处的切线方程和法线方程  

    解 方程两边求导数得 

        0
3
2

3
2

3
1

3
1

 
yyx  

于是    
3
1

3
1






y

xy  

在点 )
4
2 ,

4
2( aa 处 y1  

所求切线方程为 

        )
4
2(

4
2 axay  即 ayx

2
2   

所求法线方程为 



        )
4
2(

4
2 axay  即 xy0  

    3 求由下列方程所确定的隐函数 y 的二阶导数
2

2

dx
yd   

    (1) x2y21
    (2) b2x2a2y2a2b2 
    (3) ytan(xy) 
    (4) y1xey  
    解 (1)方程两边求导数得 

        2x2yy0

        y
y

x
 

        
33

22

22
1)(
yy

xy
y

y
xxy

y
yxy

y
xy 



   

    (2)方程两边求导数得 

        2b2x2a2yy0

        
y
x

a
by 

2

2
 

        
32

4

32

2222

2

2

2

2

2

2

2

22

2
)(

ya
b

ya
xbya

a
b

y
y
x

a
bxy

a
b

y
yxy

a
by 




   

    (3)方程两边求导数得 

        ysec2(xy)(1y) 

        
22

22

22

2 11
)(sin

)(cos)(sin
1)(cos

1
)(sec1

)(sec
yyx

yxyx
yxyx

yx
y 








  

        
5

2

233

)1(2
)11(22

y
y

yy
y

y
y

   

    (4)方程两边求导数得 

         ye y x e yy

        
y

e
y

e
xe

ey
yy

y

y










2)1(11
 

        
3

2

22 )2(
)3(

)2(
)3(

)2(
)()2(

y
ye

y
yye

y
yeyye

y
yyyy










   

    4 用对数求导法求下列函数的导数  

    (1) x

x
xy )

1
(


   

 

    (2) 5
5 2 2

5



x
xy   



    (3)
5

4

)1(
)3(2




x
xx

y  

    (4) xexxy  1sin 
    解 (1)两边取对数得 
        ln yx ln|x|x ln|1x|， 
两边求导得 

        
x

xx
x

xxy
y 


1

1)1ln(1ln1  

于是    ]
1

1
1

[ln)
1

(
xx

x
x

xy x





   

    (2)两边取对数得 

        )2ln(
25
1|5|ln

5
1ln 2 xxy  

两边求导得 

        
2

2
25
1

5
1

5
11

2





x
x

x
y

y


于是    ]
2

2
5
1

5
1[

2
5

5
1

2
5

5 2 








x
x

xx
xy   

    (3)两边取对数得 

        )1ln(5)3ln(4)2ln(
2
1ln  xxxy  

两边求导得 

        
1

5
3

4
)2(2

11









xxx

y
y

 

于是    ]
1

5
3

4
)2(2

1[
)1(

)3(2
5

4










xxxx
xx

y  

    (4)两边取对数得 

        )1ln(
4
1sinln

2
1ln

2
1ln xexxy   

两边求导得 

        
)1(4

cot
2
1

2
11

x

x

e
ex

x
y

y 
  

于是    ]
1

cot22[1sin
4
1]

)1(4
cot

2
1

2
1[1sin







x

x
x

x

x
x

e
ex

x
exx

e
ex

x
exxy  

    5 求下列参数方程所确定的函数的导数
dx
dy  

    (1) 






2

2

bty
atx   

    (2) 








cos
)sin1(

y
x   

解 (1) t
a
b

at
bt

x
y

dx
dy

t

t

2
3

2
3 2





  



(2)






cossin1

sincos







x
y

dx
dy  

    6 已知






.cos
,sin
tey
tex

t

t
求当

3
t 时

dx
dy

的值  

    解 
tt
tt

tete
tete

x
y

dx
dy

tt

tt

t

t

cossin
sincos

cossin
sincos










  

当
3
t 时 23

31
31

2
3

2
1

2
3

2
1










dx
dy  

    7 写出下列曲线在所给参数值相应的点处的切线方程和法线方程 

    (1) 






ty
tx
2cos

sin 在
4
t 处  

    (2) 













2

2

2

1
3
1
3

t
aty

t
atx

 在 t=2 处 

    解 (1)
t

t
x
y

dx
dy

t

t

cos
2sin2




 

    当
4
t 时 22

2
2
2

4
cos

)
4

2sin(2



 



dx
dy 

2
2

0x  00y 

所求切线方程为

        )
2
2(22  xy 即 0222  yx  

所求法线方程为 

        )
2
2(

22
1 


 xy 即 0142  yx  

    (2) 
2222

22

)1(
6

)1(
23)1(6

t
at

t
tattat

yt 



  

22

2

22

2

)1(
33

)1(
23)1(3

t
ata

t
tatta

xt 



  

        
22 1

2
33

6
t
t

ata
at

x
y

dx
dy

t

t









  

    当 t2 时
3
4

21
22

2





dx
dy  ax

5
6

0   ay
5

12
0   

所求切线方程为

        )
5
6(

3
4

5
12 axay  即 4x3y12a0  

所求法线方程为 

        )
5
6(

4
3

5
12 axay  即 3x4y6a0  

    8 求下列参数方程所确定的函数的二阶导数
2

2

dx
yd   



    (1) 










.1
2

2

ty

tx
; 

    (2) 






tby
tax

sin
cos

; 

    (3) 




 

t

t

ey
ex

2
3   

    (4) 






)()(
)(

tfttfy
tfx

t

t
设 f (t)存在且不为零

    解 (1) 
tx

y
dx
dy

t

t 1



 
3

2

2

2 1
1

)(
tt

t
x
y

dx
yd

t

tx 



   

    (2) t
a
b

ta
tb

x
y

dx
dy

t

t cot
sin

cos 






 
ta

b
ta

t
a
b

x
y

dx
yd

t

tx
32

2

2

2

sinsin

csc)(








   

    (3) t
t

t

t

t e
e
e

x
y

dx
dy 2

3
2

3
2 









 t
t

t

t

tx e
e

e

x
y

dx
yd 3

2

2

2

9
4

3

2
3
2

)(













  

    (4) t
tf

tftfttf
x
y

dx
dy

t

t 








)(

)()()( 
)(

1)(
2

2

tfx
y

dx
yd

t

tx







  

    9 求下列参数方程所确定的函数的三阶导数
3

3

dx
yd   

    (1) 






3

21
tty
tx   

    (2) 






tty
tx

arctan
)1ln( 2

  

    解(1)
t
t

t
tt

dx
dy

2
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)1(
)( 2

2

3





 

        )31(
4
1

2

)
2
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3

2

2

2

ttt
t
t
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yd 







  

        )1(
8
3

2

)31(
4
1

2
5

3

3

3
t

tt
tt

dx
yd 




  

    (2) t

t
t

t
t

tt
dx
dy

2
1

1
2
1
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])1[ln(
)arctan(

2

2

2









  

      
t
t

t
t

t

dx
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4
1

1
2

)
2
1( 2

2

2

2 




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3

4

2

2

3

3

8
1

1
2

)
4

1(

t
t

t
t
t
t

dx
yd 





  

    10 落在平静水面上的石头产生同心波纹 若最外一圈波半径的增大率总是 6m/s, 问在

2 秒末扰动水面面积的增大率为多少？ 
    解 设波的半径为 r对应圆面积为 S则 Sr2两边同时对 t 求导得 
        S t2rr  
    当 t2 时r6212 rt6 
故 S t|t22126144 (米 2秒) 
    11 注水入深 8m 上顶直径 8m 的正圆锥形容器中其速率为 4m2/min 当水深为 5m 时
其表面上升的速度为多少？ 

    解  水深为 h 时水面半径为 hr
2
1 水面面积为 2

4
1 hS   

水的体积为 32

124
1

3
1

3
1 hhhhSV    

        
dt
dhh

dt
dV  23

12
 

dt
dV

hdt
dh 

2
4


 

已知 h5(m)， 4
dt
dV (m 3/min)因此 

 25
164

25
44

2


dt
dV

hdt
dh (m/min) 

 
    12 溶液自深 18cm 直径 12cm 的正圆锥形漏斗中漏入一直径为 10cm 的圆柱形筒中开始

时漏斗中盛满了溶液已知当溶液在漏斗中深为 12cm 时其表面下降的速率为 1cm/min 问此

时圆柱形筒中溶液表面上升的速率为多少？ 
    解 设在 t 时刻漏斗在的水深为 y圆柱形筒中水深为 h于是有 

        hyr 222 5
3
1186

3
1    

由
186
yr  得

3
y

r 代入上式得 

        hy
y 222 5)
3

(
3
1186

3
1    

即      hy 23
3

2 5
3
1186

3
1    

两边对 t 求导得 

        hyy t  22
2

5
3
1  

当 y12 时yt1 代入上式得 

        64.0
25
16

5

)1(12
3
1

2

2
2




th (cm/min). 

 



27 
    1 已知 yx3x计算在 x2 处当x 分别等于 101001 时的y 及 dy  
    解 y|x2x1[(21)3(21)](232)18 
       dy|x2x1(3x21)x|x2x111  
       y|x2x0.1[(20.1)3(20.1)](232)1161 
       dy|x2x0.1(3x21)x|x2x0.111  
       y|x2x001[(2001)3(2001)](232)0110601 
       dy|x2x001(3x21)x|x2x001011  
        

 
    2 设函数 yf(x)的图形如图所示 试在图(a)、(b)、(c)、(d)中分别标出在点 x0 的 dy、y
及y dy 并说明其正负
    解 (a)y0 dy0 ydy0  
    (b)y0 dy0 ydy0  
    (c)y0 dy0 ydy0  
    (d)y0 dy0 ydy0  
    3 求下列函数的微分  

    (1) x
x

y 21    

    (2) yx sin 2x  

    (3)
12


x
xy  

    (4) yln2(1x)  
    (5) yx2 e2x 
    (6) yexcos(3x)  

    (7) 21arcsin xy   
    (8) ytan2(12x2)  

    (9)
2

2

1
1arctan

x
xy


   

    (10) sA sin(t) (A是常数)

    解 (1)因为
xx

y 11
2
 所以 dx

xx
dy )11(

2
   

    (2)因为 ysin2x2x cos2x 所以 dy(sin2x2x cos2x)dx  



    (3)因为
1)1(

1
1

1
1

222

2
2










xxx
x
xx

y 所以 dx
xx

dy
1)1(

1
22 

  

    (4) dxx
x

dx
x

xdxxdxydy )1ln(
1

2]
)1(

1)1ln(2[])1([ln2 




   

    (5)dyydx(x2e2x)dx(2x e2x2 x2e2x)dx 2x(1x) e2x  
    (6) dyydx[excos(3x)]dx[excos(3x)exsin(3x)]dxex[sin(3x)cos(3x)]dx   

    (7) dx
xx

xdx
xx

dxxdxydy
222

2

1||
)

1
2(

)1(1
1)1(arcsin








  

    (8) dydtan2(12x2)2tan(12x2)dtan(12x2)2tan(12x2)sec2(12x2)d(12x2) 
        2tan(12x2)sec2(12x2)4x dx8xtan(12x2)sec2(12x2)dx   

    (9) )
1
1(

)
1
1(1

1
1
1arctan

2

2

2
2

22

2

x
xd

x
xx

xddy








  

        dx
x
xdx

x
xxxx

x
x 422

22

2
2

2 1
4

)1(
)1(2)1(2

)
1
1(1

1










  

    (10) dyd[Asin(t) ]Acos(t)d(t) Acos(t)dx
 
    4 将适当的函数填入下列括号内, 使等式成立  
    (1) d(     )2dx 
    (2) d(     )3xdx   
    (3) d(     )costdt   
    (4) d(     )sin xdx    

    (5) d(     ) dx
x 1
1


    

    (6) d(     )e2xdx    

    (7) d(     ) dx
x

1   

    (8) d(     )sec23xdx  
    解 (1) d( 2xC )2dx 

    (2) d( Cx 2

2
3 )3xdx  

    (3) d( sin tC )costdt   

    (4) d( Cx 


cos1 )sin xdx   

    (5) d( ln(1x)C ) dx
x 1
1


   

    (6) d( Ce x  2

2
1 )e2xdx   

    (7) d( Cx 2 ) dx
x

1   

    (8) d( Cx3tan
3
1 )sec23xdx  

 

    5 如图所示的电缆 BOA


的长为 s跨度为 2l电缆的最低点 O 与杆顶连线 AB 的距离为 f



则电缆长可按下面公式计算  

                      )
3
2

1(2
2

2

l
f

ls   

当 f 变化了f 时电缆长的变化约为多少？ 
 
 
 
 
 
 
 

    解 ff
l

df
l
f

ldSS 
3
8)

3
2

1(2
2

2
 

    6 设扇形的圆心角60半径 R100cm(如图)如果 R 不变减少 30问扇形面积大约

改变了多少？又如果不变R 增加 1cm问扇形面积大约改变了多少？ 
 
     
 
 
 
 
 
 

解 (1)扇形面积 2

2
1 RS   

           22

2
1)

2
1( RdRdSS  

将60
3
 R100

360
03   代入上式得

        63.43)
360

(100
2
1 2  S (cm2)  

    (2) RRdRRdSS R   )
2
1( 2   

将60
3
 R100R1 代入上式得 

        72.1041100
3

 S (cm2)  

    7 计算下列三角函数值的近似值  
    (1) cos29  
    (2) tan136 
    解 (1)已知 f (xx)f (x)f (x)x当 f(x)cos x 时有 cos(xx)cos xsin xx所以 

        cos29 87467.0
1802

1
2
3)

180
(

6
sin

6
cos)

1806
cos(   

    (2)已知 f (xx)f (x)f (x)x当 f(x)tan x 时有 tan(xx)tan xsec2xx所以 

        tan136 96509.0
180

21
1804

3sec
4

3tan)
1804

3tan( 2     

    8 计算下列反三角函数值的近似值 



    (1) arcsin0.5002  
    (2) arccos 04995 
    解 (1)已知 f (xx)f (x)f (x)x当 f(x)arcsin x 时有 

        x
x

xxx 



21

1arcsin)arcsin( 

所以

        0002.0
5.01

15.0arcsin)0002.05.0arcsin(5002.0arcsin
2



 

                   0002.0
3

2
6

 3047

    (2)已知 f (xx)f (x)f (x)x当 f(x)arccos x 时有

        x
x

xxx 



21

1arccos)arccos( 

所以

        )0005.0(
5.01

15.0arccos)0005.05.0arccos(4995.0arccos
2




 

                    0005.0
3

2
3

 602 

    9 当 x 较小时证明下列近似公式 

    (1) tan xx (x 是角的弧度值)  
    (2) ln(1x )x   

    (3) x
x




1
1

1  

并计算 tan45 和 ln1002 的近似值
    (1)已知当|x|较小时f(x0x)f(x0)f (x0)x取 f(x)tan xx00xx则有 
        tan xtan(0x)tan 0sec0xsec20xx    
    (2)已知当|x|较小时f(x0x)f(x0)f (x0)x取 f(x)ln x x01xx则有 
        ln(1x)ln1(ln x)|x1xx   

    (3)已知当|x|较小时f(x0x)f(x0)f (x0)x取
x

xf 1)(  x01xx则有 

        xx
xx x 

  1|)1(1
1

1
1   

     tan4545001309
     ln(1002)ln(10002) 0002  
    10 计算下列各根式的的近似值  

    (1) 3 996   

    (2) 6 65   

    解 (1)设 n xxf )( 则当|x|较小时有 x
n

xffxf 11)1()1()1(   

        987.9)
1000

4
3
11(10

1000
411041000996 333  

    (2)设 n xxf )( 则当|x|较小时有 x
n

xffxf 11)1()1()1(  于是 



        0052.2)
64
1

6
11(2

64
11216465 666    

    11 计算球体体积时要求精确度在 2%以内问这时测量直径 D 的相对误差不能超过多

少？ 

    解 球的体积为 3

6
1 DV   DDdV  2

2
1 因为计算球体体积时要求精度在 2%以内所

以其相对误差不超过 2%即要求 

        %23

6
1

2
1

3

2





D
D

D

DD

V
dV




 

所以    %
3
2

D
D  

也就是测量直径的相对误差不能超过 %
3
2  

    12 某厂生产如图所示的扇形板半径 R200mm要求中心角为 55产品检验时一般

用测量弦长 l 的办法来间接测量中心角如果测量弦长 l 时的误差101mm问此而引起的

中心角测量误差 x是多少？ 

    解 由
2

sin
2

Rl  得
400

arcsin2
2

arcsin2 l
R
l   

当55时
2

sin2 Rl sin275

        |l|l l
l





400
1

)
400

(1

12
2



    当 l1847  l01 时

        00056.01.0
400
1

)
400

7.184(1

12
2




 (弧度) 

 



总 习 题 二 

    1 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格内  

    (1)f(x)在点 x0 可导是 f(x)在点 x0 连续的____________条件 f(x)在点 x0 连续是 f(x)在点 x0

可导的____________条件  

    (2) f(x)在点 x0 的左导数 f(x0)及右导数 f(x0)都存在且相等是 f(x)在点 x0可导的_______

条件  

    (3) f(x)在点 x0 可导是 f(x)在点 x0 可微的____________条件  

    解 (1)充分必要 
    (2) 充分必要 
    (3) 充分必要 
    2 选择下述题中给出的四个结论中一个正确的结论 
    设 f(x)在 xa 的某个邻域内有定义则 f(x)在 xa 处可导的一个充分条件是(      )  

    (A) )]()1([lim af
h

afh
h




存在 (B)
h

hafhaf
h

)()2(
lim

0




存在

    (C)
h

hafhaf
h 2

)()(
lim

0




存在(D)
h

hafaf
h

)()(
lim

0




存在

    解 正确结论是 D

    提示
x

afxaf
h

afhaf
h

hafaf
xhh 







)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim

000
 (xh). 

    3 设有一根细棒取棒的一端作为原点棒上任一点的做标 x 为于是分布在区间[0x]上

细棒的质量 m 是 x 的函数 mm(x)应怎样确定细棒在点 x0 处的线密度(对于均匀细棒来说单
位长度细棒的质量叫做这细棒的线密度
    解 mm(x0x)m(x0)  

    在区间[x0x0x]上的平均线密度为 

        
x

xmxxm
x
m





 )()( 00  

于是在点 x0处的线密度为 

        )(
)()(

limlim 0
00

00
xm

x
xmxxm

x
m

xx









  

    4 根据导数的定义求
x

xf 1)(  的导数

    解 
2000

1
)(

1lim
)(

lim

11

lim
xxxxxxxx

x
x

xxxy
xxx














 

    5 求下列函数 f(x)的 f(0)及 f(0),又 f (0)是否存在? 

    (1)






0    )1ln(
0      sin

)(
xx
xx

xf   



    (2)











0         0

0      
1)( 1

x

x
e

x
xf x   

    解 (1)因为 10sinlim
0

)0()(
lim)0(

00





 x
x

x
fxf

f
xx

 

       1ln)1ln(lim
0)1ln(

lim
0

)0()(
lim)0(

1

000





 ex
x
x

x
fxf

f x
xxx

 

而且 f(0)  f(0)所以 f (0)存在且 f (0)1 

    (2)因为 1
1

1lim
0

0
1lim

0
)0()(

lim)0( 10

1

00














x

x

x

xx
e

x
e

x

x
fxf

f  

      0
1

1lim
0

0
1lim

0
)0()(

lim)0( 10

1

00














x

x

x

xx
e

x
e

x

x
fxf

f  

而 f(0) f(0)所以 f (0)不存在 
 

    6 讨论函数 

                  









0        0

0    1sin
)(

x

x
x

x
xf  

在 x0 处的连续性与可导性  

    解  因为 f(0)0 )0(01sinlim)(lim
00

f
x

xxf
xx




所以 f(x)在 x0 处连续  

    因为极限
xx

x
x

x
fxf

xxx

1sinlim
01sin

lim
)0()(

lim
000 





不存在所以 f(x)在 x0 处不导数  

    7 求下列函数的导数  

    (1) yarcsin(sin x)  

    (2)
x
xy




1
1arctan  

    (3) xxxy tanlncos
2

tanln    

    (4) )1ln( 2xx eey   

    (5) x xy   (x>0)   



    解(1)
|cos|

coscos
sin1
1)(sin

sin1
1

22 x
xx

x
x

x
y 





  

    (2)
22

22 1
1

)1(
)1()1(

)
1
1(1

1)
1
1(

)
1
1(1

1
xx

xx

x
xx

x

x
x

y

















  

    (3) )(tan
tan

1costanlnsin)
2

(tan

2
tan

1  x
x

xxxx
x

y  

        xxx
x

xxxx
x

tanlnsinsec
tan

1costanlnsin
2
1

2
sec

2
tan

1 22    

    (4)
x

x

x

x
x

xx
xx

xx e
e

e
ee

ee
ee

ee
y

22

2

2
2

2 1
)

12
2(

1
1)1(

1
1











  

    (5) x
x

y ln1ln  
xx

x
x

y
y

11ln11
2

  )ln1()1ln1(
222

x
x
x

x
x

x
xy

x
x   

 

    8 求下列函数的二阶导数  

    (1)ycos2x ln x  

    (2)
21 x

xy


 

    解 (1)
x

xxx
x

xxxxy 1cosln2sin1coslnsincos2 22   

          
2

2 1cos1sincos212sinln2cos2
x

x
x

xx
x

xxxy   

            
2

2cos2sin2ln2cos2
x

x
x

xxx   

    (2) 2
3

2
2

2
2

)1(
1

1
1







 x
x

x
xxx

y   
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2
5

2

)1(
3)2()1(

2
3

x
xxxy


   

 

    9 求下列函数的 n 阶导数  

    (1) m xy  1   

    (2)
x
xy




1
1   

    解 (1) mm xxy
1

)1(1  



        
11

)1(1  mx
m

y  21
)1)(11(1  mx

mm
y  31

)1)(21)(11(1  mx
mmm

y  

        
n

mn xn
mmmm

y


1
)( )1)(11(    )21)(11(1   

    (2) 1)1(21
1
1 

 x

x
xy 

        y2(1)(1x)2 y2(1)(2)(1x)3y2(1)(2)(3)(1x)4 

        
1

)1()(

)1(
!)1(2

)1)((    )3)(2)(1(2






n

n
nn

x
n

xny   

 

    10 设函数 yy(x)由方程 e yxye 所确定求 y(0)  

    解  方程两边求导得 

        e yyyxy0��(1)

于是    
yex

y
y


     

        
2)(

)1()(
)(

y

yy

y ex
yeyexy

ex
y

y






  ——(2) 

当 x0 时由原方程得 y(0)1由(1)式得
e

y 1)0(  由(2)式得
2

1)0(
e

y    

    11 求下列由参数方程所确定的函数的一阶导数
dx
dy

及二阶导数
2

2

dx
yd   

    (1)









3

3

sin
cos

ay
ax   

    (2)







ty
tx

arctan
1ln 2

  

    解 (1) 






tan
)sin(cos3

cossin3
)cos(
)sin(

2

2

3

3








a

a
a
a

dx
dy  

         






cscsec
3
1

sincos3
sec

)cos(
)tan( 4

2

2
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2








aaadx
yd  

    (2) 
t

t
t
t

t
t

dx
dy 1

1

1
1

]1[ln
)(arctan

2

2

2








 

        
3

2

2

2

22

2 1

1

1

]1[ln

)1(

t
t

t
t
t

t
t

dx
yd 








  

 



    12 求曲线






t

t

ey
ex 2
在 t=0 相的点处的切线方程及法线方程  

    解 
tt

t

t

t

ee
e

e
e

dx
dy

22
1

2)2(
)( 








    当 t0 时
2
1

dx
dy x2y1 

所求切线的方程为 )2(
2
11  xy 即 x2y40  

所求法线的方程为 y12(x2)  

 

    13 甲船以 6km/h 的速率向东行驶乙船以 8km/h 的速率向南行驶在中午十二点正乙船

位于甲船之北 16km 处 问下午一点正两船相离的速率为多少? 

   解 设从中午十二点开始经过 t 小时两船之间的距离为 S则有 

        S2(168t)2(6t)2 

        tt
dt
dSS 72)816(162   

       
S

tt
dt
dS

2
72)816(16    

    当 t1 时S10 

        8.2
20

72128
1


tdt

dS (km/h) 

即下午一点正两船相离的速度为28km/h 

    14 利用函数的微分代替函数的增量求 3 02.1 的近似值

    解 设 3)( xxf  则有 xxffxf 
3
1)1()1()1( 或 xxf 

3
11)1( 于是 

        007.102.0
3
1102.0102.1 33   

    15 已知单摆的振动周期
g
lT 2 其中 g980 cm/s2l 为摆长(单位为 cm) 设原摆长为

20cm为使周期 T 增大 005s摆长约需加长多少？ 

    解 因为 L
gL

dTT    

所以  23.2
05.0

20


L

gL
L


(cm) 

即摆长约需加长 223cm 



习题 31 

    1 验证罗尔定理对函数 yln sin x 在区间 ]
6

5 ,
6

[  上的正确性  

    解 因为 yln sin x 在区间 ]
6

5 ,
6

[  上连续在 )
6

5 ,
6

(  内可导且 )
6

5()
6

(  yy  , 所以由

罗尔定理知至少存在一点 )
6

5 ,
6

(  使得 y()cot 0  

    由 y(x)cot x0 得 )
6

5 ,
6

(
2

    

    因此确有 )
6

5 ,
6

(
2

  使 y()cot 0 

    2 验证拉格朗日中值定理对函数 y4x35x2x2 在区间[01]上的正确性  

    解 因为 y4x35x2x2 在区间[01]上连续在(01)内可导由拉格朗日中值定理知至

少存在一点(01)使 0
01

)0()1(
)( 


 yy

y   

    由 y(x)12x210x10 得 )1 ,0(
12

135 x 

    因此确有 )1 ,0(
12

135  使
01

)0()1(
)(


 yy

y   

    3 对函数 f(x)sin x 及 F(x)x cos x 在区间 ]
2

 ,0[  上验证柯西中值定理的正确性 

    解 因为 f(x)sin x 及 F(x)x cos x 在区间 ]
2

 ,0[  上连续在 )
2

 ,0(  可导且 F(x)1sin x

在 )
2

 ,0(  内不为 0所以由柯西中值定理知至少存在一点 )
2

 ,0(  使得 

        
)(
)(

)0()
2

(

)0()
2

(








F
f

FF

ff








  

    令
)0()

2
(

)0()
2

(

)(
)(

FF

ff

xF
xf












即

2
2

sin1
cos




 x
x 

化简得 1
4)2(

8sin
2







x 易证 11
4)2(

80
2







所以 1
4)2(

8sin
2







x 在 )
2

 ,0(  内有

解即确实存在 )
2

 ,0(  , 使得 



        
)(
)(

)0()
2

(

)0()
2

(








F
f

FF

ff








  

     试证明对函数 ypx2qxr 应用拉格朗日中值定理时所求得的点 总是位于区间的

正中间  
    证明 因为函数 ypx2qxr在闭区间[ab]上连续在开区间(ab)内可导由拉格朗日中

值定理至少存在一点(ab)使得 y(b)y(a)y()(ba)即 

        (pb2qbr)(pa2qar)(2pq)(ba)  

化间上式得 

        p(ba)(ba)2p(ba) 

故
2

ba  

    5 不用求出函数 f(x)(x1)(x2)(x3)(x4)的导数，说明方程 f (x)0 有几个实根并指

出它们所在的区间  

    解 由于 f(x)在[12]上连续在(12)内可导且 f(1)f(2)0所以由罗尔定理可知存在

1(12)使 f (1)0 同理存在2(23)使 f (2)0存在3(34)使 f (3)0显然1、

2、 3 都是方程 f (x)0 的根注意到方程 f (x)0 是三次方程它至多能有三个实根现已发

现它的三个实根故它们也就是方程 f (x)0 的全部根 

    6 证明恒等式
2

arccosarcsin  xx  (1x1)  

    证明 设 f(x) arcsin xarccos x 因为 

         0
1

1
1

1)(
22








xx
xf 

所以 f (x)C其中 C 是一常数  

    因此
2

arccosarcsin)0()(  xxfxf 即
2

arccosarcsin  xx   

    7 若方程 a0x
na1x

n1   an1x0 有一个正根 x0证明方程 

          a0nxn1a1(n1)xn2    an1 0  

必有一个小于 x0 的正根 
    证明 设 F(x)a0x

na1x
n1   an1x由于 F(x)在[0x0]上连续在(0x0)内可导且

F(0)F(x0)0根据罗尔定理至少存在一点(0x0)使 F ()0即方程 

          a0nxn1a1(n1)xn2    an1 0  

必有一个小于 x0 的正根 
    8 若函数 f(x)在(ab)内具有二阶导数且 f(x1)f(x2)f(x3)其中 ax1x2x3b证明  

在(x1x3)内至少有一点使得 f ()0  

    证明 由于 f(x)在[x1x2]上连续在(x1x2)内可导且 f(x1)f(x2)根据罗尔定理至少存在

一点1(x1x2)使 f (1)0 同理存在一点2(x2x3)使 f (2)0
    又由于 f (x)在[12]上连续在(12)内可导且 f (1)f (2)0根据罗尔定理至少



存在一点 (12)(x1x3)使 f ()0 
    9 设 ab0n>1 证明
        nbn1(ab)<anbn<nan1(ab)  
    证明 设 f(x)xn则 f(x)在[ba]上连续在(ba)内可导由拉格朗日中值定理存在

(ba )使  

        f(a)f(b)f ()(ab)即 anbnnn1(ab)  

因为    nbn1(ab)nn1(ab) nan1(ab)
所以    nbn1(ab)anbn nan1(ab) 
    10 设 ab0证明  

        
b

ba
b
a

a
ba  ln   

    证明 设f(x)ln x则f(x)在区间[ba]上连续在区间(ba )内可导由拉格朗日中值定理
存在(ba )使 

        f(a)f(b)f ()(ab)即 )(1lnln baba 


  

因为b<<a所以 

        )(1lnln)(1 ba
b

baba
a

 即
b

ba
b
a

a
ba  ln   

    11 证明下列不等式 
    (1)|arctan aarctan b||ab| 
    (2)当 x1 时exex  
    证明 (1)设f(x)arctan x则f(x)在[ab]上连续在(ab)内可导由拉格朗日中值定理存
在(ab) 使 

        f(b)f(a)f ()(ba)即 )(
1

1arctanarctan
2

abab 





 

所以 ||||
1

1|arctanarctan|
2

ababab 





即|arctan aarctan b||ab| 

    (2)设f(x)ex 则f(x)在区间[1x]上连续在区间(1x)内可导由拉格朗日中值定理存在

(1x)使 

        f(x)f(1)f ()(x1)即 ex ee(x1)  

因为>1所以 

        ex ee(x1)>e(x1)即 ex >ex  

    12 证明方程 x5x10 只有一个正根  

    证明 设 f(x)x5x1则 f(x)是[0)内的连续函数

    因为 f(0)1f(1)1f(0)f(1)<0所以函数在(01)内至少有一个零点 即 x5x10 至少

有一个正根  

    假如方程至少有两个正根 则由罗尔定理 f (x)存在零点 但 f (x)5x410矛盾这说



明方程只能有一个正根 

    13 设 f(x)、g(x)在[a b]上连续 在(a b)内可导 证明在(a b)内有一点 使 
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     证明若函数f(x)在()内满足关系式 f (x)f(x)且 f(0)1 则 f(x)ex 
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    15 设函数 yf(x)在 x0 的某邻域内具有 n 阶导数且 f(0)f (0)   f (n1)(0)0试用

柯西中值定理证明
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习题 32 

    1 用洛必达法则求下列极限  
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    2 验证极限
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习题 33 

    1 按(x4)的幂展开多项式 x45x3x23x4  

    解 因为 f(4)56 
        f (4)(4x315x22x3)|x421 
        f (4)(12x230x2)|x474 
        f (4)(24x30)|x466 
        f (4)(4)24 
所以按(x4)的幂展开的多项式为 
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        5621(x4)37(x4)211(x4)3(x4)4  

    2 应用麦克劳林公式按 x 幂展开函数 f(x)(x23x1)3  

    解 因为 
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2

5


 



xxf  2

7
)4(
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)(


 xxf  

所以    4
)4(

32 )4(
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)4(
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)4(
)4(
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)4(
)4)(4()4( 



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f
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1
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4

1
2 


 x

x
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
 (01) 



    4 求函数 f(x)ln x 按(x2)的幂展开的带有佩亚诺型余项的 n 阶泰勒公式
    解  因为 

        f (x)x1f (x)(1)x2f (x)(1)(2)x3   

        
n

n
nn

x

n
xnxf

)!1()1(
)1(    )2)(1()(

1
)( 




 

        
k

k
k k

f
2

)!1()1(
)2(

1
)( 




(k12n1) 

所以 

    ])2[()2(
!

)2(
    )2(

!3

)2(
)2(

!2

)2(
)2)(2()2(ln

)(
32 nn

n

xox
n

f
x

f
x

f
xffx 





  

       ])2[()2(
2

)1(
    )2(
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1
)2(
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1
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2

1
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1
3

3
2

2
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n
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xxx 













  

    5 求函数
x

xf
1

)(  按(x1)的幂展开的带有拉格朗日型余项的 n 阶泰勒公式

    解  因为 

        f(x)x1f (x)(1)x2f (x)(1)(2)x3   

        
1

)1()( !)1(
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
 


n

n
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x

n
xnxf 

        !
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1
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k
f

k

k
k 







(k12n)

所以        )1(
!3

)1(
)1(
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)1(
)1)(1()1(

1 32 





 x
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x
f
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x

 

           1
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2

1
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])1(    )1()1()1(1[ 









 n

n

n
n x

x
xxxx


(01)  

    6 求函数 f(x)tan x 的带有拉格朗日型余项的 3 阶麦克劳林公式
    解 因为 

        f (x)sec2x  

        f (x)2sec xsec xtan x2sec2xtan x
        f (x)4sec xsec xtan2x2sec4x4sec2xtan2x2sec4x 

        f (4)(x)8sec2xtan3x8sec4xtan x8sec4xtan x 
x

xx
5

2

cos

)2(sinsin8 
  

        f(0)0f (0)1f (0)0f (0)2 



所以    4
5

2
3

)(cos3

]2)()[sinsin(

3

1
tan x

x

xx
xxx


 

 (01) 

    7 求函数 f(x)xex 的带有佩亚诺型余项的 n 阶麦克劳林公式
    解 因为 

       f (x)exx ex  

       f (x)exexx ex2exx ex   

       f (x)2exexx ex3exx ex   

       f (n)(x)nexxex;  

       f (k)(0)k (k12n)  

所以  )(
!
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n
x xox

n

f
x

f
x

f
xffxe 





  

         )(
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1
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1 32 nn xox
n

xxx 


   

    8 验证当
2

1
0  x 时按公式

62
1

32 xx
xe x  计算 ex 的近似值时所产生的误差小于

001并求 e 的近似值使误差小于 001 

    解 因为公式
62

1
32 xx

xe x  右端为 ex的三阶麦克劳林公式 其余项为 

        4
3 !4

)( x
e

xR


   

所以当
2

1
0  x 时，按公式

62
1

32 xx
xe x  计算 ex的误差

        01.00045.0)
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2

1

4
3  x

e
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1
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ee  

    9 应用三阶泰勒公式求下列各数的近似值并估计误差  

    (1) 3 30      

    (2)sin 18

    解 (1)设 3)( xxf   则 f(x)在 x027 点展开成三阶泰勒公式为 

        23

5

3

2
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9

2
(
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1
)27(27

3

1
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


xx  (介于 27 与 x 之间)  
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1
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1
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            10724.3)
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   

其误差为 
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3 1088.1
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 R   

    (2) 已知 

        43

!4

sin
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1
sin xxxx


 (介于 0 与 x 之间)  

所以    sin 18 3090.0)
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(
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1

1010
sin 3 




其误差为
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    10 利用泰勒公式求下列极限 

    (1) )23(lim 4 343 23 xxxx
x



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    (2)
)]1ln([
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    (3)
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    解 (1)
t

tt

x

xxxxxx
txx

43

0

43

4 343 23 2131
lim

1

2
1

3
1

lim)23(lim










因为 )(1313 tott   )(
2

1
1214 tott   所以 

        
2

3
]

)(

2

3
[lim

)](
2

1
1[)](1[

lim)23(lim
00

4 343 23 



 t

to

t

tottot
xxxx

ttx
  



    (2)

])1ln(1[

)](
4

1

!2

1

2

1
1[)](

!4

1

!2

1
1[

lim
)]1ln([

cos
lim

1
3

442442

02

2

0

2

x
x

x

x

xx

xoxxxoxx

xxx

ex














 

      0
1

0

)1ln(1

)(

12

1

lim
11

3

4

0










 e
x

x

xo
x

x
x

 

    (3)
2442442

4422

02

22

0
))](

!2

1
1())(

!4

1

!2

1
1[(

)](
!4

3

!2

1
1[

2

1
1

lim
sin)(cos

1
2

1
1

lim
2

xxoxxxoxx

xoxxx

xex

xx

xxx










 

      
12

1

2

3
!4

3

)(

24

11

2

3

)(

!4

3

lim
)(

24

11

2

3

)(
!4

3

lim

2

4
2

4

4

04264

44

0

















x

xo
x

x

xo

xoxxx

xox

xx
 

 



习题 34 

    1 判定函数 f(x)arctan xx 单调性  

    解 因为 0
1

1
1

1

1
)(

22








xx
xf  且仅当 x0 时等号成立 所以 f(x)在( )内单调

减少  
    2 判定函数 f(x)xcos x (0x2)的单调性 
    解 因为 f (x)1sin x0 所以 f(x)xcos x 在[0 2]上单调增加  
    3 确定下列函数的单调区间 
    (1) y2x36x218x7 

    (2)
x

xy
8

2  (x>0)  

    (3)
xxx

y
694

10
23 

   

    (4) )1ln( 2xxy   

    (5) y(x1)(x1)3 

    (6) )0.())(2(3 2  axaaxy  

    (7) yxnex  (n>0x0) 
    (8)yx|sin 2x|  

    解 (1) y6x212x186(x3)(x1)0 令 y0 得驻点 x11 x23  

    列表得 

 

 

 

 

    可见函数在( 1]和[3 )内单调增加 在[1 3]内单调减少  

    (2) 0
)2)(2(28

2
22





x

xx

x
y 令 y0 得驻点 x12 x22(舍去)  

    因为当 x2 时 y0 当 0x2 时 y0 所以函数在(0 2]内单调减少 在[2 )内单调增

加      

    (3)
223 )694(

)1)(12(60

xxx

xx
y




  令 y0 得驻点
2

1
1 x  x21 不可导点为 x0  

    列表得 

x ( 0) 0 (0 
2
1 )

2
1 (

2
1  1 (1 ) 

y  不存在  0  0  

y ↘  ↘ ０ ↗ ↘ 

x ( 1) 1 (1 3) 3 (3 )

y  0  0  

y ↗  ↘ ↗ 



    可见函数在( 0) ]
2

1
 ,0(  [1 )内单调减少 在 ]1 ,

2

1
[ 上单调增加  

    (4)因为 0
1

1
)

12

2
1(

1

1
222











xx

x

xx
y  所以函数在( )内单调增加 

    (5) y(x1)33(x1)(x1)2 2)1)(
2

1
(4  xx  因为当

2

1
x 时 y0 当

2

1
x 时 y0 所以函

数在 ]
2

1
 ,( 内单调减少 在 ) ,

2

1
[  内单调增加 

    (6)
3 2 )()2(3

)
3

2
(

xaax

a
x

y



  驻点为

3

2
1

a
x   不可导点为

22
a

x   x3a   

    列表得 

x )
2

 ,(
a

  
2

a
 )

3

2
 ,

2
(

aa

3

2a
) ,

3

2
( a

a
a (a ) 

y + 不存在 + 0  不存在 
y ↗  ↗  ↘  ↗ 

 

    可见函数在 )
2

 ,(
a

  ]
3

2
 ,

2
(

aa
 (a )内单调增加 在 ) ,

3

2
[ a

a
内单调减少  

    (7)yexxn1(nx) 驻点为 xn 因为当 0xn 时 y0 当 xn 时 y0 所以函数在[0 n]

上单调增加 在[n )内单调减少 

    (8)



















kxkxx

kxkxx
y

2
      2sin

2
      2sin

(k0 1 2 )  

       



















kxkx

kxkx
y

2
      2cos21

2
      2cos21

(k0 1 2 )  

y是以为周期的函数 在[0 ]内令 y0 得驻点
21


x  
6

5
2


x  不可导点为

23


x   

    列表得 

x )
3

 ,0(


 
3


 )

2
 ,

3
(


2


 )

6

5
 ,

2
(


6

5
) ,

6

5
( 

 

y + 0  不存在  0 
y ↗  ↘  ↗  ↘ 



根据函数在[0 ]上的单调性及 y在( )的周期性可知函数在 ]
32

 ,
2

[



kk

上单调增加 在

]
22

 ,
32

[



kk

上单调减少(k0 1 2 ) 

    4 证明下列不等式 

    (1)当 x0 时 xx  1
2

1
1  

    (2)当 x0 时 22 1)1ln(1 xxxx   

    (3)当
2

0


 x 时 sin xtan x2x  

    (4)当
2

0


 x 时 3

3

1
tan xxx    

    (5)当 x4 时 2xx2 

    证明 (1)设 xxxf  1
2

1
1)(  则 f (x)在[0 )内是连续的 因为 

        
x

xf



12

1

2

1
)( 0

12

11







x

x
  

所以 f (x)在(0 )内是单调增加的 从而当 x0 时 f (x)>f (0)0 即 

        01
2

1
1  xx   

也就是  xx  1
2

1
1  

    (2)设 22 1)1ln(1)( xxxxxf   则 f (x)在[0 )内是连续的 因为 

    0)1ln(
1

)
1

1(
1

1
)1ln()( 2

222

2 








 xx
x

x

x

x

xx
xxxxf   

所以 f (x)在(0 )内是单调增加的 从而当 x0 时 f(x)f(0)0 即 

        01)1ln(1 22  xxxx   

也就是  22 1)1ln(1 xxxx    

    (3)设 f(x)sin xtan x2x 则 f(x)在 )
2

 ,0[


内连续  

         f (x)cos xsec2x2
x

xxx
2

2

cos

]cos)1)[(cos1(cos 
   



    因为在 )
2

 ,0(


内 cos x10 cos2x10 cos x0 所以 f (x)0 从而 f(x)在 )
2

 ,0(


内单调增

加 因此当
2

0


 x 时 f(x)f(0)0 即 

        sin xtan x2x0  

也就是  sin xtan x2x  

    (4)设 3

3

1
tan)( xxxxf   则 f(x)在 )

2
 ,0[


内连续  

      ))(tan(tantan1sec)( 2222 xxxxxxxxxf    

    因为当
2

0


 x 时 tan xx tan xx0 所以 f (x)在 )
2

 ,0(


内单调增加 因此当
2

0


 x 时 

f(x)f(0)0 即 

        0
3

1
tan 3  xxx   

也就是  2

3

1
tan xxx    

    (5)设 f(x)x ln22ln x 则 f (x)在[4 )内连续 因为 

    0
4

2

2

ln2

2

4ln2
2ln)(  e

xx
xf   

所以当 x4 时 f (x)0 即 f(x)内单调增加  

    因此当 x4 时 f(x)f(4)0 即 x ln22ln x0 也就是也就是 2x >x2 
    5 讨论方程 ln xax (其中 a>0)有几个实根？ 

    解 设 f(x)ln xax 则 f(x)在(0 )内连续 
x

ax
a

x
xf


 11

)(  驻点为
a

x
1

   

    因为当
a

x
1

0  时 f (x)0 所以 f(x)在 )
1

 ,0(
a

内单调增加 当
a

x
1

 时 f (x)0 所以 f(x)在

) ,
1

( 
a

内单调减少 又因为当 x0 及 x时 f(x) 所以如果 01
1

ln)
1

( 
aa

f  即

e
a

1
  则方程有且仅有两个实根 如果 01

1
ln)

1
( 

aa
f  即

e
a

1
  则方程没有实根 如果

01
1

ln)
1

( 
aa

f  即
e

a
1

  则方程仅有一个实根  

    6 单调函数的导函数是否必为单调函数？研究下面这个例子 
         f(x)xsin x 
    解 单调函数的导函数不一定为单调函数  

    例如 f(x)xsin x 在(内是单调增加的 但其导数不是单调函数 事实上  

        f (x)1cos x0  

这就明 f(x)在(内是单调增加的 f (x)sin x 在(内不保持确定的符号  



故 f (x)在(内不是单调的  

 

    7 判定下列曲线的凹凸性  

    (1) y4xx2 
    (2) ysh x  

    (3)
x

y
1

1  (x>0) 

    (4) yx arctan x   

    解 (1)y42x y2  

    因为 y0 所以曲线在( )内是凸的  

    (2)ych x ysh x 令 y0 得 x0  

    因为当 x0 时 ysh x0 当 x0 时 ysh x0 所以曲线在( 0]内是凸的 在[0 )内

是凹的 

    (3)
2

1

x
y   

3

2

x
y    

    因为当 x0 时 y0 所以曲线在(0 )内是凹的 

    (4)
21

arctan
x

x
xy


 

22 )1(

2

x
y


   

    因为在( )内 y>0 所以曲线 yxarctg x 在( )内是凹的 
 

    8 求下列函数图形的拐点及凹或凸的区间 
    (1)yx35x23x5  
    (2) yxex  
    (3) y(x1)4ex  
    (4) yln(x21) 
    (5) yearctan x   

    (6) yx4(12ln x7)

    解 (1)y3x210x3 y6x10 令 y0 得
3

5
x   

    因为当
3

5
x 时 y0 当

3

5
x 时 y0 所以曲线在 ]

3

5
 ,( 内是是凸的 在 ) ,

3

5
[  内是

凹的 拐点为 )
27

20
 ,

3

5
(   

    (2)yexx ex yexexx exex(x2) 令 y0 得 x2  

    因为当 x2 时 y0 当 x2 时 y0 所以曲线在( 2]内是凸的 在[2 )内是凹的 
拐点为(2 2e2) 
    (3)y4(x1)3e x y12(x1)2e x  
    因为在( )内 y>0 所以曲线 y(x1)4ex的在( )内是凹的 无拐点 



    (4)
1

2
2 


x

x
y  

2222

2

)1(

)1)(1(2

)1(

22)1(2










x

xx

x

xxx
y  令 y0 得 x11 x21  

    列表得 

      

 

     

 

 

 

    可见曲线在( 1]和[1 )内是凸的 在[1 1]内是凹的 拐点为(1 ln2)和(1 ln2)  

 

    (5)
2

arctan

1

1

x
ey x


  )21(

1 2

arctan

x
x

e
y

x




  令 y0 得 
2

1
x  

    因为当
2

1
x 时 y>0 当

2

1
x 时 y<0 所以曲线 ye arctg x 在 ]

2

1
 ,( 内是凹的 在

) ,
2

1
[  内是凸的 拐点是 ) ,

2

1
( 2

1
arctan

e  

    (6) y4x3(12ln x7)12x3 y144x2ln x 令 y0 得 x1  

    因为当 0x1 时 y0 当 x1 时 y0 所以曲线在(0 1]内是凸的 在[1 )内是凹的 
拐点为(1 7)  

    9 利用函数图形的凹凸性 证明下列不等式 

    (1) nnn yx
yx )

2
()(

2

1 
  (x0 y0 xy n1)  

    (2) )(
2

2 yxe
ee

yxyx






  

    (3)
2

ln)(lnln
yx

yxyyxx


  (x0 y0 xy)  

    证明 (1)设 f(t)t n 则 f (t)ntn1 f (t)n(n1)t n2 因为当 t>0 时 f (t)>0 所以曲线 f(t)t n

在区间(0 )内是凹的 由定义 对任意的 x>0 y>0 xy 有 

        )
2

()]()([
2

1 yx
fyfxf


   

即      nnn yx
yx )

2
()(

2

1 
  

    (2)设 f(t)et 则 f (t)et f (t)et  因为 f (t)0 所以曲线 f(t)et在( )内是凹的 由定

义 对任意的 x y( ) xy 有 

x ( 1) 1 (1 1) 1 (1 )

y  0  0  

y  
ln2

拐点
 

ln2

拐点
 



        )
2

()]()([
2

1 yx
fyfxf


   

即      )(
2

2 yxe
ee

yxyx






  

    (3)设 f(t)t ln t  则 f (t)ln t1 
t

tf
1

)(   

    因为当 t>0 时 f (t)>0 所以函数 f(t)t ln t 的图形在(0 )内是凹的 由定义 对任意的

x>0 y>0 xy 有 

          )
2

()]()([
2

1 yx
fyfxf


   

即        
2

ln)(lnln
yx

yxyyxx


  

    10 试证明曲线
1

1
2 



x

x
y 有三个拐点位于同一直线上 

    证明 
22

2

)1(

12





x

xx
y  

3232

23

)1(

)]32()][32()[1(2

)1(

2662










x

xxx

x

xxx
y   

    令 y0 得 x11 322 x  323 x   

    例表得 

x ( 1) 1 )32 ,1(  32  )32 ,32(  32  ) ,32( 

y  0  0  0 

y  1  
)32(4

31




 

)32(4

31




  

    可见拐点为(1 1) )
)32(4

31
 ,32(




  )

)32(4

31
 ,32(




  因为 

        
4

1

)1(32

)1(
)32(4

31









 
4

1

)1(32

)1(
)32(4

31









  

所以这三个拐点在一条直线上  

    11 问 a、b 为何值时 点(1 3)为曲线 yax3bx2的拐点？ 

    解 y3ax22bx y6ax2b  要使(1 3)成为曲线 yax3bx2的拐点 必须 y(1)3且 y(1)0 

即 ab3 且 6a 2b0 解此方程组得
2

3
a  

2

9
b  



    12 试决定曲线 yax3bx2cxd 中的 a、b、c、d使得 x2 处曲线有水平切线  

(1 10)为拐点且点(2 44)在曲线上  

    解 y3ax22bxc y6ax2b  依条件有 

    
















0)1(

0)2(

10)1(

44)2(

y

y

y

y

 即

















026

0412

10

44248

ba

cba

dcba

dcba

  

解之得 a1 b3 c24 d16  

    13 试决定 yk(x23)2中 k 的值使曲线的拐点处的法线通过原点
    解 y4kx312kx y12k(x1)(x1) 令 y0 得 x11 x21  

    因为在 x11 的两侧 y是异号的 又当 x1 时 y4k 所以点(1 4k)是拐点  

    因为 y(1)8k 所以过拐点(1 4k)的法线方程为 )1(
8

1
4  x

k
ky  要使法线过原点 则

(0 0)应满足法线方程 即
k

k
8

1
4   

8

2
k   

    同理 因为在 x11 的两侧 y是异号的 又当 x1 时 y4k 所以点(1 4k)也是拐点  

    因为y(1)8k 所以过拐点(1 4k)的法线方程为 )1(
8

1
4  x

k
ky  要使法线过原点 则(0 

0)应满足法线方程 即
k

k
8

1
4   

8

2
k   

    因此当
8

2
k 时 该曲线的拐点处的法线通过原点  

    14 设 yf(x)在 xx0的某邻域内具有三阶连续导数 如果 f (x 0)0而 f (x0)0  

试问 (x0 f(x0))是否为拐点？为什么？   

    解 不妨设 f (x0)0 由 f (x)的连续性 存在 x0的某一邻域(x0 x0) 在此邻域内有 f 

(x)0 由拉格朗日中值定理 有 

        f (x)f (x0)f ()(xx0) (介于 x0与 x 之间)  

即      f (x)f ()(xx0)  

    因为当 x0xx0时 f (x)0 当 x0xx0时 f (x)0 所以(x0 f(x0))是拐点  

 



习题 35 

    1 求函数的极值  

    (1) y2x36x218x7  

    (2) yxln(1x)  
    (3) yx42x2 

    (4) xxy  1   

    (5)
254

31

x

x
y




   

    (6)
1

443
2

2





xx

xx
y   

    (7) yex cos x   

    (8) xxy
1

   

    (9) 3

1

)1(23  xy   

    (10) yxtan x   

    解  (1)函数的定义为( ) y6x212x186(x22x3)6(x3)(x1) 驻点为 x11 
x23  

    列表 

x ( 1) 1 (1 3) 3 (3 ) 

y  0  0  

y  ↗ 17 极大值 ↘ 47 极小值 ↗ 

     可见函数在 x1 处取得极大值 17 在 x3 处取得极小值47  

    (2)函数的定义为(1 ) 
x

x

x
y







11

1
1  驻点为 x0 因为当1x0 时 y0 当 x0

时 y0 所以函数在 x0 处取得极小值 极小值为 y(0)0  

    (3)函数的定义为( )   

        y4x34x4x(x21) y12x24 
    令 y0 得 x10 x21 x31   

    因为 y(0)40 y(1)80 y(1)80 所以 y(0)0 是函数的极小值 y(1)1 和 y(1)1

是函数的极大值  

    (4)函数的定义域为( 1]  

        
)112(12

43

12

112

12

1
1














xx

x

x

x

x
y   

    令 y0 得驻点
4

3
x   



    因为当
4

3
x 时 y>0 当 1

4

3
 x 时 y<0 所以

4

5
)1( y 为函数的极大值  

    (5)函数的定义为( ) 
32 )54(

)
5

12
(5

x

x
y




  驻点为

5

12
x   

    因为当
5

12
x 时 y0 当

5

12
x 时 y0 所以函数在

5

12
x 处取得极大值 极大值为

10

205
)

5

12
( y   

    (6)函数的定义为( ) 
22 )1(

)2(






xx

xx
y  驻点为 x10 x22  

    列表 

x ( 2) 2 (2 0) 0 (0 ) 

y  0  0  

y  ↘ 
3

8
极小值 ↗ 极大值 ↘ 

    可见函数在 x2 处取得极小值
3

8
 在 x0 处取得极大值 4  

    (7)函数的定义域为( )  

    ye x(cos xsin x )  ye xsin x  

    令 y0 得驻点 
kx 2

4
  

)1(2
4

 kx  (k0 1 2 )  

    因为 0)2
4

(  
ky  所以

2

2
)2

4
(

2
4 
 



 k
eky 是函数的极大值  

    因为 y 0])1(2
4

[  
k  所以

2

2
])1(2

4
[

)1(2
4 

 


 k
eky 是函数的极小值  

    (8)函数 xxy
1

 的定义域为(0 )  

           )ln1(
1
2

1

x
x

xy x    

    令 y0 得驻点 xe   

    因为当 x<e 时 y>0 当 x>e 时 y<0 所以 eeey
1

)(  为函数 f(x)的极大值  



    (9)函数的定义域为( ) 
3/2)1(

1

3

2




x
y  因为 y0 所以函数在( )是单调 

减少的 无极值  

    (10)函数 yxtg x 的定义域为 
kx 

2

 
(k0 1 2 )  

因为 y1sec 2x >0 所以函数 f(x)无极值  

 

    2 试证明 如果函数 yax3bx2cx d 满足条件 b2 3ac<0 那么这函数没有极值   

    证明 y3a x22b xc 由 b2 3ac<0 知 a0 于是配方得到 

        y3a x22b xc
a

bac

a

b
xa

a

c
x

a

b
xa

3

3
)

3
(3)

33

2
(3

2
222 
   

    因 3acb20 所以当 a0 时 y0 当 a0 时 y0 因此 yax3bx2cx d 是单调函数 没
有极值 

    3 试问a为何值时 函数 xxaxf 3sin
3

1
sin)(  在

3


x 处取得极值？它是极大值还是极小

值？并求此极值   

    解 f (x)acos xcos 3x f (x)asin x3 sin x  

    要使函数 f(x)在
3


x 处取得极值 必有 0)

3
(  f  即 01

2

1
a  a2   

    当 a2 时 0
2

3
2)

3
(  

f  因此 当 a2 时 函数 f (x)在
3


x 处取得极值 而且取得

极大值 极大值为 3)
2

3
( f   

    4 求下列函数的最大值、最小值  

    (1) y=2x33x2  1x4  

    (2) yx48x22 1x3   

    (3) xxy  1  5x1  

    解 (1)y6x26x6x(x1) 令 y0 得 x10 x21 计算函数值得 

        y(1)5 y(0)0 y(1)1 y(4)80  

经比较得出函数的最小值为 y(1)5 最大值为 y(4)80  

    (2)y4x316x4x(x24) 令 y0 得 x10 x22(舍去) x 32 计算函数值得 

        y(1)5 y(0)2 y(2)14 y(3)11  

经比较得出函数的最小值为 y(2)14 最大值为 y(3)11  

    (3)
x

y



12

1
1  令 y0 得

4

3
x  计算函数值得 

        65)5( y  
4

5
)

4

3
( y  y(1)



经比较得出函数的最小值为 65)5( y  最大值为
4

5
)

4

3
( y   

    5 问函数 y2x36x218x7(1x4)在何处取得最大值？并求出它的最大值   

    解 y6x212x186(x3)(x1) 函数 f(x)在 1x4 内的驻点为 x3  

比较函数值  

        f(1)29  f(3)61  f(4)47  

函数 f(x)在 x1 处取得最大值 最大值为 f (1)29  

    6 问函数
x

xy
542  (x0)在何处取得最小值？    

    解 
2

54
2

x
xy   在( 0)的驻点为 x3 因为 

       
3

108
2

x
y   0

27

108
2)3( y   

所以函数在 x3 处取得极小值 又因为驻点只有一个 所以这个极小值也就是最小值 即函

数在 x3 处取得最小值 最小值为 27)3( y  

    7 问函数
12 


x

x
y (x0)在何处取得最大值？ 

    解 
22

2

)1(

1





x

x
y  函数在(0 )内的驻点为 x1  

    因为当 0<x<1 时 y>0 当 x>1 时 y<0 所以函数在 x1 处取得极大值 又因为函数在 

(0 )内只有一个驻点 所以此极大值也是函数的最大值 即函数在 x1 处取得最大值 最大

值为 f (1)
2

1
  

    8 某车间靠墙壁要盖一间长方形小屋 现有存砖只够砌20cm长的墙壁 问应围成怎样的

长方形才能使这间小屋的面积最大？ 

    解 设宽为 x 长为 y 则 2xy20 y202x 于是面积为 

        S xyx(202x)20x2x2  

        S 204x4(10x) S 4  

    令 S 0 得唯一驻点 x10  

    因为 S (10)40 所以 x10 为极大值点 从而也是最大值点  

    当宽为 5 米 长为 10 米时这间小屋面积最大  

    9 要造一圆柱形油罐 体积为 V 问底半径 r 和高 h 等于多少时 才能使表面积最小？这

时底直径与高的比是多少？ 

    解 由 Vr2h 得 hV1r2 于是油罐表面积为 

        S2r22rh
r

V
r

2
2 2   (0x)  

        
2

2
4

r

V
rS     



    令 S 0 得驻点 3

2
V

r   

    因为 0
4

4
3


r

V
S   所以 S 在驻点 3

2
V

r 处取得极小值 也就是最小值 这时相应的

高为 r
r

V
h 2

 2
0




 底直径与高的比为 2r  h1  1  

    10 某地区防空洞的截面拟建成矩形加半圆(如图) 截面的面积

为 5m2 问底宽 x 为多少时才能使截面的周长最小 从而使建造时所用

的材料最省？   

    解 设矩形高为 h  截面的周长 S 则 5)
2

(
2

1 2  x
xh  x

x
h

8

5 
  

于是 

        
x

xx
x

hxS
10

42
2 


(


40

0  x )  

        
2

10

4
1

x
S 


  

    令 S 0 得唯一驻点



4

40
x   

    因为 0
20

3


x
S  所以




4

40
x 为极小值点 同时也是最小值点  

    因此底宽为



4

40
x 时所用的材料最省  

    11 设有重量为 5kg 的物体 置于水平面上 受力 F 的作用

而开始移动(如图) 设摩擦系数025 问力F与水平线的交角
为多少时 才可使力 F 的大小为最小？ 

    解 由 F cos  (mFsin ) 得 

        



sincos 


m

F (
2

 
0

  )  

        
2)sin(cos

)cos(sin








m

F   

驻点为   arctan   



    因为 F 的最小值一定在 )
2

 
,0(


内取得 而 F 在 )
2

 
,0(


内只有一个驻点  arctan   

所以arctan 一定也是 F 的最小值点 从而当arctan02514时 力 F 最小  

    12 有一杠杆 支点在它的一端 在距支点 01m处挂

一重量为 49kg 的物体 加力于杠杆的另一端使杠杆保持

水平(如图) 如果杠杆的线密度为 5kg/m 求最省力的杆

长? 

    解 设杆长为 x (m) 加于杠杆一端的力为 F 则有 

    1.0495
2

1
 xxxF  即 )0(

9.4

2

5
 x

x
xF   

    
2

9.4

2

5

x
F    

驻点为 x14 由问题的实际意义知 F 的最小值一定在(0 )内取得 而 F 在(0 )内只有一

个驻点 x14 所以 F 一定在 x14m 处取得最小值 即最省力的杆长为 14m  

    13 从一块半径为 R 的圆铁片上挖去一个扇形做成一漏斗(如图) 
问留下的扇形的中心角取多大时 做成的漏斗的容积最大？ 

    解 漏斗的底周长 l、底半径 r、高 h 分别为 

        lR



2

R
r  2222 4

2





R
rRh   

漏斗的容积为 

        22
2

23
2 4

243

1 

 

R
hrV  (0<<2)  

        
22

22

2

3

4

)38(

24 


 




R
V ，驻点为 

3

62
   

由问题的实际意义 V 一定在(0 2)内取得最大值 而 V 在(0 2)内只有一个驻点 所以该驻

点一定也是最大值点 因此当 
3

62
 时 漏斗的容积最大  

 

    14 某吊车的车身高为 15m 吊臂长 15m 现在要把一个

6m 宽、2m 高的屋架 水平地吊到 6m 高的柱子上去(如图) 问
能否吊得上去？ 

 

 

 

 

 

 

 



    解 设吊臂对地面的倾角为时 屋架能够吊到的最大高度为 h 在直角三角形EDG 中 

        15sin (h1 5)23tan   

故      
2

1
tan3sin15  h   

        



2cos

3
cos15 h   

    令 h0 得唯一驻点 54
5

1
arccos

3
   

    因为 0
cos

sin6
sin15

3





h  所以54为极大值点 同时这也是最大值点  

    当54时 5.7
2

1
tan3sin15  h m  

    所以把此屋最高能水平地吊至 7 5m 高 现只要求水平地吊到 6m 处 当然能吊上去  
    15 一房地产公司有 50 套公寓要出租 当月租金定为 1000 元时 公寓会全部租出去 当
月租金每增加 50 元时 就会多一套公寓租不出去 而租出去的公寓每月需花费 100 元的维修

费 试问房租定为多少可获最大收入？ 

    解 房租定为 x 元 纯收入为 R 元  

    当 x1000 时 R50x5010050x5000 且当 x1000 时 得最大纯收入 45000 元  

    当 x1000 时 

        700072
50

1
100)]1000(

5

1
50[)]1000(

5

1
50[ 2  xxxxxR 

        72
25

1
 xR   

    令 R0 得(1000 )内唯一驻点 x1800 因为 0
25

1
R  所以 1800 为极大值点 同时

也是最大值点 最大值为 R57800  

    因此 房租定为 1800 元可获最大收入  



习题 38 

    描绘下列函数的图形  

    1 )786(
5

1 24  xxxy   

    解 (1)定义域为( )  

    (2) 23 )1)(2(
5

4
)8124(

5

1
 xxxxy  )1)(1(

5

12
)33(

5

4 2  xxxy   

令 y0 得 x2 x1 令 y0 得 x1 x1  

    (3)列表 

x ( 2) 2 (2 1) 1 (1 1) 1 (1 ) 

y  0    0  

y    0  0  

yf(x) ↘ 5

17
  

极小值 

↗ 5

6
  

拐点 

↗ 
2 

拐点 
↗ 

    (4)作图  

 

    2 
21 x

x
y


   

    解 (1)定义域为( ) 
    (2)奇函数 图形关于原点对称 故可选讨论 x0 时函数的图

形  

    (3)
22 )1(

)1)(1(

x

xx
y




  

32 )1(

)3)(3(2

x

xxx
y




   

当 x0 时 令 y0 得 x1 令 y0 得 x0 3x   

    (4)列表 

x 0 (0 1) 1 (1 3 ) 3  ( 3  ) 

y   0    

y 0    0  

yf(x) 
0 

拐点 
↗ 2

1 极大值 ↘ 4

3
 

拐点 

↘ 

    (5)有水平渐近线 y0  

    (6)作图  

 



 

 

 

 

 

 

 

    3 
2)1(  xey   

    解 (1)定义域为( )  

    (2) )]
2

2
1()][

2

2
1([4)1(2

22 )1()1(   xxeyexy xx   

令 y0 得 x1 令 y0 得
2

2
1x  

2

2
1x   

    (3)列表 

x )
2

2
1 ,(   

2

2
1  )1 ,

2

2
1(  1 )

2

2
1 ,1( 

2

2
1  ) ,

2

2
1( 

y    0    

y  0    0  

yf(x) ↗ 
2

1


e  

拐点 

↗ 
1 

极大值
↘ 

2

1


e  

拐点 

↘ 

    (4)有水平渐近线 y0 
    (5)作图  

 

    4 
x

xy
12    

    解 (1)定义域为( 0)(0 )  

    (2)
2

3

2

121
2

x

x

x
xy


  

3

3

3

)1(22
2

x

x

x
y


   

令 y0 得
3 2

1
x  令 y0 得 x1  

 

 

 

 

 



    (3)列表 

x ( 1) 1 (1 0) 0 )
2

1
 ,0(
3

 
3 2

1
 ) ,

2

1
(

3
  

y    无  0  

y  0  无    

yf(x) ↘ 
0 

拐点 
↘ 无 ↘ 

3 2
2

3
 

极小值 

↗ 

    (4)有铅直渐近线 x0  

    (5)作图  

 

 

 

 

    5 
x

x
y

2cos

cos
   

    解 (1)定义域为
42




n
x (n0 1 2 ) 

    (2)是偶函数 周期为 2  可先作[0 ]上的图形 再根据对称性

作出[ 0)内的图形 最后根据周期性作出[ ]以外的图形  

    (3)
x

xx
y

2cos

)sin23(sin
2

2
  

x

xxx
y

2cos

)sin4sin123(cos
3

42 
   

在[0 ]上 令 y0 得 x0 x  令 y0 得
2


x   

    (4)列表 

x 0 )
4

 ,0(


 
4


 )

2
 ,

4
(


2


 )

4

3
 ,

2
(


4

3
) ,

4

3
( 

  

y 0  无    无  0 

y   无  0  无   

yf(x) 
1 

极小值 
↗ 无 ↗ 

0 

拐点
↗ 无 ↗ 

1 

极大值

    (5)有铅直渐近线
4


x 及

4

3
x   

    (6)作图  

 

 

 

 



 



习题 37 

    1 求椭圆 4x2+y2=4 在点(0 2)处的曲率 
    解 两边对 x 求导数得 

        8x2yy0 
y

x
y

4
  

2

44

y

yxy
y


   

        y|(0 2)0 y|(0 2)2  

所求曲率为 

        2
)01(

|2|

)1(

||
2/322/32











y

y
K   

    2 求曲线 y=lnsec x 在点(x y)处的曲率及曲率半径 

    解 xxx
x

y tantansec
sec

1
  xy 2sec   

所求曲率为 

        |cos|
)tan1(

|sec|

)1(

||
2/32

2

2/32
x

x

x

y

y
K 







   

曲率半径为 

        |sec|
|cos|

11
x

xK
   

 

    3 求抛物线 y=x24x+3 在其顶点处的曲率及曲率半径  

    解 y2x4 y2  

    令 y0 得顶点的横坐标为 x2  

        y|x20 y|x22  

所求曲率为 

        2
)01(

|2|

)1(

||
2/322/32










y

y
K   

曲率半径为 

        
2

11


K
   

    4 求曲线 xa cos3t ya sin 3t 在 tt0 处的曲率   

    解 t
xa

ta
y tan

)cos(

)sin(
3

3





  
ttaxa

x
y

43 cossin3

1

)cos(

)tan(






   

所求曲率为 

       
|2sin|3

2
|

cossin3

1
|

)tan1(

|
cossin3

1
|

)1(

||
32/32

4

2/32 tattat
tta

y

y
K 







   



       
|2sin|3

2

00 ta
K

tt



  

    5 对数曲线 yln x 上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的曲率半径  

    解 
x

y
1

  
2

1

x
y    

       
2/32

2/3
2

2

2/32 )1()
1

1(

|
1

|

)1(

||

x

x

x

x
y

y
K












   

       
x

x 2

3
2 )1( 

   

       
2

22

2

2

3
22

1
2

)12(1
)1(2)1(

2

3

x

xx

x

xxxx 



   

    令0 得
2

2
x 

    因为当
2

2
0  x 时0 当

2

2
x 时 0 所以

2

2
x 是的极小值点 同时也最小

值点 当
2

2
x 时

2

2
lny 因此在曲线上点 )

2

2
ln ,

2

2
( 处曲率半径最小最小曲率半径

为
2

33
   

    6 证明曲线
a

x
ay ch 在点(xy)处的曲率半径为

a

y 2

  

    解 
a

x
y sh  

a

x

a
y ch

1
   

    在点(xy)处的曲率半径为 

           
a

y

a

x
a

a

x

a

a

x

a

x

a

a

x

y

y 2
2

2/322/32
2/32

ch
|ch

1
|

)(ch

|ch
1

|

)sh1(

||

)1(








   

    7 一飞机沿抛物线路径
10000

2x
y (y轴铅直向上单位为m)作俯冲飞行在坐标原点O

处飞机的速度为 v200m/s 飞行员体重 G70Kg求飞机俯冲至最低点即原点 O 处时座椅对

飞行员的反力 

    解 
500010000

2 xx
y   

5000

1
y  y|x00 

5000

1
| 0  xy   



    5000

5000

1
)01(

||

)1(
|

2/322/32

0 






 y

y
x   

    向心力 560
5000

20070 22







mV
F (牛顿)  

    飞行员离心力及它本身的重量对座椅的压力为 

        79985601246(牛顿) 
    8 汽车连同载重共 5t 在抛物线拱桥上行驶 速度为 216km/h 桥的跨度为 10m 拱
的矢高为 025m  求汽车越过桥顶时对桥的压力   

    解 如图取直角坐标系 设抛物线拱桥方程为 yax2 由于抛物线过点(5 025) 代入方

程得 

        01.0
25

25.0
a   

于是抛物线方程为 y0 01x2  

        y002x y002  

        50
02.0

)01(

||

)1(
|

2/322/32

0 






 y

y
x   

    向心力为 3600
50

)
3600

106.21
(105 2

3
3

2









mV
F (牛顿) 

    因为汽车重为 5 吨 所以汽车越过桥顶时对桥的压力为 

        510398360045400(牛顿) 
    *9求曲线 yln x 在与 x 轴交点处的曲率圆方程 

    *10 求曲线 ytan x 在点 )1 ,
4

(


处的曲率圆方程 

    *11 求抛物线 y22px 的渐屈线方程  



总习题三 

    1. 填空:  

    设常数 k0, 函数 k
e

x
xxf ln)( 在(0, )内零点的个数为________.  

    解 应填写 2.  

    提示: 
ex

xf
11

)(  , 
2

1
)(

x
xf  .  

    在(0, )内, 令 f (x)0, 得唯一驻点 xe . 

    因为 f (x)0, 所以曲线 k
e

x
xxf ln)( 在(0, )内是凸的, 且驻点 xe 一定是最大值点, 

最大值为 f(e)k0.  

    又因为 


)(lim
0

xf
x

, 


)(lim xf
x

, 所以曲线经过 x 轴两次, 即零点的个数为 2.  

    2. 选择以下题中给出的四个结论中一个正确的结论:  

    设在[0, 1]上 f (x)0, 则 f (0), f (1), f(1)f(0)或 f(0)f(1)几个数的大小顺序为(      ).  

    (A)f (1)f (0)f(1)f(0);     (B)f (1)f(1)f(0)f (0);  

    (C)f(1)f(0)f (1)f (0);     (D)f (1)f(0)f(1)f (0).  

    解 选择 B .  

    提示: 因为 f (x)0, 所以 f (x)在[0, 1]上单调增加, 从而 f (1)f (x)f (0).  

    又由拉格朗日中值定理, 有 f(1)f(0)f (), [0, 1], 所以 

        f (1) f(1)f(0)f (0). 

    3. 列举一个函数 f(x)满足: f(x)在ab上连续在(ab)内除某一点外处处可导但在(ab)内

不存在点  使 f(b)f(a)f ()(ba).  

    解 取 f(x)|x|, x[1, 1].  

    易知 f(x)在[1, 1]上连续, 且当 x0 时 f (x)1; 当 x0 时, f (x)1; f (0)不存在, 即 f(x)在

[1, 1]上除 x0 外处处可导.  

    注意 f(1)f(1)0, 所以要使 f(1)f(1)f ()(1(1))成立, 即 f ()0, 是不可能的.  

    因此在(1, 1)内不存在点  使 f(1)f(1)f ()(1(1)).  

    4. 设 kxf
x




)(lim , 求 )]()([lim xfaxf
x




.  

    解 根据拉格朗日中值公式, f(xa)f (x)f ( )a,  介于 xa 与 x 之间.  

    当 x 时,   , 于是 

        akfaafxfaxf
xx




)(lim)(lim)]()([lim 


.  

    5. 证明多项式 f (x)x33xa 在[0, 1]上不可能有两个零点.  

    证明  f (x)3x233(x21), 因为当 x(0, 1)时, f (x)<0, 所以 f (x)在[0, 1]上单调减少. 因

此, f(x) 在[0, 1]上至多有一个零点.  

    6. 设
1

    
2
1

0 


n

aa
a n 0, 证明多项式 f(x)a0a1xanx

n 在(0,1)内至少有一个零点.  



    证明 设 121
0 12

)( 


 nn x

n

a
x

a
xaxF  , 则 F(x)在[0, 1]上连续, 在(0, 1)内可导, 且 

F(0)F(1)0. 由罗尔定理, 在(0, 1)内至少有一个点 , 使 F( )0. 而 F (x)f(x), 所以 f(x)在(0, 

1)内至少有一个零点.   

    7. 设 f(x)在[0, a]上连续, 在(0, a)内可导, 且 f(a)0, 证明存在一点(0, a), 使 

f()f ()0. 

    证明 设 F(x)xf(x), 则 F(x)在[0, a ]上连续, 在(0, a )内可导, 且 F(0)F(a)0. 由罗尔定理, 

在(0, a )内至少有一个点 , 使 F( )0. 而 F(x)f(x)x f (x), 所以 f()f ()0.  

    8. 设 0<a<b, 函数 f(x)在ab上连续在(ab)内可导试利用柯西中值定理证明存在一点

(ab)使
a

b
fbfaf ln)()()(   .  

    证明 对于 f(x)和 ln x 在[a, b]上用柯西中值定理, 有 

        




1

)(

lnln

)()( f

ab

afbf 





, (a, b),  

即      
a

b
fbfaf ln)()()(   , (a, b).  

    9. 设 f(x)、g(x)都是可导函数, 且|f (x)|<g(x), 证明: 当 x>a 时, |f(x)f(a)|<g(x)g(a).  

    证明 由条件|f (x)|<g(x)得知, 1
)(

)(







g

f
, 且有 g(x)>0, g(x)是单调增加的, 当 x>a 时,  

g(x)>g(a).  

    因为 f (x)、g (x)都是可导函数, 所以 f (x)、g (x) 在[a, x]上连续, 在(a, x)内可导, 根据柯西

中值定理, 至少存在一点(a, x), 使
)(

)(

)()(

)()(




g

f

agxg

afxf







.  

因此, 1
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)(

)()(

|)()(|












g

f

agxg

afxf
, |f (x)f (a)|<g (x)g (a).  

    10. 求下列极限:  

    (1)
xx

xx x

x ln1
lim

1 



;  

    (2) ]
1

)1ln(

1
[lim

0 xxx



;  

    (3) x

x
x)arctan

2
(lim


.  

    (4) nxx
n

xx

x
naaa ]/)    [(lim
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2

1

1 
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(其中 a1a2  , an>0)

    解 (1)  (xx)(ex l n x )e x l n x (ln x1)xx (ln x1).   



       
x

xxx

x

xx

xx

xx

xx

xx x

x

x

x

x

x

x

x 













 

 1

)1(ln
lim

1
1

)1(ln1
lim

)ln1(

)(
lim

ln1
lim

1

1111
 

        2
1

)1)(ln
1

1(ln1
lim

1

1











xx

x

xx
x

xx
.  

    (2)

x

x
x

x
xx

xx

xx

xx

xx xxxx
















 

1
)1ln(

1

1
1

lim
])1ln([

])1ln([
lim

)1ln(

)1ln(
lim]

1

)1ln(

1
[lim

0000
 

      
2

1

11)1ln(

1
lim

)1ln()1(
lim

00








 xxxx

x
xx

 

    (3)
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
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因为 
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所以 
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    (4)令 nxx
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xx naaay ]/)    [(
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2

1

1  . 则 ]ln)    [ln(ln
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        ln a1ln a2ln anln(a1a2   an).  

即 y
x

lnlim


ln(a1a2   an), 从而 n
x

nxx
n

xx

x
aaaynaaa    lim]/)    [(lim 21
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    11. 证明下列不等式 

    (1)当
2

0 21


 xx 时 
1

2

1

2

tan

tan

x

x

x

x
 ;  

    (2)当 x>0 时, 
x

x
x




1

arctan
)1ln( .  

    证明 (1)令
x

x
xf

tan
)(  , )

2
 ,0(


x .  

    因为 0
tantansec

)(
22

2








x

xx

x

xxx
xf ,  

所以在 )
2

 ,0(


内 f(x)为单调增加的. 因此当
2

0 21


 xx 时有] 

        
2

2

1

1 tantan

x

x

x

x
 , 即

1

2

1

2

tan

tan

x

x

x

x
 .  

    (2)要证(1x)ln(1x)>arctan x , 即证(1x)ln(1x) arctan x >0.  

    设 f(x)(1x)ln(1x) arctan x , 则 f(x)在[0, )上连续,
21

1
)1ln()(

x
xxf


 .  

    因为当 x>0 时, ln(1x)>0, 0
1

1
1

2





x
, 所以 f (x)>0, f(x)在[0, )上单调增加.  

    因此, 当 x>0 时, f(x)>f(0), 而 f(0)0, 从而 f(x)>0, 即(1x)ln(1x)arctan x>0 .  

    12. 设








0   2

0     
)(

2

xx

xx
xf

x

, 求 f(x)的极值.  

    解 x0 是函数的间断点.  

    当 x<0 时, f (x)1; 当 x>0 时, f (x)2x 2x (ln x 1).  

令 f (x)0, 得函数的驻点
e

x
1

 .  

    列表:  

x (, 0) 0 )
1

 ,0(
e e

1
 ) ,

1
( 
e

 

f (x)  不存在  0  

f(x) ↗ 2 极大值 ↘ ee
2


极小值 ↗ 

函数的极大值为 f (0)2, 极小值为 ee
e

f
2

)
1

(


 .  

    13. 求椭圆 x2xy y23 上纵坐标最大和最小的点.  

    解 2xyxy2yy0, 
yx

yx
y

2

2




 . 当 yx
2

1
 时, y0.  



    将 yx
2

1
 代入椭圆方程, 得 3

2

1

4

1 222  yyy , y 2 .  

于是得驻点 x1, x1. 因为椭圆上纵坐标最大和最小的点一定存在, 且在驻点处取得, 又当

x1 时, y 2, 当 x1 时, y2, 所以纵坐标最大和最小的点分别为(1, 2)和(1, 2).  

    14. 求数列 }{n n 的最大项.  

    解 令 xx xxxf
1

)(  (x0), 则 

        x
x

xf ln
1

)(ln  ,  

        )ln1(
1

ln
11

)(
)(

1
222

x
x

x
xx

xf
xf

 ,  

        )ln1()(
2

1

xxxf x 


.  

    令 f (x)0, 得唯一驻点 xe .  

    因为当 0xe 时, f (x)0; 当 xe 时, f (x)0, 所以唯一驻点 xe 为最大值点.  

    因此所求最大项为 33 3}3 ,2max{  .  

    15. 曲线弧 ysin x (0<x<)上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的曲率半径.  

    解  ycos x, ysin x,  

        
x

x

y

y

sin

)cos1(

||

)1( 2/322/32 





 (0<x<),  

        
x

xxxxxx

2

2

3
22

1
2

sin

cos)cos1(sin)sincos2()cos1(
2

3


  

          
x

xxxx
2

222

1
2

sin

)1cossin3(cos)cos1( 
 .  

    在(0, )内, 令0, 得驻点
2


x .  

    因为当
2

0


 x 时, 0; 当 
 x

2
时, 0, 所以

2


x 是的极小值点, 同时也是的最

小值点, 最小值为 1

2
sin

)
2

cos1( 2/32








 .  

    16. 证明方程 x35x20 只有一个正根. 并求此正根的近似值使精确到本世纪末 103
    解  设 f (x)x35x2, 则  



        f (x)3x25, f (x)6x .  

    当 x0 时, f (x)0, 所以在(0, )内曲线是凹的, 又 f(0)2, 


)2(lim 3 xx
x

, 所以在

(0, )内方程 x35x20 只能有一个根.  

    (求根的近似值略) 

 

    17. 设 f (x0)存在, 证明 )(
)(2)()(

lim 02
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0
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
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.  

    18. 设 f (n)(x0)存在, 且 f (x0)f (x0)   f (n)(x0)0, 证明 f(x)o[(xx0)
n] (xx0).  

    证明 因为 

        
1

00 )(

)(
lim

)(

)(
lim

00
 




 nxxnxx xxn
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xfxf
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,  

所以 f(x)o[(xx0)
n] (xx0). 

    19 设 f(x)在(a b)内二阶可导, 且 f (x)0. 证明对于(a b)内任意两点 x1, x2 及 0t1, 有

f[(1t)x1tx2](1t)f(x1)tf(x2).  

    证明 设(1t)x1tx2x0. 在 xx0 点的一阶泰勒公式为 

        2
0000 )(

!2

)(
))(()()( xx

f
xxxfxfxf 





(其中介于 x 与 x0 之间).  

    因为 f (x)0, 所以 

        f(x)f(x0)f (x0)(xx0).  

因此 

        f(x1) f(x0)f (x0)(x1x0),  f(x2)f(x0)f (x0)(x2x0).  

于是有 

        (1t)f(x1)tf(x2)(1t)[ f(x0)f (x0)(x1x0)]t[f(x0)f (x0)(x2x0)] 



        (1t)f(x0)t f(x0)f (x0)[(1t)x1t x2]f (x0)[(1t)x0t x0] 

        f(x0)f (x0)x0f (x0)x0  

        f(x0),  

即      f(x0)(1t)f(x1)tf(x2), 

所以    f[(1t)x1tx2](1t)f(x1)tf(x2) (0t1).  

    20. 试确定常数 a 和 b, 使 f(x)x(ab cos x)sin x 为当 x0 时关于 x 的 5 阶无穷小.  

    解 f(x)是有任意阶导数的, 它的 5 阶麦克劳公式为 
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 .  

    要使 f(x)x(ab cos x)sin x 为当 x0 时关于 x 的 5 阶无穷小, 就是要使极限 

        ]
)(

!5

16

!3

41
[lim

)(
lim

5

5

24050 x

xoba

x

ba

x

ba

x

xf
xx













 

存在且不为 0. 为此令 

        






04

01

ba

ba
,   

解之得
3

4
a , 

3

1
b .  

    因为当
3

4
a , 

3

1
b 时,  

        0
30

1

!5

16)(
lim

50







ba

x

xf
x

,   

所以当
3

4
a ,

3

1
b 时, f(x)x(ab cos x)sin x 为当 x0 时关于 x 的 5 阶无穷小.  

 



习题 41 

    1. 求下列不定积分:  

    (1)  dx
x 2

1
;  

    解 C
x

Cxdxxdx
x




 
1

12

11 122
2

.  

    (2)  dxxx ;  

    解 CxxCxdxxdxxx 





 2
1

2

3

2

3

5

2

1
2

3
1

.  

    (3)  dx
x

1
; 

    解 CxCxdxxdx
x







 2
1

2

1
11 1

2

1

2

1

.  

    (4)  dxxx 32 ; 

    解 CxxCxdxxdxxx 





 33
1

3

7

3

7
32

10

3

1
3

7
1

.  

    (5)  dx
xx 2

1
;  

    解 C
xx

Cxdxxdx
xx








1

2

3

1
2

5
11 1

2

5

2

5

2
.  

    (6) dxxm n ; 

    解 Cx
mn

m
Cx

m

n
dxxdxx m

nm

m

n

m

n
m n 











1

1

1
.  

    (7)  dxx35 ; 

    解 Cxdxxdxx   433

4

5
55 .  

    (8)   dxxx )23( 2 ; 

    解 Cxxxdxdxxdxxdxxx   2
2

3

3

1
23)23( 2322 .  



    (9) 
gh

dh

2
(g 是常数);  

    解 C
g

h
Ch

g
dhh

ggh

dh
 

 2
2

2

1

2

1

2
2

1

2

1

.  

    (10)   dxx 2)2( ; 

    解 Cxxxdxdxxdxxdxxxdxx    42
3

1
44)44()2( 23222 .  

    (11)   dxx 22 )1( ; 

    解 Cxxxdxdxxdxxdxxxdxx   35242422

3

2

5

1
2)12()1( .  

    (12) dxxx  )1)(1( 3 ; 

    解   dxdxxdxxdxxdxxxxdxxx 2

3

2

1
2323 )1()1)(1(  

        Cxxxx  2

5

2

3
3

5

2

3

2

3

1
.  

    (13) 


dx
x

x 2)1(
;  

    解 Cxxxdxxxxdx
x

xx
dx

x

x









2

5

2

3

2

1

2

3

2

1

2

122

5

2

3

4
2)2(

21)1(
.  

    (14)  


dx
x

xx

1

133
2

24

; 

    解 Cxxdx
x

xdx
x

xx








  arctan)
1

1
3(

1

133 3
2

2
2

24

.  

    (15)  
dx

x

x
2

2

1
; 

    解   









Cxxdx

x
dx

x

x
dx

x

x
arctan)

1

1
1(

1

11

1 22

2

2

2

.  

    (16)   dx
x

e x )
3

2( ; 

    解 Cxedx
x

dxedx
x

e xxx   ||ln32
1

32)
3

2( .  



    (17) 





dx
xx

)
1

2

1

3
(

22
; 

    解   











Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

arcsin2arctan3
1

1
2

1

1
3)

1

2

1

3
(

2222
.  

    (18) dx
x

e
e

x
x



 )1( ; 

    解 Cxedxxedx
x

e
e xx

x
x  


2

1

2

1

2)()1( .  

    (19)  dxexx3 ;  

    解 C
e

C
e

e
dxedxe

xxx
xxx 


 13ln

3

)3ln(

)3(
)3(3 .  

 

    (20) 


dx
x

xx

3

2532
; 

    解 CxCxdxdx x

x

x
x

xx







 )
3

2
(

3ln2ln

5
2

3

2
ln

)
3

2
(

52])
3

2
(52[

3

2532
.  

    (21)   dxxxx )tan(secsec ; 

    解   Cxxdxxxxdxxxx sectan)tansec(sec)tan(secsec 2 .  

 

    (22)  dx
x

2
cos2 ;  

    解 Cxxdxxdx
x

dx
x




  )sin(
2

1
)cos1(

2

1

2

cos1

2
cos 2 .  

    (23)  
dx

x2cos1

1
;  

    解  


Cxdx
x

dx
x

tan
2

1

cos2

1

2cos1

1
2

.  

 



    (24)  
dx

xx

x

sincos

2cos
; 

    解   






Cxxdxxxdx
xx

xx
dx

xx

x
cossin)sin(cos

sincos

sincos

sincos

2cos 22

.  

 

    (25)  dx
xx

x
22 sincos

2cos
; 

    解    


 Cxxdx
xx

dx
xx

xx
dx

xx

x
tancot)

cos

1

sin

1
(

sincos

sincos

sincos

2cos
2222

22

22
.  

 

    (26)   dxxx
x

)
1

1(
2

; 

    解  





  dxxx

x 2

1
1  


Cxxdxxx 4

1

4

7

4

5

4

3

4
7

4
)( .  

    2. 一曲线通过点(e2, 3), 且在任一点处的切线的斜率等于该点横坐标的倒数, 求该曲

线的方程. 

    解 设该曲线的方程为 yf(x), 则由题意得 

        
x

xfy
1

)(  ,  

所以    Cxdx
x

y  ||ln
1

.  

    又因为曲线通过点(e2, 3), 所以有321 

        3f(e 2)ln|e 2|C2C,  

        C321.  

于是所求曲线的方程为 

        yln|x|1.  

    3. 一物体由静止开始运动, 经 t 秒后的速度是 3t2(m/s), 问 

    (1)在 3 秒后物体离开出发点的距离是多少？ 

    (2)物体走完 360m 需要多少时间？ 

    解 设位移函数为 ss(t), 则 sv3 t2, Ctdtts  323 .  

    因为当 t0 时, s0, 所以 C0. 因此位移函数为 st 3.  

    (1)在 3 秒后物体离开出发点的距离是 ss(3)3327.  

    (2)由 t 3360, 得物体走完 360m 所需的时间 11.73603 t s.  

    4. 证明函数 xe 2

2

1
,  exshx 和 exchx 都是

xx

e x

shch 
的原函数.  



    证明 x
x

x

xxxx

xx

e
e

e

eeee

e

xx

e 2

22

shch








 
.  

    因为 

        xx ee 22 )
2

1
(  ,  

所以 xe 2

2

1
是

xx

e x

shch 
的原函数. 

    因为 

        (exshx) exshxexchxex(sh xch x) x
xxxx

x e
eeee

e 2)
22

( 








,  

所以 exshx 是
xx

e x

shch 
的原函数. 

        因为 

        (exchx) exchxexshxex(ch xsh x) x
xxxx

x e
eeee

e 2)
22

( 








,  

所以 exchx 是
xx

e x

shch 
的原函数. 

 

 

 

 

 

 



习题 42 

    1. 在下列各式等号右端的空白处填入适当的系数使等式成立(例如 )74(
4

1
 xddx :  

    (1) dxd(ax); 

    解 dx
a

1
d(ax).  

    (2) dx  d(7x3);

    解 dx 
7

1
 d(7x3).  

    (3) xdx  d(x2); 

    解 xdx 
2
1  d(x2).  

    (4) xdx  d(5x2);

    解 xdx 
10

1
 d(5x2).  

    (5) )1(    2xdxdx  ;  

    解 )1(  
2

1
  2xdxdx  .  

    (6)x3dx  d(3x42);

    解 x3dx 
12

1
 d(3x42).  

    (7)e 2x dx  d(e2x); 

    解 e 2x dx 
2
1  d(e2x).  

    (8) )1(    22
xx

eddxe
  ;  

    解 )1(  2  22
xx

eddxe
  .  

    (9) )
2

3
(cos    

2

3
sin xdxdx ;  

    解 )
2

3
(cos  

3

2
  

2

3
sin xdxdx  .  

    (10) |)|ln5(    xd
x

dx
 ;  

    解 |)|ln5(  
5

1
  xd

x

dx
 .  

    (11) |)|ln53(    xd
x

dx
 ;  



    解 |)|ln53(  
5

1
  xd

x

dx
 .  

    (12) )3(arctan    
91 2

xd
x

dx



;  

    解 )3(arctan  
3

1
  

91 2
xd

x

dx



.  

    (13) )arctan1(    
1 2

xd
x

dx



;  

    解 )arctan1(  )1(  
1 2

xd
x

dx



.  

    (14) )1(    
1

2

2
xd

x

xdx



.  

    解 )1(  )1(  
1

2

2
xd

x

xdx



.  

    2. 求下列不定积分(其中 a, b, ,  均为常数):  

    (1)  dte t5 ; 

    解 Cexdedte xxt   555

5

1
5

5

1
.  

    (2)   dxx 3)23( ;  

    解 Cxxdxdxx   433 )23(
8

1
)23()23(

2

1
)23( .  

    (3)  
dx

x21

1
; 

    解 Cxxd
x

dx
x





  |21|ln

2

1
)21(

21

1

2

1

21

1
.  

    (4) 
3 32 x

dx
; 

    解 CxCxxdx
x

dx






3

2

3

2

3

1

3
)32(

2

1
)32(

2

3

3

1
)32()32(

3

1

32
.  

    (5)   dxeax b

x

)(sin ; 



    解 Cbeax
ab

x
debaxdax

a
dxeax b

x

b

x

b

x

  cos
1

)()(sin
1

)(sin .  

    (6)  dt
t

tsin
; 

    解    Cttdtdt
t

t
cos2sin2

sin
.  

    (7)   xdxx 210 sectan ; 

    解   xdxx 210 sectan Cxxxd   1110 tan
11

1
tantan .  

    (8)  xxx

dx

lnlnln
; 

    解 Cxxd
x

xd
xxxxx

dx
  |lnln|lnlnln

lnln

1
ln

lnlnln

1

lnlnln
.  

    (9) 


 dx
x

x
x

2

2

1
1tan ; 

    解 


 dx
x

x
x

2

2

1
1tan 2

2

2
22 1

1cos

1sin
11tan xd

x

x
xdx 




   

       Cxxd
x




  |1cos|ln1cos
1cos

1 22

2
.  

    (10)  xx

dx

cossin
; 

    解 Cxxd
x

dx
x

x

xx

dx
  |tan|lntan

tan

1

tan

sec

cossin

2

.  

    (11)  
dx

ee xx

1
; 

    解  
dx

ee xx

1
Cede

e
dx

e

e xx
xx

x







  arctan
1

1

1 22
.  

 

    (12)   dxxe x2

; 

    解 .
2

1
)(

2

1 222 2 Cexdedxxe xxx     



    (13)   dxxx )cos( 2 ; 

    解 Cxxdxdxxx   )sin(
2
1)()cos(

2
1)cos( 2222 .  

    (14) 


dx
x

x
232

; 

    解 CxCxxdxdx
x

x






22

1
222

1
2

2
32

3

1
)32(

3

1
)32()32(

6

1

32
.  

    (15)  
dx

x

x
4

3

1

3
; 

    解  





Cxxd
x

dx
x

x
|1|ln

4

3
)1(

1

1

4

3

1

3 44
44

3

.  

    (16)   dttt ))sin((cos2  ; 

    解 Cttdtdttt   )(cos
3

1
)cos()(cos

1
)sin()(cos 322 





 .  

    (17)  dx
x

x
3cos

sin
; 

    解 CxCxxxddx
x

x
  223

3
sec

2

1
cos

2

1
coscos

cos

sin
.  

    (18) 



dx

xx

xx
3 cossin

cossin
; 

    解 )sincos(
cossin

1

cossin

cossin
33

xxd
xx

dx
xx

xx








  

        Cxxxxdxx 


3

2

3

1

)cos(sin
2

3
)cos(sin)cos(sin .  

    (19) 



dx

x

x
249

1
; 

    解 dx
x

x
dx

x
dx

x

x











222 4949

1

49

1
 

       )49(
49

1

8

1
)

3

2
(

)
3

2
(1

1

2

1 2

2
2

xd
x

xd

x








  Cx
x

 249
4

1

3

2
arcsin

2

1
.  

 



    (20)  
dx

x

x
2

3

9
; 

    解 Cxxxd
x

xd
x

x
dx

x

x








  )]9ln(9[
2

1
)()

9

9
1(

2

1
)(

92

1

9
222

2
2

2

2

2

3

.  

    (21)  
dx

x 12

1
2

; 

    解  











dx
xx

dx
xx

dx
x

)
12

1

12

1
(

2

1

)12)(12(

1

12

1
2

 

          





 )12(
12

1

22

1
)12(

12

1

22

1
xd

x
xd

x
 

        C
x

x
Cxx 




 |

12

12
|ln

22

1
|12|ln

22

1
|12|ln

22

1
.  

    (22)  
dx

xx )2)(1(

1
; 

    解 C
x

x
Cxxdx

xx
dx

xx












  |

1

2
|ln

3

1
|1|ln|2|(ln

3

1
)

1

1

2

1
(

3

1

)2)(1(

1
.  

    (23)  xdx3cos ; 

    解 Cxxxdxxdxxdx   3223 sin
3

1
sinsin)sin1(sincoscos .  

    (24)   dtt )(cos2  ; 

    解 Cttdttdtt   )(2sin
4

1

2

1
)](2cos1[

2

1
)(cos2 


 .  

    (25)  xdxx 3cos2sin ; 

    解  xdxx 3cos2sin Cxxdxxx   cos
2

1
5cos

10

1
)sin5(sin

2

1
.  

    (26)  dx
x

x
2

coscos ; 

    解 Cxxdxxxdx
x

x   2

1
sin

2

3
sin

3

1
)

2

1
cos

2

3
(cos

2

1

2
coscos .  

    (27)  xdxx 7sin5sin ; 

    解 Cxxdxxxxdxx   2sin
4

1
12sin

24

1
)2cos12(cos

2

1
7sin5sin .  



    (28)  xdxxsectan3 ; 

    解 xdxxdxxxxdxx sectantansectansectan 223    

        Cxxxdx  secsec
3

1
sec)1(sec 32 .  

    (29) 


dx
x

x

2

arccos2

1

10
; 

    解 Cxdxddx
x

x
xx

x




 10ln2

10
)arccos2(10

2

1
arccos10

1

10 arccos2
arccos2arccos2

2

arccos2

.  

    (30) 


dx
xx

x

)1(

arctan
; 

    解 Cxxdxxd
x

x
dx

xx

x






 2)(arctanarctanarctan2

)1(

arctan
2

)1(

arctan
.  

    (31) 
 22 1)(arcsin xx

dx
; 

    解 C
x

xd
xxx

dx



 arcsin

1
arcsin

)(arcsin

1

1)(arcsin
222

.  

    (32) 


dx
xx

x
2)ln(

ln1
; 

    解 C
xx

xxd
xx

dx
xx

x



 ln

1
)ln(

)ln(

1

)ln(

ln1
22

.  

    (33)  dx
xx

x

sincos

tanln
; 

    解   xd
x

x
xdx

x

x
dx

xx

x
tan

tan

tanln
sec

tan

tanln

sincos

tanln 2  

        Cxxdx  2)tan(ln
2

1
tanlntanln .  

    (34) 


dx
xa

x
22

2

( a >0); 



    解 






dt

t
adttatdta

ta

tatax
dx

xa

x

2

2cos1
sincos

cos

sinsin 222
22

22

2 令
,  

        Cxa
x

a

xa
Ct

a
ta  22

22
2

2
arcsin

2
2sin

42

1
.  

    (35) 
12xx

dx
; 

    解 C
x

Ctdttdtt
tt

tx

xx

dx








1
arccostansec

tansec

1sec

12

令
.  

 

 

或     C
xx

d

x

dx

x
xxx

dx












1

arccos
1

1
1

1

1
1

1

1
22

2
2

.  

    (36) 
 32 )1(x

dx
; 

    解 Cttdttd
t

tx

x

dx







 sincostan

)1(tan

1tan

)1( 3232

令
C

x

x





12
.  



    (37) 


dx
x

x 92

; 

    解  


tdttd
t

ttx
dx

x

x 2
22

tan3)sec3(
sec3

9sec9sec39 令
 

        C
x

xCttdt
t

 
3

arccos393tan3)1
cos

1
(3 2

2
.  

 

    (38) 
 x

dx

21
; 

    解 CxxCttdt
t

tdt
t

tx

x

dx









 )21ln(2)1ln()

1

1
1(

1

12

21

令
.  

    (39) 
 211 x

dx
; 

    解  








dt

t
dt

t
tdt

t

tx

x

dx
)

2
sec

2

1
1()

cos1

1
1(cos

cos1

1sin

11

2

2

令
 

        C
x

x
xC

t

t
tC

t
t 







211
arcsin

cos1

sin

2
tan .  

    (40) 
 21 xx

dx
.  

    解  








dt

tt

tttt
tdt

tt

tx

xx

dx

cossin

sincossincos

2

1
cos

cossin

1sin

1 2

令
 



        Ctttttd
tt

dt 


  |cossin|ln
2

1

2

1
)cos(sin

cossin

1

2

1

2

1
 

        Cxxx  |1|ln
2

1
arcsin

2

1 2 .  

    



习题 43 

    求下列不定积分:  

    1.  xdxxsin ;  

    解 Cxxxxdxxxxxdxdxx   sincoscoscoscossin .  

    2.  xdxln ; 

    解 Cxxxdxxxxxdxxxdx   lnlnlnlnln .  

    3.  xdxarcsin ;  

    解   xxdxxxdx arcsinarcsinarcsin  

        


 dx
x

x
xx

21
arcsin  

        Cxxx  21arcsin .  

    4.   dxxe x ;  

    解    dxexexdedxxe xxxx  

        CxeCexe xxx   )1( .  

    5.  xdxx ln2 ;  

    解   xdxxxxdxxdxx ln
3

1
ln

3

1
ln

3

1
ln 3332  

        Cxxxdxxxx   3323

9

1
ln

3

1

3

1
ln

3

1
.  

    6.   xdxe x cos ;  

    解 因为 

            xdxexexdexexdexdxe xxxxxx sinsinsinsinsincos  

           xxxxx xdexexexdexe coscossincossin  



           xdxexexe xxx coscossin ,  

所以    CxxeCxexexdxe xxxx   )cos(sin
2

1
)cossin(

2

1
cos .  

    7.   dx
x

e x

2
sin2 ;  

    解 因为 

           xxxx de
xx

e
x

dedx
x

e 2222

2
cos2

2
cos2

2
cos2

2
sin  

          
2

sin8
2

cos2
2

cos4
2

cos2 2222 x
de

x
edx

x
e

x
e xxxx  

           xxx de
xx

e
x

e 222

2
sin8

2
sin8

2
cos2  

           dx
x

e
x

e
x

e xxx

2
sin16

2
sin8

2
cos2 222 ,  

所以    C
xx

edx
x

e xx   )
2

sin4
2

(cos
17

2

2
sin 22 .  

    8.  dx
x

x
2

cos ;  

    解 C
xx

xdx
xx

x
x

xddx
x

x    2
cos4

2
sin2

2
sin2

2
sin2

2
sin2

2
cos .  

    9.  xdxx arctan2 ;  

    解  
 dx

x
xxxxdxxdxx

2
3332

1

1

3

1
arctan

3

1
arctan

3

1
arctan  

         



 2

2
32

2

2
3 )

1

1
1(

6

1
arctan

3

1

16

1
arctan

3

1
dx

x
xxdx

x

x
xx  

        Cxxxx  )1ln(
6

1

6

1
arctan

3

1 223 .  

    10.  xdxx 2tan  

    解   xxdxxdxxdxxdxxxxdxx tan
2

1
sec)1(sectan 2222  

        Cxxxxxdxxxx   |cos|lntan
2

1
tantan

2

1 22 .   

    11.  xdxx cos2 ;  

    解   xxdxxxdxxxxxdxxdxx cos2sin2sinsinsincos 2222  



        Cxxxxxxdxxxxx   sin2cos2sincos2cos2sin 22 .      

    12.   dtte t2 ;  

    解    dtetetdedtte tttt 2222

2

1

2

1

2

1
 

        CteCete ttt   )
2

1
(

2

1

4

1

2

1 222 .  

    13.  xdx2ln ;  

    解   xdxxxdx
x

xxxxxdx ln2ln
1

ln2lnln 222  

        Cxxxxxdx
x

xxxxx   2ln2ln
1

2ln2ln 22 .  

    14.  xdxxx cossin ;  

    解   xdxxxxxdxdxxxdxxx 2cos
4

1
2cos

4

1
2cos

4

1
2sin

2

1
cossin  

        Cxxx  2sin
8

1
2cos

4

1
.  

    15.  dx
x

x
2

cos 22 ;  

    解   xdxxxxxxdxxdxxxdx
x

x sinsin
2

1

6

1
sin

2

1

6

1
)cos1(

2

1

2
cos 2323222  

          xdxxxxxxxxdxxx coscossin
2

1

6

1
cossin

2

1

6

1 2323  

        Cxxxxxx  sincossin
2

1

6

1 23 .  

    16.   dxxx )1ln( ;  

    解  
 dx
x

xxxdxxdxxx
1

1

2

1
)1ln(

2

1
)1ln(

2

1
)1ln( 222  

         
 dx
x

xxx )
1

1
1(

2

1
)1ln(

2

1 2  

        Cxxxxx  )1ln(
2

1

2

1

4

1
)1ln(

2

1 22 .    

    17.   xdxx 2sin)1( 2 ;  



    解   xdxxxxxdxxdxx 22cos
2

1
2cos)1(

2

1
2cos)1(

2

1
2sin)1( 222  

         xxdxx 2sin
2

1
2cos)1(

2

1 2  

         xdxxxxx 2sin
2

1
2sin

2

1
2cos)1(

2

1 2  

        Cxxxxx  2cos
4

1
2sin

2

1
2cos)1(

2

1 2 .  

    18.  dx
x

x
2

3ln
;  

    解   xdx
x

x
x

xd
x

x
xx

xddx
x

x 2
2

3333
2

3

ln
1

3ln
1

ln
1

ln
11

ln
ln

 

          xd
x

x
x

x
xx

xdx
x

22323 ln
1

3ln
3

ln
11

ln3ln
1

 

         
x

xdx
x

x
x

dxx
x

x
x

x
x

1
ln6ln

3
ln

1
ln

1
6ln

3
ln

1 23
2

23  

         dx
x

x
x

x
x

x
x 2

23 1
6ln

6
ln

3
ln

1
 

        C
x

x
x

x
x

x
x


6

ln
6

ln
3

ln
1 23 .  

    19.  dxe x3

;  

    解  
 ttx detdtet

tx
dxe 22

3

33
3 令

 

          tttt tdeetdtteet 6363 22  

         dteteet ttt 663 2  

        Ceteet ttt  663 2  

        Cxxe x  )22(3 33 23

.  

    20.  xdxlncos ;  

    解 因为 

          dx
x

xxxxxdx
1

lnsinlncoslncos  

        dx
x

xxxxxxxdxxx
1

lncoslnsinlncoslnsinlncos    



         xdxxxxx lncoslnsinlncos ,  

所以    Cxx
x

xdx  )lnsinln(cos
2

lncos .  

    21.  dxx 2)(arcsin ;  

    解 


 dx
x

xxxxdxx
2

22

1

1
arcsin2)(arcsin)(arcsin  

          22 1arcsin2)(arcsin xxdxx  

         dxxxxx 2arcsin12)(arcsin 22  

        Cxxxxx  2arcsin12)(arcsin 22 .  

    22.  xdxe x 2sin .  

    解   xdxeedxxexdxe xxxx 2cos
2

1

2

1
)2cos1(

2

1
sin 2 ,  

而     dxxexexdexdxe xxxx   2sin22cos2cos2cos  

          xdxexexedexxe xxxxx 2cos42sin22cos2sin22cos ,  

       Cxxexdxe xx  )2sin22(cos
5

1
2cos ,  

所以   Cxxeexdxe xxx  )2sin22(cos
10

1

2

1
sin 2 .  

 



    习题 44 

    求下列不定积分:  

    1. dx
x

x
 3

3

; 

    解 dx
x

xxx
dx

x

x
dx

x

x
 








 3

27)93)(3(

3

2727

3

233

 

         
 dx

x
dxxx

3

1
27)93( 2  

        Cxxxx  |3|ln279
2

3

3

1 23 .  

    2.  


dx
xx

x

103

32
2

; 

    解 Cxxxxd
xx

dx
xx

x








 |103|ln)103(
103

1

103

32 22
22

.  

    3.  


dx
xx

xx
3

45 8
; 

    解  






dx
xx

xx
dxxxdx

xx

xx
3

2
2

3

45 8
)1(

8
 

         



 dx

x
dx

x
dx

x
xxx

1

3

1

48

2

1

3

1 23  

        Cxxxxxx  |1|ln3|1|ln4||ln8
2

1

3

1 23 .  

    4.  
dx

x 1

3
3

; 

    解  


















dx

xxxx

x

x
dx

xx

x

x
dx

x
)

1

1

2

3

1

12

2

1

1

1
()

1

2

1

1
(

1

3
2223

 

         





 )
2

1
(

)
2

3
()

2

1
(

1

2

3
)1(

1

1

2

1
|1|ln

22

2
2

xd

x

xxd
xx

x  

        C
x

xx

x










3

12
arctan3

1

|1|
ln

2
.  

    5.   )3)(2)(1( xxx

xdx
; 

    解 dx
xxxxxx

xdx
)

3

3

1

1

2

4
(

2

1

)3)(2)(1( 








   

        Cxxx  |)1|ln|3|ln3|2|(ln
2

1
.  



    6.  


dx
xx

x

)1()1(

1
2

2

; 

    解  











dx
xxx

dx
xx

x
]

)1(

1

1

1

2

1

1

1

2

1
[

)1()1(

1
22

2

 

        C
x

xx 



1

1
|1|ln

2

1
|1|ln

2

1
 

        C
x

x 



1

1
|1|ln

2

1 2 .  

    7. dx
xx )1(

1
2  ; 

    解 Cxxdx
x

x

x
dx

xx





  )1ln(
2

1
||ln)

1

1
(

)1(

1 2
22

.  

    8.   ))(1( 22 xxx

dx
; 

    解  








dx
xx

x

xxxx

dx
)

1

1

2

1

1

1

2

11
(

))(1( 222
 

         


 dx
x

x
xx

1

1

2

1
|1|ln

2

1
||ln

2
 

         



 dx

x
dx

x

x
xx

1

1

2

1

1

2

4

1
|1|ln

2

1
||ln

22
 

        Cxxxx  arctan
2

1
)1ln(

4

1
|1|ln

2

1
||ln 2 .  

    9.   )1)(1( 22 xxx

dx
; 

    解 dx
x

x

xx

x

xxx

dx
)

11

1
(

)1)(1( 2222  








 

        )1ln(
2

1

1

1

2

1

1

12

2

1 2
22








   xdx

xxxx

x
 

         
 dx

xx
xxx

1

1

2

1
)1ln(

2

1
|1|ln

2

1
2

22  

        C
x

xxx 



3

12
arctan

3

3
)1ln(

2

1
|1|ln

2

1 22 .  

    10.  
dx

x 1

1
4

; 

    解 dx
xxxx

dx
x  


 )12)(12(

1

1

1
224

 



         







 dx

xx

x
dx

xx

x

12
2

1

4

2

12
2

1

4

2

22
 

         







 dx

xx

x
dx

xx

x

12
2

2
)22(

2

1

4

2

12
2

2
)22(

2

1

4

2
22

 

        )
1212

(
4

1
]

12

)12(

12

)12(
[

8

2
222

2

2

2

  













xx

dx

xx

dx

xx

xxd

xx

xxd
 

        Cxx
xx

xx





 )12arctan(
4

2
)12arctan(

4

2
|

12

12
|ln

8

2
2

2

.  

    11.  


dx
xx

x
22

2

)1(

2
; 

    解  









dx
xx

dx
xx

x
dx

xx

x

1

1

)1(

1

)1(

2
22222

2

 

          








 dx
xx

dx
xx

dx
xx

x

1

1

)1(

1

2

3

)1(

12

2

1
22222

 

          






 dx

xx
dx

xxxx 1

1

)1(

1

2

3

1

1

2

1
2222

,  

因为 

        )
3

12
arctan(

3

2
)

3

12
(

)
3

12
(1

1

3

2

1

1

2
2










 
xx

d
x

dx
xx

,  

而       





dx

x

dx
xx 222

22

])
2

3
()

2

1
[(

1

)1(

1
      

由递推公式 

          






]

)(
)32(

)(
[

)1(2

1

)( 122122222 nnn ax

dx
n

ax

x

naax

dx
,  

得       





dx

x

dx
xx 222

22

])
2

3
()

2

1
[(

1

)1(

1
 

        
3

12
arctan

3

2

3

2

1

12

3

1
)

11
2

1

(

)
2

3
(2

1
222

2














 

x

xx

x

xx

dx

xx

x
,  



所以     


dx
xx

x
22

2

)1(

2
C

xx

xx

x

xx















3

12
arctan

3

2

3

12
arctan

3

2

1

12

2

1

1

1

2

1
22

 

        C
x

xx

x









3

12
arctan

3

4

1

1
2

.  

 

    12.   x

dx
2sin3

; 

    解   






xd

x
dx

xx

dx
tan

3tan4

1

cos4

1

sin3 222
 

        C
x

xd

x




 
3

tan2
arctan

32

1
tan

)
2

3
(tan

1

4

1

22

.  

    13.  
dx

xcos3

1
; 

    解 






 )

2
sec1(

2
cos

)
2

(

2
cos12

1

cos3

1

222 xx

x
d

x
dx

dx
x

 

         


 C

x

x

x
d

2
2

tan
arctan

2

1

2
tan2

2
tan

2
.  

或       








du

u
u

u

x
u

dx
x 2

2
1

2

1

2
3

12
tan

cos3

1
令

 

        C

x

C
u

du
u





2
2

tan
arctan

2

1

2
arctan

2

1

)2(

1
22

.  

    14.  
dx

xsin2

1
; 

    解  






 )

2
cot

2
(csc

2
sin

)
2

(

2
cos

2
sin22sin2

1

22 xxx

x
d

xx
dx

dx
x

 



        








222
)

2

3
()

2

1

2
(cot

)
2

1

2
(cot

1
2

cot
2

cot

)
2

(cot

x

x
d

xx

x
d

 

        C

x





3

1
2

cot2
arctan

3

2
.  

或       








du

u
u

u

x
u

dx
x 2

2
1

2

1

2
2

12
tan

sin2

1
令

 

        





 du

u

du
uu 22

2

)
2

3
()

2

1
(

1

1

1
 

        C

x

C
u








3

1
2

tan2
arctan

3

2

3

12
arctan

3

2
.  

    15.   xx

dx

cossin1
; 

    解  








C
x

x

x
d

xx
dx

xx

dx
|

2
tan|ln

2
tan1

)
2

(tan

)
2

tan1(
2

cos2

1

cossin1 2
.  

或       













du

u

u

u

u

u

x
u

xx

dx
2

2

2

2

1

2

1

1

1

2
1

12
tan

cossin1

令

 

        C
x

Cudu
u




 |1
2

tan|ln|1|ln
1

1
.  

    16.   5cossin2 xx

dx
; 

    解  















du

uu
du

u

u

u

u

u

x
u

xx

dx

223

1

1

2

5
1

1

1

4

12
tan

5cossin2 22

2

2

2

令

 

        C

x

C
u

du

u











 
5

1
2

tan3
arctan

5

1

5

13
arctan

5

1

)
3

5
()

3

1
(

1

3

1

22

.  



或       












du

u

u

u

u

u

x
u

xx

dx
2

2

2

2

1

2

5
1

1

1

4

12
tan

5cossin2

令

 

        





 du

u

du
uu 22

2

)
3

5
()

3

1
(

1

3

1

223

1
 

        C

x

C
u








5

1
2

tan3
arctan

5

1

5

13
arctan

5

1
.  

    17. 


dx
x3 11

1
; 

    解  








du
u

uduu
u

ux
dx

x
)

1

1
1(33

1

11

11

1 2
3

3

令
 

        CxxxCuuu  )11ln(313)1(
2

3
|1|ln33

2

3 333 22 .  

    18. 



dx

x

x

1

1)( 3

;  

    解 Cxxxdxxxdx
x

x





 2

3
22

3

3

2

2

1
]1)[(

1

1)(
.  

    19. 



dx

x

x

11

11
;  

    解  








du

u
uudu

u

uux
dx

x

x
)

1

2
2(22

1

11

11

11 令
 

        Cuuu  |)1|ln22
2

1
(2 2  

        Cxxx  )11ln(414)1( .  

    20. 
 4 xx

dx
;  

    解  





duu

uu

ux

xx

dx 3
2

4

4
4

1令
 



        Cuuudu
u

u 


  |1|ln442)
1

1
1(4 2  

        Cxxx  )1ln(42 44 .  

    21.  


x

dx

x

x

1

1
; 

    解 令 u
x

x





1

1
, 则

2

2

1

1

u

u
x




 , du
u

u
dx

22 )1(

4




 ,  

         
















du
uu

du
u

u

u

u
u

x

dx

x

x
)

1

1

1

1
(2

)1(

4

1

1

1

1
22222
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        Cu
u

u





 arctan2|
1

1
|ln  

        C
x

x

xx

xx











1

1
arctan2|

11

11
|ln .  

    22. 
3 42 )1()1( xx

dx
.  

    解 令 u
x

x





3

1

1
, 则

1

1
3

3





u

u
x , 

23

2

)1(

6




u

u
dx , 代入得 

        C
x

x
Cudu

xx

dx








 3

3 42 1

1

2

3

2

3

2

3

)1()1(
.  

 



    总习题四 

    求下列不定积分(其中 a, b 为常数):  

    1.   xx ee

dx
;  

    解 C
e

e
de

e
dx

e

e

ee

dx
x

x
x

xx

x

xx












  

|
1

1
|ln

2

1

1

1

1 22
.  

    2. dx
x

x
  3)1(

;  

    解 C
xx

dx
x

dx
x

dx
x

x














  2323 )1(

1

2

1

1

1

)1(

1

)1(

1

)1(
.  

    3.  
dx

xa

x
66

2

(a>0);  

    解 C
ax

ax

a
xd

xa
dx

xa

x









  ||ln

6

1
)(

)()(

1

3

1
33

33

3
3

232366

2

.  

    4.  


dx
xx

x

sin

cos1
;  

    解 Cxxxxd
xx

dx
xx

x








 |sin|ln)sin(
sin

1

sin

cos1
.  

    5.  dx
x

xlnln
;  

    解 Cxxxdx
xx

xxxxxddx
x

x
  lnlnlnln

1

ln

1
lnlnlnlnlnlnln

lnln
.  

    6.  
dx

x

xx
4sin1

cossin
;  

    解 Cxxd
x

xd
x

x
dx

x

xx








  22
2244

sinarctan
2

1
)(sin

)(sin1

1

2

1
sin

sin1

sin

sin1

cossin
.  

    7.  xdx4tan ;  

    解 xxdxxd
x

x
xdx tansintantan

cos

sin
tan 22

2

4
4    

          



 xd

x
xxd

x

x
tan)

1tan

1
1(tantan

1tan

tan
2

2
2

4

 

        cxxxcxxx  tantan
3

1
tanarctantantan

3

1 33 .  

    8.  xdxxx 3sin2sinsin ;  

    解   xdxxxxdxxx 3sin)cos3(cos
2

1
3sin2sinsin  



          xdxxxdxx 3sincos
2

1
3sin3cos

2

1
 

          dxxxxxd )2sin4(sin
4

1
)3(cos3cos

6

1
 

        Cxxx  2cos
8

1
4cos

16

1
3cos

12

1 2 .  

    9.   )4( 6xx

dx
;  

    解 Cxxdx
x

x

xxx

dx





  )4ln(
24

1
||ln

4

1
)

4

1
(

4

1

)4(
6

6

5

6
.  

    10. )0( 



 adx
xa

xa
;  

    解 














dx
xa

x
dx

xa
adu

xa

xa
dx

xa

xa
222222

1


        Cxa
a

x
a  22arcsin .  

    11. 
 )1( xx

dx
;  

    解 CxxCxxxd
xxx

dx






 )1ln(2))(1ln(2

)(1

1
2

)1(
2

2
.  

    12.  xdxx 2cos ;  

    解   xxdxdxxxxxdxx 2sin
4

1

4

1
)2cos(

2

1
cos 22  

        Cxxxxxdxxxx   2cos
8

1
2sin

4

1

4

1
2sin

4

1
2sin

4

1

4

1 22 .  

    13.  bxdxeax cos ;  

    解 因为 

        dxbxe
a

b
bxe

a
bxde

a
bxdxe axaxaxax   sincos

1
cos

1
cos  

        dxbxe
a

b
bxe

a

b
bxe

a
debx

a

b
bxe

a
axaxaxaxax   cossincos

1
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1
2

2
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,  



所以    Cbxe
a

b
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a
bxdxe axaxax 


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1
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2

 

        Cbxbbxae
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ax 


 )sincos(
1
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.  

    14. 
 xe

dx

1
;  

    解  











du
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u
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u
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e
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x
)
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1
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11

1
2

2令
.  

        c
e

e
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u
x

x
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
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





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1

1
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    15. 
122 xx

dx
;  

    解 Cttdttdtt
tt

tx

xx

dx






 sincostansec

tansec

1sec

1
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令 
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x

x




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.  

    16.   2/522 )( xa

dx
;  

    解  



tdta

ta

tax

xa

dx
cos

)cos(

1sin

)( 52/522

令


          tdt
a
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1
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11 2
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t
a
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1
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1
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3
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x

axa

x

a






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224322

3

4

1

)(3

1
.  

    17. 
 24 1 xx

dx
;  



    解 tdt
tt

tx

xx

dx 2
424

sec
sectan

1tan

1









令
 

          td
t

t
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t

t
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        C
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 sin

1
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1
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1
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1
(
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x

x

x

x








2

3
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3

)1(
.  

    18.  dxxx sin ;  

    解  


tdtttdttt
tx

dxxx sin22sinsin 2令
 

          tdtttttdt 2cos2cos2cos2 22  

          tdtttttttdtt sin4sin4cos2sin4cos2 22  

        Cttttt  cos4sin4cos2 2  

        Cxxxxx  cos4sin4cos2 .  

    19.   dxx )1ln( 2 ;  

    解  
 dx

x

x
xxxdxx

2
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1

2
)1ln()1ln(  

         
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x
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1
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2
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        Cxxxx  arctan22)1ln( 2 .  

    20.  dx
x

x
3

2

cos

sin
;  

    解 xd
x

x
xxd

x

x
dx

x

x
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1tan

tan
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cos

sin

cos

sin
2

2

3

2

  
  

        Cxx  )1ln(tan
2

1
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2
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    21.  dxxarctan ;  



    解 xd
x

xxxdxx  

1

1
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x
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 )
1

1
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        Cxxxx  arctanarctan  

        Cxxx  arctan)1( .  

    22. dx
x

x



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;  

    解 C
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d
x
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xx

x
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x

x



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2
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2
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    23.  
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x

x
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3

)1(
;  

    解 Cx
x

x
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x
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


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
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    提示: 已知递推公式 

          
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    25.   416 x
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;  



    解  
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    26. dx
x

x
 sin1

sin
;  

    解 
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dx

x

x
2

2

2 cos

sinsin

sin1

)sin1(sin

sin1

sin
 

        Cxxxdx
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    27. dx
x
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 


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sin
;  

    解   
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          dx
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    28. 

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x
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e x

2

3
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    解  
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x
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2

3
sin 

          xdexdxe xx secsin sinsin  

          xxx xdeexxde sinsinsin secsec  

          xdxexexdxexe xxxx cossecsec sinsinsinsin  

        Cexxe xx  sinsin sec .  

    29. 
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    33.   dxxx )1(ln 22 ;  



    解 dxxxxxxxdxxx ])1([ln)1(ln)1(ln 222222   
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
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x
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    34.  
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x

x
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    解 因为 
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习题 51 

    1. 利用定积分定义计算由抛物线 y=x21, 两直线 x=a、x=b(b>a)及横轴所围成的图形的面

积.  

    解 第一步: 在区间[a, b]内插入 n1 个分点 i
n

ab
axi


 (i1, 2, , n1), 把区间[a, b]分

成 n 个长度相等的小区间, 各个小区间的长度为: 
n
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
 (i1, 2, , n).  

     第二步: 在第 i 个小区间[xi1, xi] (i1, 2, , n)上取右端点 i
n
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    第三步: 令max{x1, x2,  , xn}
n

ab
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    2. 利用定积分定义计算下列积分:  

    (1) xdx
b

a (a<b);  

    (2) dxe x
1

0
.  

    解 (1)取分点为 i
n

ab
axi


 (i1, 2, , n1), 则

n

ab
xi


 (i1, 2, , n). 在第 i 个小区

间上取右端点 i
n

ab
axii


  (i1, 2, , n). 于是 

        








n

in

n

i
ii

n

b

a n

ab
i

n

ab
axxdx

11

)(limlim   



        )(
2

1
]

2

)1()(
)([lim)( 22

2

2
2 ab

n

nnab
abaab

n






.  

    (2)取分点为
n

i
xi  (i1, 2, , n1), 则

n
xi

1
 (i1, 2, , n). 在第 i 个小区间上取右端点

n

i
xii   (i1, 2, , n). 于是 

        )    (
1

lim
1

lim
21

1

1

0
n
n

nn

n

n

i

n
i

n

x eee
nn

edxe 


  

        1

)1(

]1[
lim

1

])(1[1
lim

1

1

1

11













e

en

ee

e

ee

n
n

n

n
n

nnn

n
.  

    3. 利用定积分的几何意义说明下列等式:  

    (1) 12
1

0
 xdx ;  

    (2)
4

1
1

0

2 
 dxx ;  

    (3)  



0sin xdx ;  

    (4)  


2
0

2

2

cos2cos


 xdxxdx .  

    解 (1) 
1

0
2xdx表示由直线 y2x、x 轴及直线 x1 所围成的面积, 显然面积为 1.  

    (2)  
1

0

21 dxx 表示由曲线 21 xy  、x 轴及 y 轴所围成的四分之一圆的面积, 即圆

x2y21 的面积的
4
1 :  

        
4

1
4

1
1 21

0

2   dxx .  

    (3)由于 ysin x 为奇函数, 在关于原点的对称区间[, ]上与 x 轴所夹的面积的代数和为

零, 即    

         



0sin xdx .  

    (4) 

2

2

cos


 xdx 表示由曲线 ycos x 与 x 轴上 ]
2

 ,
2

[


 一段所围成的图形的面积. 因为 cos x

为偶函数, 所以此图形关于 y 轴对称. 因此图形面积的一半为  2
0

cos


xdx , 即 



         


2
0

2

2

cos2cos


 xdxxdx .  

    4. 水利工程中要计算拦水闸门所受的水压力, 已知闸门上水的压强 p(单位面积上的压力

大小)是水深 h 的函数, 且有 p98h (kN/m2). 若闸门高 H3m, 宽 L2m, 求水面与闸门顶相齐

时闸门所受的水压力 P.  

    解 建立坐标系如图. 用分点 i
n

H
xi  (i1, 2, , n1)将区间[0, H]分为 n 分个小区间, 各

小区间的长为
n

H
xi  (i1, 2, , n).  

    在第 i 个小区间[xi1, xi]上, 闸门相应部分所受的水压力近似为  

        Pi9.8x ilx i .  

    闸门所受的水压力为 

        22

11

8.4
2

)1(
lim8.9lim8.98.9lim HL

n

nn
HL

n

H
i

n

H
LxLxP

n

n

in

n

i
ii

n






 .  

    将 L2, H3 代入上式得 P88.2(千牛).  

    5. 证明定积分性质: 

    (1)  
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()( ;  

    (2) abdxdx
b

a

b

a
  1 .  

    证明 (1)  


b

a

n

i
ii

n

i
ii

b

a
dxxfkxfkxkfdxxkf )()(lim)(lim)(

1010



.  

    (2) ababxxdx
n

i
i

n

i
i

b

a



 )(limlim1lim1

01010 
.  

    6. 估计下列各积分的值:  

    (1)  
4

1

2 )1( dxx ;  

    (2)  



4

5

4

2 )sin1( dxx ;  

    (3) 
3

3

1 arctan xdxx ;  

    (4)  0

2

2

dxe xx .  

    解 (1)因为当 1x4 时, 2x2117, 所以 



        )14(17)1()14(2
4

1

2   dxx ,  

即      51)1(6
4

1

2  dxx .  

    (2)因为当 
4

5

4
 x 时, 11sin2x2, 所以 

        )
44

5
(2)sin1()

44

5
(1 4

5

4

2 


   dxx ,  

即      


 2)sin1(4

5

4

2  dxx .  

    (3)先求函数 f(x)x arctan x 在区间 ]3 ,
3

1
[ 上的最大值 M 与最小值 m.  

    
21

arctan)(
x

x
xxf


 . 因为当 3

3

1
 x 时, f (x)0, 所以函数 f(x)x arctan x 在区间

]3 ,
3

1
[ 上单调增加. 于是 

        
363

1
arctan

3

1
)

3

1
(


 fm , 

3
3arctan3)3(


 fM .  

 

因此    )
3

1
3(

3
arctan)

3

1
3(

36

3

3

1  


xdxx ,  

即      
3

2
arctan

9

3

3

1


 xdxx .  

    (4)先求函数 xxexf 
2

)( 在区间[0, 2]上的最大值 M 与最小值 m.  

    )12()(
2

  xexf xx , 驻点为
2

1
x .  

    比较 f(0)1, f(2)e 2, 4
1

)
2

1
(


ef ,得 4

1
em , Me 2. 于是 

        )02()02( 22

0
4
1

2

  
edxee xx ,  

即        4
10

2

2 22
2    edxdxee xx .  

 

     



    7. 设 f(x)及 g(x)在[a, b]上连续, 证明: 

    (1)若在[a, b]上f(x)0, 且 0)( 
b

a
dxxf , 则在[a, b]上 f(x)0;  

    (2)若在[a, b]上, f(x)0, 且 f(x)≢0, 则 0)( 
b

a
dxxf ;  

    (3)若在[a, b]上, f(x)g(x), 且  
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( , 则在[ab]上 f(x)g(x).  

    证明 (1)假如 f(x)≢0, 则必有 f(x)0. 根据 f(x)在[a, b]上的连续性, 在[a, b]上存在一点 x0, 

使 f(x0)0, 且 f(x0)为 f(x)在[a, b]上的最大值.  

    再由连续性, 存在[c, d][a, b], 且 x0[c, d], 使当 x[c, d]时, 
2

)(
)( 0xf

xf  . 于是 

        0)(
2

)(
)()()()()( 0   cd

xf
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

d

c

b

d

d

c

c

a

b

a
.  

这与条件 0)( 
b

a
dxxf 相矛盾. 因此在[a, b]上 f(x)0.  

    (2)证法一 因为 f(x)在[a, b]上连续, 所以在[a, b]上存在一点 x0, 使 f(x0)0, 且 f(x0)为 f(x)

在[a, b]上的最大值.  

    再由连续性, 存在[c, d][a, b], 且 x0[c, d], 使当 x[c, d]时, 
2

)(
)( 0xf

xf  . 于是 

          
b

a

d

c
cd

xf
dxxfdxxf 0)(

2
)(

)()( 0 . 

    证法二 因为 f(x)0, 所以 0)( 
b

a
dxxf . 假如 0)( 

b

a
dxxf 不成立. 则只有 0)( 

b

a
dxxf ,  

根据结论(1), f(x)0, 矛盾. 因此 0)( 
b

a
dxxf .  

    (3)令 F(x)g(x)f(x), 则在[a, b]上 F(x)0 且 

        0)()()]()([)(  
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxfdxxgdxxfxgdxxF ,  

由结论(1), 在[a, b]上 F(x)0, 即 f(x)g(x). 

    4. 根据定积分的性质及第 7 题的结论, 说明下列积分哪一个的值较大:  

    (1) 
1

0

2dxx 还是 
1

0

3dxx ？ 

    (2) 
2

1

2dxx 还是 
2

1

3dxx ？ 

    (3) 
2

1
ln xdx还是 

2

1

2)(ln dxx ？ 



    (4) 
1

0
xdx 还是  

1

0
)1ln( dxx ？ 

    (5) 
1

0
dxe x 还是  

1

0
)1( dxx ？ 

    解 (1)因为当 0x1 时, x2x3, 所以  
1

0

31

0

2 dxxdxx .  

    又当 0x1 时, x2x3, 所以  
1

0

31

0

2 dxxdxx .  

    (2)因为当 1x2 时, x2x3, 所以  
2

1

32

1

2 dxxdxx .  

    又因为当 1x2 时, x2x3, 所以  
2

1

32

1

2 dxxdxx . 

    (3)因为当 1x2 时, 0ln x1, ln x(ln x)2, 所以  
2

1

22

1
)(lnln dxxxdx . 

    又因为当 1x2 时, 0ln x1, ln x(ln x)2, 所以  
2

1

22

1
)(lnln dxxxdx . 

    (4)因为当 0x1 时, xln(1x), 所以  
1

0

1

0
)1ln( dxxxdx .  

    又因为当 0x1 时, xln(1x), 所以  
1

0

1

0
)1ln( dxxxdx . 

    (5)设 f(x)ex1x, 则当 0x1 时 f (x)ex10, f(x)ex1x 是单调增加的. 因此当 0x1

时, f(x)f(0)0, 即 ex1x, 所以  
1

0

1

0
)1( dxxdxe x . 

    又因为当 0x1 时, ex1x, 所以  
1

0

1

0
)1( dxxdxe x .  

 



习题 52 

    1. 试求函数 
x

tdty
0

sin 当 x0 及
4
x 时的导数.  

    解 xtdt
dx
d

y
x

sinsin
0

  , 当 x0 时, ysin00;  

当
4
x 时, 

2
2

4
sin  

y .  

    2. 求由参数表示式 
t

udux
0
sin , 

t
uduy

0
cos 所给定的函数 y 对 x 的导数.  

    解 x(t)sin t , y(t)cos t , t
tx

ty

dx

dy
cos

)(

)(





 .  

    3. 求由  
xy

t tdtdte
00

0cos 所决定的隐函数 y 对 x 的导数
dx
dy

.  

    解 方程两对 x 求导得 

        0cos  xye y ,  

于是    
ye
x

dx

dy cos .   

    4. 当 x 为何值时, 函数  
x

t dttexI
0

2

)( 有极值？ 

    解 
2)( xxexI  , 令 I (x)0, 得 x0.  

    因为当 x0 时, I (x)0; 当 x0 时, I (x)0,  

所以 x0 是函数 I(x)的极小值点.  

    5. 计算下列各导数:  

    (1)  
2

0

21
x

dtt
dx
d

;  

    (2)  

3

2 41

1x

x
dt

tdx
d

;  

    (3) 
x

x
dtt

dx
d cos

sin

2 )cos( .  



    解 (1)
dx
du

dtt
du
dux

dtt
dx
d ux




  0

2
2

0

2 11
2 令

 

       42 1221 xxxu  .  

    (2)  







3

2

3

2 0 4

0

44 1

1

1

1

1

1 x

x

x

x
dt

tdx
d

dt
tdx

d
dt

tdx
d

 

         





32

0 40 4 1

1

1

1 xx
dt

tdx
d

dt
tdx

d
 

        )(
)(1

1
)(

)(1

1 3

43

2

42






 x

x
x

x
 

        
12

2

8 1

3

1

2

x

x

x

x





 .  

    (3)  
xxx

x
dtt

dx
d

dtt
dx
d

dtt
dx
d cos

0

2
sin

0

2
cos

sin

2 )cos()cos()cos(   

       ))(coscoscos())(sinsincos( 22  xxxx   

       )coscos(sin)sincos(cos 22 xxxx    

       )sincos(sin)sincos(cos 22 xxxx    

       )sincos(sin)sincos(cos 22 xxxx    

       )sincos()cos(sin 2 xxx   

 

    6. 计算下列各定积分: 

    (1)  
a

dxxx
0

2 )13( ;  

    解 aaaxxxdxxx a
a

 23
0

23

0

2

2
1

|)
2
1

()13( .  



    (2)  
2

1 4
2 )

1
( dx

x
x ;  

    解 
8
5

2)11(
3
1

)22(
3
1

|)
3
1

3
1

()
1

( 33332
1

33
2

1 4
2   xxdx

x
x .  

    (3)  
9

4
)1( dxxx ;  

    解 9
4

22
39

4
2
19

4
|)

2
1

3
2

()()1( xxdxxxdxxx    

        
6
1

45)4
2
1

4
3
2

()9
2
1

9
3
2

( 22
3

22
3

 .  

    (4)  

3

3
1 21 x

dx
;  

    解 
6633

1
arctan3arctanarctan

1

3

3
1

3

3
1 2

 
 x

x
dx

.  

    (5)  
2
1

2
1 21 x

dx
;  

    解 
3

)
6

(
6

)
2
1

arcsin(
2
1

arcsinarcsin
1

2
1

2
1

2
1

2
1 2

 
  x

x

dx
.  

    (6)  

a

xa
dx3

0 22
;  

    解 
aaaa

x
axa

dx aa

3
0arctan

1
3arctan

1
arctan

1 3

0

3

0 22


 .  

    (7)  

1

0 24 x

dx
;  

    解 
6

0arcsin
2
1

arcsin
2

arcsin
4

1

0

1

0 2




x

x

dx
.  



    (8) dx
x

xx
 

0

1 2

24

1
133

;  

    解 0
1

3
0

1 2
2

0

1 2

24

|)arctan()
1

1
3(

1
133










 xxdx
x

xdx
x

xx
 

        
4

1)1arctan()1( 3  .  

    (9) 


 

2

11e x
dx

;  

    解 1ln1ln||1|ln
1

2
1

2

1








 ex
x

dx
e

e
.  

    (10)  4

0

2tan


d ;  

    解 
4

1
44

tan)(tan)1(sectan 4
0

4

0

24

0

2 


  dd .  

    (11) dxx
2

0
|sin| ;  

    解  




 2

0

2

0
sinsin|sin| xdxxdxdxx 

        




 2

0
coscos xx  cos cos0cos2cos4.   

    (12) 
2

0
)( dxxf , 其中












1    
2
1

1     1
)( 2 xx

xx
xf .  

    解 
3
8

|)
6
1

(|)
2
1

(
2
1

)1()( 2
1

31
0

2
2

1

2
1

0

2

0
  xxxdxxdxxdxxf .  

    7. 设 k 为正整数. 试证下列各题:  

    (1)  



0coskxdx ;  

    (2)  



0sin kxdx ;  

    (3)  



kxdx2cos ;  



    (4)  



kxdx2sin .  

    证明 (1)   




  000)(sin

1
sin

1
|sin

1
cos k

k
k

k
kx

k
kxdx .  

    (2) )(cos
1

cos
1

cos
1

sin 








 k
k

k
k

xk
k

kxdx  

          0cos
1

cos
1   k

k
k

k
  

    (3) 









   22

|)2sin
2
1

(
2
1

)2cos1(
2
1

cos2 kx
k

xdxkxkxdx .  

    (4) 









   22

|)2sin
2
1

(
2
1

)2cos1(
2
1

sin 2 kx
k

xdxkxkxdx .  

    8. 设 k 及 l 为正整数, 且 kl . 试证下列各题:  

    (1)  



0sincos lxdxkx ;  

    (2)  



0coscos lxdxkx ;  

    (3)  



0sinsin lxdxkx .  

    证明 (1)  









dxxlkxlklxdxkx ])sin()[sin(

2
1

sincos  

        0])cos(
)(2

1
[])cos(

)(2
1

[ 





 




 xlk

lk
xlk

lk
.  

    (2)  









dxxlkxlklxdxkx ])cos()[cos(

2
1

coscos  

        0])sin(
)(2

1
[])sin(

)(2
1

[ 





 




 xlk

lk
xlk

lk
.  

    (3)  









dxxlkxlklxdxkx ])cos()[cos(

2
1

sinsin .  

        0])sin(
)(2

1
[])sin(

)(2
1

[ 





 




 xlk

lk
xlk

lk
.  

    9. 求下列极限: 



    (1)
x

dtt
x

x




0

2

0

cos
lim ;  

    (2)




 x
t

x
t

x dtte

dte

0

2

2

0

0 2

2

)(
lim .  

    解 (1) 1
1

cos
lim

cos
lim

2

0

0

2

0




 x
x

dtt

x

x

x
.  

    (2) 2

22

2

2

2

00

0

0

2

2

0

0

)(2
lim

)(
lim

x

x
t

x
t

xx
t

x
t

x xe

dtedte

dtte

dte 
 





 

        2

2

2

22

0

02

0

0

2
lim

2
lim

x

x
t

xx

x
x

t

x xe

dte

xe

edte 





  

        2
21
2

lim
2

2
lim

2020
22

2








 xexe

e
xxx

x

x
.  

    10. 设







]2 ,1[      
]1 ,0[    

)(
2

xx
xx

xf . 求 
x

dttfx
0

)()( 在[0, 2]上的表达式, 并讨论(x)在(0, 

2)内的连续性.  

    解 当 0x1 时, 3

0

2

0 3
1

)()( xdttdttfx
xx

  ;  

    当 1x2 时, 
6
1

2
1

2
1

2
1

3
1

)()( 22

1

1

0

2

0
  xxtdtdttdttfx

xx
 .  

因此    












21    
6
1

2
1

10          
3
1

)(
2

3

xx

xx
x .  

    因为
3
1

)1(  , 
3
1

3
1

lim)(lim 3

0101



xx

xx
 ,  

    
3
1

6
1

2
1

)
6
1

2
1

(lim)(lim 2

0101



xx

xx
 ,  

所以(x)在 x1 处连续, 从而在(0, 2)内连续.  



    11. 设















xx

xx
xf

或0            0

0    sin
2
1

)( . 求 
x

dttfx
0

)()( 在(, )内的表达式.  

    解 当 x0 时,  

        00)()(
00

 
xx

dtdttfx ;  

    当 0x时,  

        
2
1

cos
2
1

|cos
2
1

sin
2
1

)()( 0
00

  xttdtdttfx x
xx

 ;  

    当 x时,  

        



 0

00
|cos

2
1

0sin
2
1

)()( tdttdtdttfx
xx

   

        10cos
2
1

cos
2
1   .  

因此    




















x

xx

x

x

            1

0    )cos1(
2
1

0            0

)( .  

    12. 设 f(x)在[a, b]上连续, 在(a, b)内可导且 f (x)0,  

        


x

a
dttf

ax
xF )(

1
)( .   

证明在(a, b)内有 F (x)0.  

    证明 根据积分中值定理, 存在[a, x], 使 ))(()( axfdttf
x

a
  . 于是有 

       )(
1

)(
)(

1
)(

2
xf

ax
dttf

ax
xF

x

a 



   

        ))((
)(

1
)(

1
2

axf
ax

xf
ax







  )]()([
1 fxf

ax



 .  

    由 f (x)0 可知 f(x)在[a, b]上是单调减少的, 而 ax, 所以 f(x)f()0. 又在(a, b)内, 

xa0, 所以在(a, b)内  

        0)]()([
1

)( 


 fxf
ax

xF .  

 



习题 52 

    1. 试求函数 
x

tdty
0

sin 当 x0 及
4


x 时的导数.  

    解 xtdt
dx

d
y

x
sinsin

0
  , 当 x0 时, ysin00; 当

4


x 时, 

2

2

4
sin 


y .  

    2. 求由参数表示式 
t

udux
0
sin , 

t
uduy

0
cos 所给定的函数 y 对 x 的导数.  

    解 x(t)sin t , y(t)cos t , t
tx

ty

dx

dy
cos

)(

)(





 .  

    3. 求由  
xy t tdtdte

00
0cos 所决定的隐函数 y 对 x 的导数

dx

dy
.  

    解 方程两对 x 求导得 

        e y y cos x 0,  

于是    
ye

x

dx

dy cos
 .   

    4. 当 x 为何值时, 函数  
x t dttexI

0

2

)( 有极值？ 

    解 
2

)( xxexI  , 令 I (x)0, 得 x0. 因为当 x0 时, I (x)0; 当 x0 时, I (x)0, 所以 x0

是函数 I(x)的极小值点.  

    5. 计算下列各导数:  

    (1)  
2

0

21
x

dtt
dx

d
;  

    (2) 


3

2
41

1x

x
dt

tdx

d
;  

    (3) 
x

x
dtt

dx

d cos

sin

2 )cos( .  

    解 (1) 42

0

2
2

0

2 122111
2

xxxu
dx

du
dtt

du

dux
dtt

dx

d ux



 

令
.  

    (2) 








3

2

3

2 0 4

0

44 1

1

1

1

1

1 x

x

x

x
dt

tdx

d
dt

tdx

d
dt

tdx

d
 

        






32

0 40 4 1

1

1

1 xx
dt

tdx

d
dt

tdx

d
 

        )(
)(1

1
)(

)(1

1 3

43

2

42






 x

x
x

x
 



        
12

2

8 1

3

1

2

x

x

x

x





 .  

    (3)  
xxx

x
dtt

dx

d
dtt

dx

d
dtt

dx

d cos

0

2sin

0

2cos

sin

2 )cos()cos()cos(   

        cos(sin 2x)(sin x) cos(cos 2x)( cos x) 
        cos xcos(sin 2x)sin xcos(cos 2x) 

        cos xcos(sin2x) sin xcos(sin2x) 

        cos xcos(sin2x) sin xcos(sin2x) 

        (sin xcos x)cos(sin2x) 
 

    6. 计算下列各定积分: 

    (1)  
a

dxxx
0

2 )13( ;  

    解 aaaxxxdxxx aa
 23

0
23

0

2

2

1
|)

2

1
()13( .  

    (2)  
2

1 4
2 )

1
( dx

x
x ;  

    解 
8

5
2)11(

3

1
)22(

3

1
|)

3

1

3

1
()

1
( 33332

1
332

1 4
2   xxdx

x
x .  

    (3)  
9

4
)1( dxxx ;  

    解 
6

1
45)4

2

1
4

3

2
()9

2

1
9

3

2
(|)

2

1

3

2
()()1( 22

3
22

3
9
4

22
3

9

4
2
19

4
  xxdxxxdxxx .  

    (4)  

3

3
1 21 x

dx
;  

    解 
6633

1
arctan3arctanarctan

1

3

3
1

3

3
1 2




 x
x

dx
.  

    (5)  
2
1

2
1 21 x

dx
;  

    解 
3

)
6

(
6

)
2

1
arcsin(

2

1
arcsinarcsin

1

2
1

2
1

2
1

2
1 2




  x
x

dx
.  

    (6)  

a

xa

dx3

0 22
;  



    解 
aaaa

x

axa

dx aa

3
0arctan

1
3arctan

1
arctan

1 3

0

3

0 22




 .  

    (7) 


1

0 24 x

dx
;  

    解 
6

0arcsin
2

1
arcsin

2
arcsin

4

1

0

1

0 2







x

x

dx
.  

    (8) dx
x

xx
 

0

1 2

24

1

133
;  

    解 
4

1)1arctan()1(|)arctan()
1

1
3(

1

133 30
1

30

1 2
20

1 2

24 








  xxdx
x

xdx
x

xx
.  

    (9) 


 
2

11e x

dx
;  

    解 1ln1ln||1|ln
1

2
1

2

1








 ex
x

dx
ee

.  

    (10)  4
0

2tan


d ;  

    解 
4

1
44

tan)(tan)1(sectan 4
0

4
0

24
0

2 


 dd .  

    (11) dxx
2

0
|sin| ;  

    解  




 2

0

2

0
sinsin|sin| xdxxdxdxx cos x| 0 cos x| 


2 cos cos0cos2cos4.   

    (12) 
2

0
)( dxxf , 其中












1    
2
1

1     1
)( 2 xx

xx
xf .  

    解 
3

8
|)

6

1
(|)

2

1
(

2

1
)1()( 2

1
31

0
22

1

21

0

2

0
  xxxdxxdxxdxxf .  

    7. 设 k 为正整数. 试证下列各题:  

    (1)  



0coskxdx ;  

    (2)  



0sinkxdx ;  

    (3)  



kxdx2cos ;  

    (4)  



kxdx2sin .  



    证明 (1)   




  000)(sin

1
sin

1
|sin

1
cos k

k
k

k
kx

k
kxdx .  

    (2)   




  0cos

1
cos

1
)(cos

1
cos

1
|cos

1
sin k

k
k

k
k

k
k

k
kx

k
kxdx .  

    (3) 









   22

|)2sin
2

1
(

2

1
)2cos1(

2

1
cos 2 kx

k
xdxkxkxdx .  

    (4) 









   22

|)2sin
2

1
(

2

1
)2cos1(

2

1
sin 2 kx

k
xdxkxkxdx .  

    8. 设 k 及 l 为正整数, 且 kl . 试证下列各题:  

    (1)  



0sincos lxdxkx ;  

    (2)  



0coscos lxdxkx ;  

    (3)  



0sinsin lxdxkx .  

    证明 (1)  









dxxlkxlklxdxkx ])sin()[sin(

2

1
sincos  

        0])cos(
)(2

1
[])cos(

)(2

1
[ 





 





 xlk

lk
xlk

lk
.  

    (2)  









dxxlkxlklxdxkx ])cos()[cos(

2

1
coscos  

        0])sin(
)(2

1
[])sin(

)(2

1
[ 





 





 xlk

lk
xlk

lk
.  

    (3)  









dxxlkxlklxdxkx ])cos()[cos(

2

1
sinsin .  

        0])sin(
)(2

1
[])sin(

)(2

1
[ 





 





 xlk

lk
xlk

lk
.  

    9. 求下列极限: 

    (1)
x

dtt
x

x




0

2

0

cos
lim ;  

    (2)



 x t

x t

x dtte

dte

0

2

2

0

0 2

2

)(
lim .  

    解 (1) 1
1

cos
lim

cos
lim

2

0

0

2

0




 x

x

dtt

x

x

x
.  



    (2)
2

2

2

22

2

22

2

2

0

02

0

02

00

0
0

2

2

0

0

2
lim

2
lim

)(2
lim

)(
lim

x

x t

xx

xx t

xx

x tx t

xx t

x t

x xe

dte

xe

edte

xe

dtedte

dtte

dte 










  

        2
21

2
lim

2

2
lim

2020
22

2








 xexe

e
xxx

x

x
.  

    10. 设








]2 ,1[      

]1 ,0[    
)(

2

xx

xx
xf . 求 

x
dttfx

0
)()( 在[0, 2]上的表达式, 并讨论(x)在(0, 2)内的

连续性.  

    解 当 0x1 时, 3

0

2

0 3

1
)()( xdttdttfx

xx
  ;  

    当 1x2 时, 
6

1

2

1

2

1

2

1

3

1
)()( 22

1

1

0

2

0
  xxtdtdttdttfx

xx
 .  

因此    













21    
6
1

2
1

10          
3
1

)(
2

3

xx

xx
x .  

    因为
3

1
)1(  , 

3

1

3

1
lim)(lim 3

0101



xx

xx
 , 

3

1

6

1

2

1
)

6

1

2

1
(lim)(lim 2

0101



xx

xx
 ,  

所以(x)在 x1 处连续, 从而在(0, 2)内连续.  

    11. 设















xx

xx
xf

或0            0

0    sin
2
1

)( . 求 
x

dttfx
0

)()( 在(, )内的表达式.  

    解 当 x0 时, 00)()(
00

 
xx

dtdttfx ;  

    当 0x时, 
2

1
cos

2

1
|cos

2

1
sin

2

1
)()( 000

  xttdtdttfx xxx
 ;  

    当 x时, 10cos
2

1
cos

2

1
|cos

2

1
0sin

2

1
)()( 000

   



tdttdtdttfx

xx
.  

因此    






















x

xx

x

x

            1

0    )cos1(
2
1

0            0

)( .  

    12. 设 f(x)在[a, b]上连续, 在(a, b)内可导且 f (x)0,  

        


x

a
dttf

ax
xF )(

1
)( .   

证明在(a, b)内有 F (x)0.  



    证明 根据积分中值定理, 存在[a, x], 使 ))(()( axfdttf
x

a
  . 于是有 

        ))((
)(

1
)(

1
)(

1
)(

)(

1
)(

22
axf

ax
xf

ax
xf

ax
dttf

ax
xF

x

a












    

        )]()([
1 fxf

ax



 .  

    由 f (x)0 可知 f(x)在[a, b]上是单调减少的, 而 ax, 所以 f(x)f()0. 又在(a, b)内, 

xa0, 所以在(a, b)内  

        0)]()([
1

)( 


 fxf
ax

xF .  

 

 



习题 53 

    1. 计算下列定积分: 

    (1)  




2

)
3

sin( dxx ; 

    解 0
2

1

2

1

3

2
cos

3

4
cos)

3
cos()

3
sin(

22


 



 xdxx .  

    (2)  

1

2 3)511( x

dx
; 

    解 
512

51
1

10

1
16

10

1
)511(

2

1

5

1

)511(
221

2

21

2 3











 x
x

dx
.  

    (3)  2
0

3cossin


 d ; 

    解 
4

1
0cos

4

1

2
cos

4

1
cos

4

1
sincoscossin 332

0

32
0

32
0

3  




dsd .  

    (4)  



0

3 )sin1( d ; 

    解  



0

2

00

2

00

3 cos)cos1(cossin)sin1( dddd  

        
3

4
)cos

3

1
(cos

0

3  


.  

    (5)  2

6

2cos


 udu ; 

    解 2

6

2

6

2

6

2

6

2 2sin
4

1

2

1
)2cos1(

2

1
cos















 uuduuudu    

        
8

3

6
)

3
sin(sin

4

1
)

62
(

2

1



.  

    (6) dxx 
2

0

22 ; 

    解 dtttdtt
tx

dxx  


 2
0

2
0

2

0

2 )2cos1(cos2cos2
sin2

2
令

 

        
2

)2sin
2

1
( 2

0


 tt .  

    (7) dyy 
2

2

228 ; 

    解  
 4

4

2

2

22

2

2 cos2cos22
sin2

4228


 xdxx
xy

dyydyy
令

 



        )2(2)2sin
2

1
(22)2cos1(22 4

4

4

4


 






 yxdxx .  

    (8) 
1

2
1 2

21
dx

x

x
; 

    解 
4

1)cot()1
sin

1
(cos

sin

cossin1 2

4

2

4
2

2

4
2

1

2
1 2

2 









 


 ttdt
t

tdt
t

ttx
dx

x

x 令
.  

    (9)  
a

dxxax
0

222 ; 

    解  


 2
0

2
4

2
0

22

0

222 2sin
4

coscossin
sin 

tdt
a

tdtatata
tax

dxxax
a 令

 

        
16

4sin
328

)4cos1(
8

4
2
0

4
2
0

4
2

0

4  a
t

a
t

a
dtt

a
  .  

    (10) 


3

1 22 1 xx

dx
; 

    解  





3

4

2
2

3

1 22
sec

sectan

1tan

1



 tdt
tt

tx

xx

dx 令
 

        
3

32
2

sin

1

sin

cos 3

4

3

4
2








 t
dt

t

t
.  

    (11)  

1

1 45 x

xdx
; 

    解 
6

1
)

3

1
5(

8

1
)5(

8

145

45

1

3

1

3

321

1





 uuduu

ux

x

xdx 令
.  

    (12) 


4

1 1 x

dx
;  

    解 )
3

2
ln1(2|)1|ln(2)

1

1
1(22

1

1

1

2

1

2

1

2

1

4

1









 uudu

u
udu

u

ux

x

dx 令
.  

    (13) 


1

4
3

11 x

dx
; 

    解 2ln21|)1|ln(2)
1

1
1(2)2(

1

11

11
2
1

0
2
1

0

0

2
1

1

4
3 








 uudu

u
duu

u

ux

x

dx 令
.  



    (14) 


a

xa

xdx2

0 223
; 

    解 )13(3)3(
3

1

2

1

3

2

0

2

0

2222

22

2

0 22






 axaxad

xaxa

xdx aaa
.  

    (15) dtte
t


1

0
2

2

; 

    解 2
11

0

1

0
2

2
21

0
2 1)

2
(

222


  ee

t
dedtte

ttt

.  

    (16) 


2

1 ln1

e

xx

dx
; 

    解 )13(2ln12ln
ln1

1

ln1

222

111








eee
xxd

xxx

dx
.  

    (17)  

0

2 2 22xx

dx
; 

 

    解 
2

)1arctan(1arctan)1arctan(
)1(1

1

22

0

2

0

2 2

0

2 2







   xdx
xxx

dx
.  

    (18) 
2

2

2coscos


 xdxx ; 

    解 
3

2
)sin

3

2
(sinsin)sin21(2coscos 2

2

32

2

22

2


 










 xxxdxxdxx .  

    (19)  2

2

3coscos


 dxxx ; 

    解  
 2

2

22

2

3 cos1coscoscos






 dxxxdxxx  

        
3

4
cos

3

2
cos

3

2
sincos)sin(cos 2

0
2
30

2

2
3

2
0

0

2


 







 xxxdxxdxxx  

    (20)  


0
2cos1 dxx .  

    解 22cos2sin22cos1
000
 


xxdxdxx .  

    2. 利用函数的奇偶性计算下列积分: 



    (1) 



xdxx sin4 ; 

    解 因为 x 4sin x 在区间[, ]上是奇函数, 所以 0sin4 



xdxx .  

    (2) 
2

2

4cos4


 d ; 

    解 





2
0

22
0

42

2

4 )
2

2cos1
(8cos42cos4



  d
x

dd  

          2
0

2
0

2 )4cos
2

1
2cos2

2

3
(2)2cos2cos21(2


 dxxdxx  

        
2

3
)4sin

4

1
2sin23( 2

0



 xx .  

    (3)  
2
1

2
1 2

2

1

)(arcsin
dx

x

x
; 

    解  





2
1

0

22
1

0 2

2
2
1

2
1 2

2

)(arcsin)(arcsin2
1

)(arcsin
2

1

)(arcsin
xdxdx

x

x
dx

x

x
 

        
324

)(arcsin
3

2 3
2
1

0

3 
 x .  

    (4)  
5

5 24

23

12

sin
dx

xx

xx
.  

    解 因为函数
12

sin
24

23

 xx

xx
是奇函数, 所以 0

12

sin5

5 24

23


 dx

xx

xx
.  

    3. 证明:  


a

a

a
dxxdxx

0

22 )(2)(  , 其中(u)为连续函数.  

    证明 因为被积函数(x2)是 x 的偶函数, 且积分区间[a, a]关于原点对称, 所以有 

         


a

a

a
dxxdxx

0

22 )(2)(  .  

    4. 设 f(x)在[b, b]上连续, 证明   


b

b

b

b
dxxfdxxf )()( .  

    证明 令 xt, 则 dxdt, 当 xb 时 tb, 当 xb 时 tb, 于是 

          




b

b

b

b

b

b
dttfdttfdxxf )()1)(()( ,  

而       


b

b

b

b
dxxfdttf )()( ,  



所以      


b

b

b

b
dxxfdxxf )()( .  

    5. 设 f(x)在[a, b]上连续., 证明   
b

a

b

a
dxxbafdxxf )()( .  

    证明 令 xabt, 则 dxd t, 当 xa 时 tb, 当 xb 时 ta, 于是 

          
b

a

b

a

a

b
dttbafdttbafdxxf )()1)(()( ,  

而       
b

a

b

a
dxxbafdttbaf )()( ,  

所以      
b

a

b

a
dxxbafdxxf )()( .  

    6. 证明:   





1 1

1 22
)0(

11x
x x

x

dx

x

dx
.  

    证明  令
t

x
1

 , 则 dt
t

dx
2

1
 , 当 xx 时

x
t

1
 , 当 x1 时 t1, 于是 

          






1 1

1 2

1
1 2

2

2 1

1
)

1
(

1
1

1

1x
x

x
dt

t
dt

t
t

x

dx
,  

而       



xx dx

x
dt

t

1

1 2

1

1 2 1

1

1

1
,  

所以      




1 1

1 22 11x
x

x

dx

x

dx
.  

 

    7. 证明:   
1

0

1

0
)1()1( dxxxdxxx mnnm .  

    证明 令 1xt , 则  
1

0

1

0

0

1

1

0
)1()1()1()1( dxxxdtttdtttdxxx mnnmnmnm ,  

即   
1

0

1

0
)1()1( dxxxdxxx mnnm .  

    8. 证明:  
 

0
2

0
sin2sin xdxxdx nn .  

    证明   



 

2
0

2
0

sinsinsin xdxxdxxdx nnn ,  

而        


2
0

2
0

2

0

2

sinsin))((sinsin


  
xdxtdtdtt

tx
xdx nnnn 令

,  

所以     
 

0
2

0
sin2sin xdxxdx nn .  

    9. 设 f(x)是以 l 为周期的连续函数, 证明 
1

)(
a

a
dxxf 的值与 a 无关.  



    证明 已知 f(xl)f(x).  

         
 ala

l

lla

l

l

a

a

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

000

01
)()()()()()()( ,  

而       
 aaala

l
dxxfdxlxfdtltf

ltx
dxxf

000
)()()()(

令
,  

所以     
 la

a
dxxfdxxf

0

1
)()( .  

因此 
1

)(
a

a
dxxf 的值与 a 无关. 

    10. 若 f(t)是连续函数且为奇函数, 证明 
x

dttf
0

)( 是偶函数; 若 f(t)是连续函数且为偶函数, 

证明 
x

dttf
0

)( 是奇函数.  

    证明 设 
x

dttfxF
0

)()( .  

    若 f(t)是连续函数且为奇函数, 则 f(t)f(t), 从而 

        )()()()1)(()()(
0000

xFdxxfdxufduuf
ut

dttfxF
xxxx




 
 令

,  

即 
x

dttfxF
0

)()( 是偶函数.  

    若 f(t)是连续函数且为偶函数, 则 f(t)f(t), 从而 

        )()()()1)(()()(
0000

xFdxxfdxufduuf
ut

dttfxF
xxxx




 
 令

,  

即 
x

dttfxF
0

)()( 是奇函数.  

     

    11. 计算下列定积分: 

    (1)  1

0
dxxe x ; 

    解 11

0

11

0

1

0

1

0

1

0
21    eeedxexexdedxxe xxxxx .  

    (2) 
e

xdxx
1

ln ; 

    解 )1(
4

1

4

1

2

11

2

1
ln

2

1
ln

2

1
ln 2

1

22

0

2

1

2

1

2

1
  exedx

x
xxxxdxxdxx

eeeee
.  

    (3)  



2

0
sin tdtt (为常数); 

    解   





















2

0

2

0

2

0

2

0
cos

1
cos

1
cos

1
sin tdtttttdtdtt  



        
2

2

022

2
sin

12





 


 t .  

    (4)  3

4
2sin



 dx
x

x
; 

    解 3

4

3

4

3

4

3

4

3

4
2

sinln
43

1

3
cotcotcot

sin






















xxdxxxxxddx
x

x
   

        
2

3
ln

2

1
)

9

3

4

1
(   .  

    (5) 
4

1

ln
dx

x

x
; 

    解  
4

1

4

1

4

1

4

1

1
2ln2ln2

ln
dx

x
xxxxxddx

x

x
 

        )12ln2(442ln8
1

22ln8
4

1

4

1
  xdx

x
.  

    (6) 
1

0
arctan xdxx ; 

    解 xd
x

xxxxdxxdxx  


1

0 2
21

0

21

0

21

0 1

1

2

1
arctan

2

1
arctan

2

1
arctan  

        
2

1

4
)

4
1(

2

1

8
)arctan(

2

1

8
)

1

1
1(

2

1

8

1

0

1

0 2



 


xxxd

x
.  

    (7)  2
0

2 cos


xdxe x ;  

    解   2
0

22
0

22
0

22
0

2 sin2sinsincos


xdxexexdexdxe xxxx  

          2
0

22
0

22
0

22
0

2 cos42cos4cos2cos2








 xdxeexdxexeexdee xxxx  

所以    )2(
5

1
cos2

0

2  


exdxe x ,  

于是     

    (8) 
2

1 2log xdxx ; 

    解  
2

1

22

12
22

1

2
2

2

1 2 2ln

1

2

1
log

2

1
log

2

1
log dx

x
xxxxdxxdxx  

        
2ln4

3
2

2

1

2ln2

1
2

2

1

2  x .  

    (9) 


0

2)sin( dxxx ; 



    解  


0

2

0

3

0

2

0

2 2sin
4

1

6

1
)2cos1(

2

1
)sin( xdxxdxxxdxxx  

        
 
00

3

000

3
3

2cos
4

1

6
22sin

4

1
2sin

4

1

6   xxdxdxxxx  

        
46

2sin
8

1

46
2cos

4

1
2cos

4

1

6

3

0

3

00

3  
  xxdxxx .  

    (10) 
e

dxx
1

)sin(ln ; 

    解法一  
 1

01
sin

ln
)sin(ln dtet

tx
dxx te 令

.  

 

因为     
1

0

1

0

1

0

1

0
cossinsinsin tdtetetdedtet tttt  

         
1

0

1

0

1

0
sincos1sincos1sin tdteteetdee ttt  

        
1

0
sin11cos1sin tdteee t ,  

所以    )11cos1sin(
2

1
sin

1

0
 eetdtet .  

因此    )11cos1sin(
2

1
)sin(ln

1
 eedxx

e
.  

    解法二  
eeee

dxxedx
x

xxxxdxx
1111

)cos(ln1sin
1

)cos(ln)sin(ln)sin(ln  

         
ee

dx
x

xxxxe
11

1
)sin(ln)cos(ln1sin  

        
e

dxxee
0

)sin(ln11cos1sin ,  

故      )11cos1sin(
2

1
)sin(ln

1
 eedxx

e
.  

    (11) dxx
e

e
1 |ln| ; 

    解  
e

e

e

e

e

e

e

e

dxdxxxxxdxxdxxdxx
1

1
11

1

11

1
11 lnlnlnln|ln|  

        )
1

1(2)1()
1

1(
1

e
e

e
e

e
 .  

    (12)  
1

0
22 )1( dxx
m

(m 为自然数); 

    解  
 2

0

11

0
22 cos

sin
)1(


tdt

tx
dxx m

m 令
.  



    根据递推公式  
 2

0

22
0

cos
1

cos


xdx
n

n
xdx nn ,  

        

























为偶数

为奇数

m
m
m

m
m

m
m

m
m
m

m
m

m
m

dxx
m

           
3
2

5
4

7
6     

3
4

1
2

1

        
22

1
4
3

6
5    

3
4

1
2

1)1(
1

0
22



.  

    (13) 


0
sin xdxxJ m

m (m 为自然数).  

    解 因为 

         
 






00

0

0
sinsin)1)((sin)(sin tdtttdtdttt

tx
xdxx mmmm 令

,  

所以      2
0

2
000

sinsin2
2

sin
2

sin



xdxxdxxdxxdxxJ mmmm

m (用第 8 题结果).  

    根据递推公式  
 2

0

22
0

sin
1

sin


xdx
n

n
xdx nn ,  

        























为奇数

为偶数

m
m
m

m
m

m
m

m
m
m

m
m

m
m

J m

           
3
2

5
4

7
6     

4
5

2
31

        
22

1
4
3

6
5    

4
5

2
31 2




.  

 



    习题 57 

    1. 判别下列各反常积分的收敛性, 如果收敛, 计算反常积分的值:  

    (1) 


1 4x

dx
;  

    解 因为  

        
3

1

3

1
)

3

1
(lim

3

1 3

1

3

1 4
 




 xx

x

dx
x

,  

所以反常积分 


1 4x

dx
收敛, 且

3

1
1 4




x

dx
.  

    (2) 


1 x

dx
;  

    解 因为 



 22lim2

11
xx

x

dx
x

, 所以反常积分 


1 x

dx
发散.  

    (3) dxe ax
 
0

(a>0);  

    解 因为 

        
aa

e
a

e
a

dxe ax

x

axax 11
)

1
(lim

1
00

 



  ,  

所以反常积分 dxe ax
 
0

收敛, 且
a

dxe ax 1
0


  .  

    (4) 
 
0

chtdte pt (p>1); 

    解 因为 

        
1

]
1

1

1

1
[

2

1
][

2

1
ch

20

)1()1(

0

)1()1(

0 








   
p

p
e

p
e

p
dteetdte tptptptppt ,  

所以反常积分 
 
0

chtdte pt 收敛, 且
1

ch
20 


 

p

p
tdte pt .  

    (5) 
 
0

sin tdte pt  (p0, 0); 

    解 





 
00

cos1sin tdetdte ptpt 


  

        








 
0200

sin1)(cos1cos1 tde
p

dtpette ptptpt 








 

        





 
0202

)(sinsin1 dtpet
p

te
p ptpt 




 



02

2

sin1 tdte
p pt 


, 

所以    
220

sin
wp

tdte pt





  .  

    (6) 


  222 xx

dx
; 



    解 





 











)

2
(

2
)1arctan(

)1(122 22
x

x

dx

xx

dx
.  

    (7) dx
x

x




1

0 21
;  

    解 这是无界函数的反常积分, x1 是被积函数的瑕点.  

        11)1(lim1
1

2

1

1

0

21

0 2





 xxdx
x

x
x

.  

    (8)  
2

0 2)1( x

dx
;  

    解 这是无界函数的反常积分, x1 是被积函数的瑕点. 因为 

         







2

1 2

1

0 2

2

0 2 )1()1()1( x

dx

x

dx

x

dx
,  

而      






 

 1
1

1
lim

1

1

)1( 1

1

0

1

0 2 xxx

dx
x

,  

所以反常积分  
2

0 2)1( x

dx
发散.  

    (9)  

2

1 1x

xdx
; 

    解 这是无界函数的反常积分, x1 是被积函数的瑕点.  

        
2

1
2
3

2

1

2

1
]12)1(

3

2
[)

1

1
1(

1






 xxdx

x
x

x

xdx
 

        
3

2
2]12)1(

3

2
[lim

3

8 2
3

1



xx

x
.  

    (10) 


e

xx

dx
1 2)(ln1

. 

    解 这是无界函数的反常积分, xe 是被积函数的瑕点.  

        
2

)arcsin(lnlim)arcsin(lnln
)(ln1

1

)(ln1
11 21 2










 xxxd
xxx

dx
ex

eee
.  

    2. 当 k为何值时, 反常积分 


0 )(ln kxx

dx
收敛? 当 k为何值时, 这反常积分发散? 又当 k 

为何值时, 这反常积分取得最小值?  

    解 当 k1 时, 





 2

1

22
)(ln

1

1
ln

)(ln

1

)(ln
k

kk
x

k
xd

xxx

dx
;  



    当 k1 时, 


 222
)ln(lnln

ln

1

)(ln
xxd

xxx

dx
k

;  

    当 k1 时, kk
kk k

x
k

xd
xxx

dx 





 1

2

1

22
)2(ln

1

1
)(ln

1

1
ln

)(ln

1

)(ln
.  

    因此当 k1 时, 反常积分 


0 )(ln kxx

dx
收敛; 当 k 1 时, 反常积分 



0 )(ln kxx

dx
发散.  

    当 k1 时, 令 k
k kxx

dx
kf 


 1

0
)2(ln

1

1

)(ln
)( , 则 

        )
2lnln

1
1(

)1(

2lnln)2(ln
2lnln)2(ln

1

1
)2(ln

)1(

1
)(

2

1
11

2












 k

kkk
kf

k
kk .  

    令 f (k)0 得唯一驻点
2lnln

1
1k .  

    因为当
2lnln

1
11 k 时 f (k)0, 当

2lnln

1
1k 时 f (k)0, 所以

2lnln

1
1k 为极小值

点, 同时也是最小值点, 即当
2lnln

1
1k 时, 这反常积分取得最小值 

    3. 利用递推公式计算反常积分 
 
0

dxexI xn
n . 

    解 因为 

        10

1

000 
      n

xnxnxnxn
n nIdxexnexdexdxexI ,  

所以    I n n(n1)(n2)2I1.  

又因为  1
000001 
     xxxxx edxexexdedxxeI ,  

所以    I n n(n1)(n2)2I1n!.  

 

 

 



总习题五 

    1. 填空:  

    (1)函数 f(x)在[a, b]上(常义)有界是 f(x)在[a, b]上可积的______条件, 而 f(x)在[a, b]上连

续是 f(x)在[a, b]上可积______的条件;  

    解 函数 f(x)在[a, b]上(常义)有界是 f(x)在[a, b]上可积的___必要___条件, 而 f(x)在[a, b]

上连续是 f(x)在[a, b]上可积___充分___的条件;  

    (2)对[a, +)上非负、连续的函数 f(x), 它的变上限积分 
x

a
dxxf )( 在[a, +)上有界是反

常积分 


a
dxxf )( 收敛的______条件;  

    解 对[a, +)上非负、连续的函数 f(x), 它的变上限积分 
x

a
dxxf )( 在[a, +)上有界是反

常积分 


a
dxxf )( 收敛的___充分___条件;  

 

    (3)绝对收敛的反常积分 


a
dxxf )( 一定______;  

    解 绝对收敛的反常积分 


a
dxxf )( 一定___收敛___;  

 

    (4)函数 f(x)在[a, b]上有定义且|f(x)|在[a, b]上可积, 此时积分 
b

a
dxxf )( ______存在.  

    解 函数 f(x)在[a, b]上有定义且|f(x)|在[a, b]上可积, 此时积分 
b

a
dxxf )( ___不一定___存

在.  

 

    2. 计算下列极限:  

    (1) 



n

in n

i

n 1

1
1

lim ;  

    解 )122(
3

2
)1(

3

2
11

1
lim

1

0

31

0
1

 


xdxx
n

i

n

n

in
. 

    (2)
1

    21
lim




p

ppp

n n

n
(p>0);  

    解 
1

1

1

11
])(    )

2
()

1
[(lim

    21
lim

1

0

11

01 





 

  p
x

p
dxx

nn

n

nnn

n ppppp

np

ppp

n
. 

    (3)
n

nn

n

!
lnlim


; 



    解 ]ln
1

)ln    2ln1(ln
1

[lim
!

lnlim nn
n

n
nn

n
n

n

n



  

        
n

nnnn
n

1
)]ln(ln    )ln2(ln)ln1[(lnlim 


 

        


1

0
ln

1
)ln    

2
ln

1
(lnlim xdx

nn

n

nnn
 

        1)ln()ln(
1

0

1

0

1

0

1

0
  xxxdxxx . 

    (4) 

x

aax
dttf

ax

x
)(lim , 其中 f(x)连续;  

    解法一 )()(lim)(lim aafxfdttf
ax

x
a

x

aax


   


 (用的是积分中值定理).  

    解法二 )(
1

)()(
lim

)(
lim)(lim aaf

xxfdttf

ax

dttfx
dttf

ax

x
x

a

ax

x

a

ax

x

aax











 
 (用的是洛必达法

则). 

    (5)
1

)(arctan
lim

2

0

2




 x

dtt
x

x
.  

    解 
4

)(arctan
1

lim

1

)(arctan
lim

1

)(arctan
lim

2
2

2

2

2

2

0

2










 


x

x

x

x

x
x

x

dtt

xx

x

x
.  

    3. 下列计算是否正确, 试说明理由:  

    (1)    






1

1

1

1

1

12
2 2

)
1

arctan(
)

1
(1

)
1

(

1


x

x

x
d

x

dx
;  

    解 计算不正确, 因为
x

1
在[1, 1]上不连续.  

    (2)因为    





1

1

1

1 22 1

1

1 tt

dtt
x

xx

dx
, 所以  



1

1 2
0

1xx

dx
.  

    解 计算不正确, 因为
t

1
在1, 1]上不连续.  

    (3) 0
1

lim
1 22





  





A

AA
dx

x

x
dx

x

x
.  

    解 不正确, 因为 



          



  










A

AA

b

baa
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
20 2

0

22 1
lim

1
lim

1
lim

1
.  

    4. 设 p>0, 证明  





1

0
1

11 px

dx

p

p
.  

    证明 p
p

p

p

pp

p
x

x

x

x

xx

x











 1
1

1
1

1

1

1
1 . 因为 

          



1

0

1

0

1

01
)1( dx

x

dx
dxx

p
p ,  

而      1
1

0
 dx , 

p

p

p

x
xdxx

p
p









 1
)

1
()1( 1

0

1
1

0
,  

所以     





1

0
1

11 px

dx

p

p
.  

    5. 设 f (x)、g (x)在区间[a, b]上均连续, 证明: 

    (1)  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()(])()([ 222 ;  

    证明 因为[f(x)g(x)]20, 所以2g 2(x)2 f(x)g(x)f 2(x)0, 从而 

        0)()()(2)( 222  
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxgxfdxxg  .  

    上式的左端可视为关于的二次三项式, 因为此二次三项式大于等于 0, 所以其判别式

小于等于 0, 即 

        
0)()(4])()([4 222  

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf ,  

亦即     
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()(])()([ 222 .  

    (2)      2
12

2
12

2
12 )()()]()([  

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf ,  

    证明  
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgxfdxxgdxxfdxxgxf )()(2)()()]()([ 222  

         2
1

2222 ])()([2)()(   
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgdxxf ,  

又   22
1

22
1

22
1

2222 ])([])([])()([2)()(   
b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgdxxfdxxgdxxf ,  

所以         2
12

2
12

2
12 )()()]()([  

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf .  

    6. 设 f (x)在区间[a, b]上连续, 且 f (x)>0. 证明   
b

a

b

a
ab

xf

dx
dxxf 2)(

)(
)( .  

    证明 已知有不等式  
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()(])()([ 222 , 在此不等式中, 取



)(

1
)(

xf
xf  , )()( xfxg  , 则有 

           
b

a

b

a

b

a
dx

xf
xfdx

xf
dxxf 222 ]

)(

1
)([]

)(

1
[])([ ,  

即        
b

a

b

a
ab

xf

dx
dxxf 2)(

)(
)( . 

    7. 计算下列积分:  

    (1)  


2
0 cos1

sin
dx

x

xx
;  

    解 2
0

2
0

2
0

2
0 2

2
0

)cos1ln()
2

(tan
cos1

)cos1(

2
cos2cos1

sin 

 







x
x

xd
x

xd
dx

x
x

dx
x

xx
 

          2
0

2
0

2
0 2

2ln
2

cosln2
2

2ln
2

tan)
2

tan(
   x

dx
xx

x .  

    (2)  4
0

)tan1ln(


dxx ;  

    解 


 4
0

4
0 cos

)
4

sin(2
ln)tan1ln(




dx
x

x
dxx  

          4
0

4
0

4
0

cosln)
4

sin(ln2ln
 

xdxdxxdx .  

    令 ,
4

ux


 则 

          4
0

4
0

4
0

4
0

coslncosln)
44

sin(ln)
4

sin(ln
 

xdxududuudxx ,  

所以    2
84

2ln2ln)tan1ln( 4
0

4
0



  dxdxx .  

    (3) 


a

xax

dx
0 22

;  

    解 令 xa sin t, 则 

         



2

00 22 cossin

cos

tt

tdt

xax

dxa
.  

    又令 ut 
2


, 则 



         



2

0
2

0 cossin

sin

cossin

cos 

uu

udu

tt

tdt
,  

所以      






a
dtdt

tt

tt

xax

dx
0

2
0

2
022 42

1

cossin

cossin

2

1  
.  

    (4)  2
0

2sin1


dxx ;  

    解   2
0

2
0

|sincos|2sin1


dxxxdxx  

          2

4

4
0

)sin(cos)sin(cos





dxxxdxxx  

        )12(2)cos(sin)cos(sin 2

4

4
0







xxxx . 

    (5)  
2

0 2cos1



x

dx
.  

    解  






2

0 2
2

0 22
2

0 2 tan2

tan

)1(seccoscos1



x

xd

xx

dx

x

dx
 

        
4

2

2

tan
arctan

2

1 2
0




x
.  

    8. 设 f(x)为连续函数, 证明   
x tx

dtduufdttxtf
0 00

])([))(( .  

    证明    
x txtx t

duuftdduuftdtduuf
0 0000 0

])([)(])([   

           
xx

dtttfduufx
00

)()(    

           
xxx

dttxtfdtttfdttfx
000

))(()()( .  

    9. 设 f(x)在区间[a, b]上连续, 且 f(x)>0,  
x

a

x

b tf

dt
dttfxF

)(
)()( , x[a, b]. 证明:  

    (1)F (x)2;  

    (2)方程 F(x)0 在区间(a, b)内有且仅有一个根.  

    证明 (1) 2
)(

1
)()( 

xf
xfxF .  

    (2)因为 f(x)0, ab, 所以 



        0
)(

)( 
a

b tf

dt
aF ,  

b

a
dttfbF 0)()( ,  

由介值定理知 F(x)0 在(a, b)内有根. 又 F(x)2, 所以在(a, b)内仅有一个根.  

    10. 设














0      
1

1

0        
1

1

)(
x

e

x
x

xf

x

 , 求  
2

0
)1( dxxf .  

    解     








2

0

0

1

1

0

1

1 1

1

1

1
)(

1
)1( dt

t
dt

e
dttf

tx
dxxf

t

令
 

        )1ln()1ln()1ln(
1

1

1

1

0

0

1

0

1

1

0
etedt

t
dt

e

e t
t

t











 



  .  

    11. 设 f(x)在区间[a, b]上连续, g(x)在区间[a, b]上连续且不变号. 证明至少存在一点 

x[a, b], 使下式成立 

        
b

a

b

a
dxxgfdxxgxf )()()()(   (积分第值定理) . 

    证明 若 g(x)0, 则结论题然成立.  

    若 g(x)0, 因为 g(x)不变号, 不妨设 g(x)>0.  

    因 f(x)在[a, b]上连续, 所以 f(x)在[a, b]上有最大值 M 和最小值 m 即 

        mf(x)M,  

因此有  mg(x)f(x)g(x)Mg(x).  

根据定积分的性质, 有 

          
b

a

b

a

b

a
dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()( ,  

或      M
dxxg

dxxgxf
m

b

a

b

a 



)(

)()(
.  

    因为 f(x)在[a, b]上连续, 根据介值定理, 至少存在一点 x(a, b), 使 

        )(
)(

)()(
f

dxxg

dxxgxf
b

a

b

a 



,  

即       
b

a

b

a
dxxgfdxxgxf )()()()(  .  

 

    *12.(1)证明: 
   




0

2

0
)1(,

2

1 22

ndxex
n

dxex xnxn  

   证明 
   
0

1

0
)(

2

1 22 xnxn edxdxex    

 



 = )](|)[(
2

1 1

00
1 22    nxxn xdeex  

)1(
2

1
0

2 2




 
  nxdex

n xn  

(2)证明 ))(1(
2

1
0

12 2

Nnnxdex xn 
   

 

 



习题 62
    1 求图 621 中各画斜线部分的面积  

    (1) 

 

    解 画斜线部分在 x 轴上的投影区间为[0 1] 所求的面积为 

        
6
1]

2
1

3
2[)( 1

0
22

31

0
 xxdxxxA . 

    (2)  

    解法一 画斜线部分在 x 轴上的投影区间为[0 1] 所求的面积为 

        1|)()( 1
0

1

0
 xx eexdxeeA   

    解法二 画斜线部分在 y 轴上的投影区间为[1 e] 所求的面积为 

        1)1(|lnln
111

  eedyyyydyA
eee

  

    (3)  



    解 画斜线部分在 x 轴上的投影区间为[3 1] 所求的面积为 

        
3

32]2)3[(
1

3
2  dxxxA   

    (4)  

 

    解 画斜线部分在 x 轴上的投影区间为[1 3] 所求的面积为 

        
3

32|)
3
13()32( 3

1
32

3

1
2   xxxdxxxA   

    2. 求由下列各曲线所围成的图形的面积  

    (1) 2

2
1 xy 与 x2y28(两部分都要计算)  

    解  

        
3
88282)

2
18(2

2

0
2

2

0
2

2

0
2

2

0
22

1   dxxdxxdxxdxxxA  

           
3
42

3
8cos16 4

0
2   


tdt   



        
3
46)22( 1

2
2   SA   

    (2)
x

y 1 与直线 yx 及 x2  

    解  

    所求的面积为 

         
2

0
2ln

2
3)1( dx

x
xA   

    (3) yex yex与直线 x1  

    解  

    所求的面积为 

          1

0
21)(

e
edxeeA xx   

    (4)y=ln x, y 轴与直线 y=ln a, y=ln b (b>a>0). 

    解  



    所求的面积为 

        abedyeA b
a

y
b

a
y  ln

ln

ln

ln
 

3 求抛物线 yx24x3 及其在点(0 3)和(3 0)处的切线所围成的图形的面积  

    解  

 

        y2 x4  

    过点(0, 3)处的切线的斜率为 4 切线方程为 y4(x3)  

    过点(3, 0)处的切线的斜率为2 切线方程为 y2x6  

    两切线的交点为 )3  ,
2
3(  所求的面积为 

        
4
9]34(62[)]34(34[2

3

0
2

3

2
3

2   dxxxxxxxA   

    4 求抛物线 y2=2px 及其在点 ),
2

( p
p

处的法线所围成的图形的面积 

    解  

    2yy2p   

    在点 ),
2

( p
p

处 1
),

2
(


p

p
y
p

y  法线的斜率 k1  

法线的方程为 )
2

(
p

xpy   即 y
p

x 
2

3   



求得法线与抛物线的两个交点为 ),
2

( p
p

和 )3,
2
9( pp    

法线与抛物线所围成的图形的面积为 

        2
3

32
3

2

3
16)

6
1

2
1

2
3
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3
( py

p
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p
dy

p
y

y
p

A p
p

p

p
    

5 求由下列各曲线所围成的图形的面积 
(1)2acos 
    解  

    所求的面积为 

         


2
0

222

2

2 cos4)cos2(
2
1 

  dadaA a2  

    (2)xacos3t, yasin3t; 

    解    

    所求的面积为 

          2
0

422
0

2

33
0

sincos34)cos()sin(44


 tdttatadtaydxA
a

 

          22
0
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0

42

8
3]sinsin[12 atdttdta 


    

 

 

 

 



 

 

 

 

 

    (3)=2a(2+cos )
    解  

    所求的面积为 

        2
2

0
22

2

0
2 18)coscos44(2)]cos2(2[

2
1 adadaA  

    

    6 求由摆线 xa(tsin t) ya(1cos t)的一拱(0t2)与横轴所围成的图形的面积  

    解  

    所求的面积为 

         
aaa

dttadttataydxA
2

0
22

2

0

2

0
)cos1()cos1()cos1(


 

          22

0
2 3)

2
cos1cos21( adttta

a
    

    7 求对数螺线ae()及射线 所围成的图形面积  

    解 



    所求的面积为 

       )(
42

1)(
2
1 22

2
222 





  


  eeadeadaeA   

8 求下列各曲线所围成图形的公共部分的面积  

(1)3cos 及1cos
    解 

     

    曲线3cos 与1cos交点的极坐标为 )
3

,
2
3( A  )

3
,

2
3( B  由对称性 所求的面积为 

        






4
5])cos3(

2
1)cos1(

2
1[2 2

3

23
0

2   ddA    

    (2)  sin2 及  2cos2    

    解 

    曲线  sin2 与  2cos2  的交点 M 的极坐标为 M )
6

,
2
2(   所求的面积为 
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6
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2   
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
ddA   

 

 

 

 



 

    9 求位于曲线 y=ex下方该曲线过原点的切线的左方以及 x 轴上方之间的图形的面积 
    解 设直线 ykx 与曲线 yex相切于 A(x0 y0)点 则有 

        











kexy
ey
kxy

x

x

0

0

)( 0

0

00

  

求得 x01 y0e ke  
    所求面积为 

        
2

1ln
2
1)ln1(

000
2

0
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e

dyyy
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    

10 求由抛物线 y24ax 与过焦点的弦所围成的图形的面积的最小值  
    解 设弦的倾角为  由图可以看出 抛物线与过焦点的弦所围成的图形的面积为 

        10 AAA   

    显然当
2
  时 A10 当

2
  时 A10  

    因此 抛物线与过焦点的弦所围成的图形的面积的最小值为 

        2

0

3

00 3
8

3
822 axadxaxA

aa
    

11 把抛物线 y24ax 及直线 xx0(x00)所围成的图形绕 x 轴旋转 计
算所得旋转体的体积  

    解 所得旋转体的体积为 

        2
00

2

00

2 224 000

xaxaaxdxdxyV
xxx

     

 

 

12 由 yx3 x2 y0 所围成的图形 分别绕 x 轴及 y 轴旋转 计算所

得两个旋转体的体积  

    解 绕 x 轴旋转所得旋转体的体积为 

        
7

128
7
1 2

0
7

2

0

6
2

0

2   xdxxdxyVx  

    绕 y 轴旋转所得旋转体的体积为 



         
8

0
3
28

0

22 3282 dyydyxVy   

       
5
64

5
332

8

0

3 5  y   

13 把星形线 3/23/23/2 ayx  所围成的图形 绕 x 轴旋转 计算所得旋转体的体积 

    解 由对称性 所求旋转体的体积为 

        dxxadxyV
aa

 
0

33
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3
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0

2 )(22   

        3

0
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3
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32)33(2 adxxxaxaa

a
     

    14 用 积 分 方 法 证 明 图 中 球 缺 的 体 积 为

)
3

(2 HRHV    

    证明   


R

HR

R

HR
dyyRdyyxV )()( 222   

          )
3

()
3
1( 232 HRHyyR

R

HR



   

 

 

    15 求下列已知曲线所围成的图形 按指定的轴旋转所产生

的旋转体的体积  

    (1) 2xy  2yx  绕 y 轴  

    解 
10
3)

5
1

2
1()(

1

0
52

1

0
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0
  yydyyydyV   

    (2)
a
xay ch  x0 xa y0 绕 x 轴  

    解  
1

0

23

0

22

0

2 ch  ch)( uduaauxdx
a
xadxxyV

aa
 令
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uuuu eueadueea    

 

       )2sh2(
4

3

 a
  

    (3) 16)5( 22  yx  绕 x 轴  

    解  


4

4
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4

4

22 )165()165( dxxdxxV   

       2
4
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2 1601640   dxx   

    (4)摆线 xa(tsin t) ya(1cos t)的一拱 y0 绕直线 y2a   

    解  



aa

dyyadxaV
2

0

2
2

0

2 )2()2(  

        



2

0

2223 )sin(])cos1([8 ttdataa  

       23
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0

2323 7sin)cos1(8  atdttaa
a

    

    16 求圆盘 222 ayx  绕 xb(b>a>0)旋转所成旋转体

的体积  

    解  


a

a

a

a
dyyabdyyabV 222222 )()(   

       22

0

22 28  badyyab
a

    

    17 设有一截锥体 其高为 h 上、下底均为椭圆 椭圆的轴

长分别为 2a、2b 和 2A、2B 求这截锥体的体积  

    解 建立坐标系如图 过 y 轴上 y 点作垂直于 y 轴的平面 则
平面与截锥体的截面为椭圆 易得其长短半轴分别为 

        y
h

aAA   y
h

bBB    

截面的面积为 )()( y
h

bBBy
h

aAA    

于是截锥体的体积为 

        



])(2[
6
1)()(

0
bAaBABabhdyy

h
bBBy

h
aAAV

h
    

    18 计算底面是半径为 R 的圆 而垂直于底面上一条固定直径的所有截面都是等边三角

形的立体体积  

    解 设过点 x 且垂直于 x 轴的截面面积为 A(x) 由已知条件知 

它是边长为 xR 2 的等边三角形的面积 其值为 

        )(3)( 22 xRxA    

所以    322

3
34)(3 RdxxRV

R

R
   

    19 证明 由平面图形 0axb 0yf(x)绕 y 轴旋转所成的旋转体的体积为 

        
b

a
dxxxfV )(2   

    证明 如图 在 x 处取一宽为 dx 的小曲边梯形 小曲边梯形绕 y 轴旋转所得的旋转体的体

积近似为 2xf(x)dx 这就是体积元素 即 

        dV2xf(x)dx  

于是平面图形绕 y 轴旋转所成的旋转体的体积为 

         
b

a

b

a
dxxxfdxxxfV )(2)(2    

    20 利用题 19 和结论 计算曲线 ysin x(0x)和 x 轴所围

成的图形绕 y 轴旋转所得旋转体的体积  

    解 

2
000

2)sincos(2cos2sin2  
  xxxxxdxdxxV   

    21 计算曲线 yln x 上相应于 83 x 的一段弧的长度  

    解  
8

3

28

3

2
8

3

2 1)1(1)(1 dx
x

xdx
x

dxxys   

令 tx  21  即 12 tx  则 

       
2
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    22 计算曲线 )3(
3

xxy  上相应于 1x3 的一段

弧的长度  

    解 xxxy
3
1  x

x
y

2
1

2
1    

        x
x

y
4
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2
1

4
12   )1(

2
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x
xy    

所求弧长为 

        
3
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3
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  xxxdx

x
xs   

    23 计算半立方抛物线 32 )1(
3
2  xy 被抛物线

3
2 xy  截得的一段弧的长度  

    解 由



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




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32

xy

xy
得两曲线的交点的坐标为 )

3
6 ,2(  )

3
6 ,2(    

所求弧长为  
2
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212 dxys   

    因为 
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所以 
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  xdxdxxs   

    24 计算抛物线 y22px 从顶点到这曲线上的一点 M(x y)的弧长  

    解  
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    25 计算星形线 tax 3cos  tay 3sin 的全长  

    解 用参数方程的弧长公式  

       dttytxs   2

0

22 )()(4


 

          2

0

2222 ]cossin3[)]sin(cos3[4


dtttatta  

        atdtt 6cossin12 2

0
 



  

    26 将绕在圆(半径为 a)上的细线放开拉直 使细线与圆周始终相切 细线端点画出的轨

迹叫做圆的渐伸线 它的方程为 

        )sin(cos tttax   )cos(sin tttay    

计算这曲线上相应于 t 从 0 变到的一段弧的长度  

    解 由参数方程弧长公式 

       

 


0

22
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22 )sin()cos()]([)]([ dttattatdttytxs
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

 atdta     

    27 在摆线 xa(tsin t) ya(1cos t)上求分摆线第一拱成 1 3 的点的坐标  

    解 设 t 从 0 变化到 t0 时摆线第一拱上对应的弧长为 s(t0) 则 

          00

0

22

0

22
0 ]sin[)]cos1([)]([)]([)(

tt
dttatadttytxts  

        )
2

cos1(4
2

sin2 0

0

0 t
adtta

t
    

    当 t02时 得第一拱弧长 s(2)8a 为求分摆线第一拱为 1 3 的点为 A(x y) 令 



        a
t

a 2)
2

cos1(4 0    

解得
3

2
0

t  因而分点的坐标为 

    横坐标 aax )
2
3

3
2()

3
2sin

3
2(  

  

    纵坐标 aay
2
3)

3
2cos1(  

  

故所求分点的坐标为 )
2
3

 ,)
2
3

3
2

(( aa
  

    28 求对数螺线  ae 相应于自0 到的一段弧长

    解 用极坐标的弧长公式  

       
 

daeeds aa 
0

22

0

22 )()()()(  

        )1(
1

1
2

0

2      aa e
a

a
dea   

    29 求曲线1 相应于自
4
3 至

3
4 的一段弧长  

    解 按极坐标公式可得所求的弧长 

          3
4

4
3

2
2

23
4

4
3

22 )
1

()
1

()()( 


 dds  

        
2
3ln

12
5113

4

4
3

2
2

 


d   

    30 求心形线a(1cos 的全长
    解 用极坐标的弧长公式  

       


daads  
0

222

0

22 )sin()cos1(2)()(2  

       ada 8
2

cos4
0

 



  

 



习题 63 

    1 由实验知道 弹簧在拉伸过程中 需要的力 F(单位 N)与伸长量 s(单位 cm)成正比 
即 Fks (k 为比例常数) 如果把弹簧由原长拉伸 6cm 计算所作的功  

    解 将弹簧一端固定于 A 另一端在自由长度时的点 O 为坐标原点 建立坐标系 功元

素为 dWksds 所求功为 

    18
2
1 6

0
2

6

0
 skksdsW k(牛厘米)  

    2 直径为20cm、高80cm的圆柱体内充满压强为10N/cm2的蒸汽 设温度保持不变 要
使蒸汽体积缩小一半 问需要作多少功？ 

    解 由玻马定律知  

         80000)8010(10 2 kPV   

    设蒸气在圆柱体内变化时底面积不变 高度减小 x 厘米时压强 为 P(x)牛/厘米 2 则 

         80000)]80)(10[()( 2  xxP  



80
800)(xP   

    功元素为 dxxPdW )()10( 2    

所求功为 

       2ln800
80

180000
80
800)10(

40

0

40

0

2 





 





  dxdxW (J)  

    3 (1)证明 把质量为 m 的物体从地球表面升高到 h 处所作的功是 

        
hR

mgRh
W


   

其中 g 是地面上的重力加速度 R 是地球的半径  

    (2)一颗人造地球卫星的质量为 173kg 在高于地面 630km 处进入轨道 问把这颗卫星

从地面送到 630 的高空处  克服地球引力要作多少功？已知 g98m/s2 地球半径

R6370km  

    证明 (1)取地球中心为坐标原点 把质量为 m 的物体升高的功元素为 

        dy
y

kMmdW
2

   

所求的功为 

        
)(2 hRR

mMhkdy
y

kMmW
hR

R 



  



    (2) 5
33

324
11 1075.9

10)6306370(106370
106301098.51731067.6 

 W (kJ)  

    4 一物体按规律 3ctx 作直线运动 媒质的阻力与速度的平方成正比 计算物体由

x0 移至 xa 时 克服媒质阻力所作的功  

    解 因为 3ctx  所以 

        23)( cxtxv   阻力 422 9 tkckvf   而 3
2

)(
c
xt   所以 

        3
4

3
2

3
4

2 9)(9)( xkc
c
xkcxf    

    功元素 dWf(x)dx 所求之功为 

        3
7

3
2

0
3
4

3
2

0
3
4

3
2

0 7
2799)]([ akcdxxkcdxxkcdxxfW

aaa
    

    5 用铁锤将一铁钉击入木板 设木板对铁钉的阻力与铁钉击入木板的深度成正比 在
击第一次时 将铁钉击入木板 1cm 如果铁锤每次打击铁钉所做的功相等 问锤击第二次

时 铁钉又击入多少？ 

    解 设锤击第二次时铁钉又击入 hcm 因木板对铁钉的阻力 f 与铁钉击入木板的深度

x(cm)成正比 即 fkx 功元素 dWf dxkxdx  

击第一次作功为 

        kkxdxW
2
11

01    

击第二次作功为 

        )2(
2
1 2

1

12 hhkkxdxW
h




  

    因为 21 WW   所以有 

        )2(
2
1

2
1 2 hhkk    

解得 12 h (cm)  

    6 设一锥形贮水池 深 15m 口径 20m 盛满水 今以唧筒将水吸尽 问要作多少功？ 



    解 在水深 x 处 水平截面半径为 xr
3
210  功元素为 

        dxxxdxrxdW 22 )
3
210(     

所求功为 

         
15

0

2)
3
210( dxxxW   

         
15

0

32 )
9
440100( dxxxx  

          1875(吨米)57785.7(kJ)  

    7 有一闸门 它的形状和尺寸如图 水面超过门顶 2m 求闸门上所受的水压力  

    解 建立 x 轴 方向向下 原点在水面  

    水压力元素为 

        xdxdxxdP 221    

闸门上所受的水压力为 

        212
5

2
2

5

2
  xxdxP (吨)=205 8(kN)  

    8 洒水车上的水箱是一个横放的椭圆柱体 尺寸如图所示 当
水箱装满水时 计算水箱的一个端面所受的压力  

 

 

    解 建立坐标系如图 则椭圆的方程为 

        1
1)

4
3(

)
4
3(

2

2

2

2


 yx

  

    压力元素为 

        dxxxdxxyxdP 22 )
4
3()

4
3(

3
8)(21    

所求压力为 

         
 2

2

2
3

0

22 cos
4
3cos

4
3)sin1(

4
3

3
8)

4
3()

4
3(

3
8



 tdxttdxxxP  



          


16
9cos

4
9 2

0

2   tdx (吨)17.3(kN)  

(提示 积分中所作的变换为 tx sin
4
3

4
3  ) 

    9 有一等腰梯形闸门 它的两条底边各长10m和6m 高为20m 较长的底边与水面相

齐 计算闸门的一侧所受的水压力  

    解 建立坐标系如图 直线 AB 的方程为 

        xy
10
15   

    压力元素为 

        dxxxdxxyxdP )
5
110()(21    

所求压力为 

        1467)
5
110(

20

0
  dxxxP (吨)14388(千牛)  

    10 一底为 8cm、高为 6cm 的等腰三角形片 铅直地沉没在水中 顶在上 底在下且与

水面平行 而顶离水面 3cm 试求它每面所受的压力  

    解 建立坐标系如图  

    腰 AC 的方程为 xy
3
2  压力元素为 

        dxxxdxxxdP )3(
3
4

3
22)3(    

所求压力为 

        

168)
2
3

3
1(

3
4)3(

3
4 6

0
23

6

0
 xxdxxxP (克)(牛) 

    11 设有一长度为 l、线密度为  的均匀细直棒 在与棒的一端垂直距离为 a 单位处有

一质量为 m 的质点 M 试求这细棒对质点 M 的引力  

   解 建立坐标系如图 在细直棒上取一小段 dy 引力元素

为 



        dy
ya

Gm
ya

dymGdF
2222 




 
  

dF 在 x 轴方向和 y 轴方向上的分力分别为 

        dF
r
adFx   dF

r
ydFy   

    
220 22220 22 )(

1)(
laa
lGmdy

yaya
aGmdy
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Gm

r
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x 






  

  

    )11(
)(
1

220 22220 22 laa
Gmdy

yaya
Gmdy
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r
yF

ll

y 






  

  

    12 设有一半径为 R、中心角为 的圆弧形细棒 其线密度为常数 在圆心处有一

质量为 m 的质点 F 试求这细棒对质点 M 的引力  

    解 根据对称性 Fy0  

     cos
2


R

dsmGdFx  

        d
R

Gm
R

RdGm coscos)(
2

   

    

 d
R

GmFx  2

2

cos  

      
2

sin2cos2 2

0

 

R
Gmd

R
Gm     

    引力的大小为
2

sin2 
R

Gm
 方向自 M 点起指向圆弧中点  

 

 



总 习 题 六 

    1 一金属棒长 3m 离棒左端 xm 处的线密度为
1

1)(



x

x  

(kg/m) 问 x 为何值时 [0 x]一段的质量为全棒质量的一半? 

    解 x 应满足  



3

00 1
1

2
1

1
1 dt

t
dt

t

x
  

    因为 212]12[
1

1
00


 xtdt

t
x

x
 1]12[

2
1

1
1

2
1 3

0

3

0


 tdt
t

  

所以    1212 x   

        
4
5x (m)  

    2 求由曲线 asin  a(cossin)(a>0)所围图形公共部分的面积  

    解   4
3

2

222 )sin(cos
2
1)

2
(

2
1 

  daaS  

        24
3

2

22

4
1)2sin1(

28
adaa    

   

    3 设抛物线 cbxaxy  2 通过点 (0 0) 且当

x[0 1]时  y0 试确定 a、b、c 的值  使得抛物线

cbxaxy  2 与直线 x1 y0 所围图形的面积为
9
4
  

且使该图形绕 x 轴旋转而成的旋转体的体积最小  

    解 因为抛物线 cbxaxy  2 通过点(0 0) 所以 c0 从而 

        bxaxy  2   

    抛物线 bxaxy  2 与直线 x1 y0 所围图形的面积为 



        
23

)(
1

0

2 badxbxaxS    

令
9
4

23
 ba

 得
9
68 ab    

    该图形绕 x 轴旋转而成的旋转体的体积为 

        )
235

()(
221

0

22 abbadxbxaxV     

        )]
9
68(

2
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9
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3
1

5
[ 2

2 aaaa    

    令 0)]128(
18
1

81
86

3
12

5
[  aaa

d
dV   得

3
5a  于是 b2  

    4 求由曲线 2
3

xy 与直线 x4 x 轴所围图形绕 y 轴旋转而成的旋转体的体积  

    解 所求旋转体的体积为 

        
7

512
7
222

4

0
2
74

0
2
3

  xdxxxV   

    5 求圆盘 1)2( 22  yx 绕 y 轴旋转而成的旋转体的体积  

    解  )2(122
3

1

2  dxxxV   

        

22

2

2 4cos)sin2(4 sin2 


   tdtttx令   

    6 抛物线 2

2
1 xy  被圆 322  yx 所需截下的有限

部分的弧长  

    解 由









2

22

2
1

3

xy

yx
解得抛物线与圆的两个交点为 )1 ,2(  )1 ,2(  于是所求的



弧长为 

        
2

0
22

2

0

2 ])1ln(
2
11

2
[212 xxxxdxxs    

        )32ln(6    

    7 半径为 r 的球沉入水中 球的上部与水面相切 
球的比重与水相同 现将球从水中取出 需作多少功? 

    解 建立坐标系如图 将球从水中取出时 球的各点

上升的高度均为 2r 在 x 处取一厚度为 dx 的薄片 在将

球从水中取出的过程中 薄片在水下上升的高度为 rx 
在水上上升的高度为 rx 在水下对薄片所做的功为零 
在水上对薄片所做的功为 

        dxxrxrgdW ))(( 22     

对球所做的功为 

        grxdxrxrgW
r

r

222

3
4))((      

    8 边长为 a 和 b 的矩形薄板 与液面成角斜沉于液体内 
长边平行于液面而位于深 h 处 设 a>b 液体的比重为 试求

薄板每面所受的压力  

    解 在水面上建立 x 轴 使长边与 x 轴在同一垂面上 长边的上端点与原点对应 长边

在 x 轴上的投影区间为[0 bcos] 在 x 处 x 轴到薄板的距离为 hxtan 压力元素为 

        dxxhgadxaxhgdP )tan(
coscos

)tan( 





    

薄板各面所受到的压力为 



        )sin2(
2
1)tan(

cos
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0
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
 

bhgabdxxhgaP
b

    

    9 设星形线 tax 3cos  tay 3sin 上每一点处的线密度的大小等于该点到原点

距离的立方 在原点 O 处有一单位质点 求星形线在第一象限的弧段对这质点的引力  

    解 取弧微分 ds 为质点 则其质量为 

       dsyxdsyx 322322 )()(    

其中 tdttadttatads cossin3])sin[(])cos[( 2323    

    设所求的引力在 x 轴、y 轴上的投影分别为 Fx、Fy 则有 

        





 2

0 2222

322

)(
)(1

ds
yx

x
yx
yx

GFx
22

0

42

5
3sincos3 GatdttGa  



 

        





 2

0 2222

322

)(
)(1

ds
yx

y
yx
yx

GFx
22

0

42

5
3sincos3 GatdttGa  



 

所以 )
5
3 ,

5
3( 22 GaGaF   

 



习题 7-1 

    1 设 uab2c va3bc 试用 a、b、c 表示 2u3v   

    解 2u3v 2(ab2c)3(a3bc)2a2b4c3a9b3c5a11b7c   

    2 如果平面上一个四边形的对角线互相平分 试用向量证明这是平行四边形  

    证明  
  

OAOBAB   
  

ODOCDC    

而
 

OAOC   
 

OBOD    

所以
     

ABOAOBOBOADC    

这说明四边形 ABCD 的对边 ABCD 且 AB//CD  

从而四边形 ABCD 是平行四边形  

    3 把ABC 的 BC 边五等分 设分点依次为 D1、D2、D3、D4 再把各分点与点 A 连接 

试以


cAB 、


aBC 表示向量


AD1 、


AD2 、


AD3 、


AD4   

    解  
  

ac
5
1

11  BDBAAD   

        
  

ac
5
2

22  BDBAAD   

        
  

ac
5
3

33  BDBAAD   

        
  

ac
5
4

44  BDBAAD   

    4 已知两点 M1(0 1 2)和 M2(1 1 0) 试用坐标表示式表示向量


21MM 及


212 MM   

    解 


)2 ,2 ,1()2 ,1 ,0()0 ,1 ,1(21 MM  


)4 ,4 ,2()2 ,2 ,1(22 21  MM   

    5 求平行于向量 a(6 7 6)的单位向量  

    解 11)6(76|| 222 a   

    平行于向量 a(6 7 6)的单位向量为 )
11
6 ,

11
7 ,

11
6(

||
1 a
a

或 )
11
6 ,

11
7 ,

11
6(

||
1  a
a

  

    6 在空间直角坐标系中 指出下列各点在哪个卦限？ 

        A(1 2 3) B(2 3 4) C(2 3 4) D(2 3 1)  

    解 A 在第四卦限 B 在第五卦限 C 在第八卦限 D 在第三卦限  



    7 在坐标面上和坐标轴上的点的坐标各有什么特征？指出下列各点的位置  

        A(3 4 0) B(0 4 3) C(3 0 0) D(0 1 0)  

    解 在 xOy 面上 的点的坐标为(x y 0) 在 yOz 面上 的点的坐标为(0 y z) 在 zOx 面

上 的点的坐标为(x 0 z)  

    在 x 轴上 的点的坐标为(x 0 0) 在 y 轴上 的点的坐标为(0 y 0) 在 z 轴上 的点的

坐标为(0 0 z)  

    A 在 xOy 面上 B 在 yOz 面上 C 在 x 轴上 D 在 y 轴上  

    8 求点(a b c)关于(1)各坐标面 (2)各坐标轴 (3)坐标原点的对称点的坐标  

    解 (1)点(a b c)关于 xOy 面的对称点为(a b c) 点(a b c)关于 yOz 面的对称点为(a 
b c) 点(a b c)关于 zOx 面的对称点为(a b c)  

    (2)点(a b c)关于 x 轴的对称点为(a b c) 点(a b c)关于 y 轴的对称点为(a b c) 
点(a b c)关于 z 轴的对称点为(a b c)  

    (3)点(a b c)关于坐标原点的对称点为(a b c)  

    9 自点 P0(x0 y0 z0)分别作各坐标面和各坐标轴的垂线 写出各垂足的坐标  

    解 在 xOy 面、yOz 面和 zOx 面上 垂足的坐标分别为(x0 y0 0)、(0 y0 z0)和(x0 0 z0)  

    在 x 轴、y 轴和 z 轴上 垂足的坐标分别为(x0 0 0) (0 y0 0)和(0 0 z0)  

    10 过点 P0(x0 y0 z0)分别作平行于 z 轴的直线和平行于 xOy 面的平面 问在它们上面

的点的坐标各有什么特点？ 

    解 在所作的平行于 z 轴的直线上 点的坐标为(x0 y0 z) 在所作的平行于 xOy 面的平

面上 点的坐标为(x y z0)  

    11 一边长为 a 的立方体放置在 xOy 面上 其底面的中心在坐标原点 底面的顶点在 x

轴和 y 轴上 求它各顶点的坐标  

    解 因为底面的对角线的长为 a2  所以立方体各顶点的坐标分别为 

        )0 ,0 ,
2
2( a  )0 ,0 ,

2
2( a  )0 ,

2
2 ,0( a  )0 ,

2
2 ,0( a   

        ) ,0 ,
2
2( aa  ) ,0 ,

2
2( aa  ) ,

2
2 ,0( aa  ) ,

2
2 ,0( aa   

    12 求点 M(4 3 5)到各坐标轴的距离  

    解 点 M 到 x 轴的距离就是点(4 3 5)与点(4 0 0)之间的距离 即 

        345)3( 22 xd   

    点 M 到 y 轴的距离就是点(4 3 5)与点(0 3 0)之间的距离 即 

        4154 22 yd   

    点 M 到 z 轴的距离就是点(4 3 5)与点(0 0 5)之间的距离 即 

        5)3(4 22 zd   



    13 在 yOz 面上 求与三点 A(3 1 2)、B(4 2 2)和 C(0 5 1)等距离的点  

    解 设所求的点为 P(0 y z)与 A、B、C 等距离 则 

        


2222 )2()1(3||  zyPA   

        


2222 )2()2(4||  zyPB   

        


222 )1()5(||  zyPC   

    由题意 有 

        
  

222 |||||| PCPBPA    

即      







22222

22222

)1()5()2()2(4
)1()5()2()1(3

zyzy
zyzy

 

解之得 y1 z2 故所求点为(0 1 2)  

    14 试证明以三点 A(4 1 9)、B(10 1 6)、C(2 4 3)为顶点的三角形是等腰三角直角

三角形  

    解 因为 

        


7)96()11()410(|| 222 AB   

        


7)93()14()42(|| 222 AC   

        


27)63()14()102(|| 222 BC   

所以
  

222 |||||| ACABBC   
 

|||| ACAB    

    因此ABC 是等腰直角三角形  

    15 设已知两点 1) ,2 ,4(1M 和 M2(3 0 2) 计算向量


21MM 的模、方向余弦和方向角  

    解  


)1 ,2 ,1()12 ,20 ,43(21 MM   

        


21)2()1(|| 222
21 MM   

        
2
1cos   

2
2cos   

2
1cos    

        
3

2   
4
3    

3
    

    16 设向量的方向余弦分别满足(1)cos0 (2)cos1 (3)coscos0 问这些向量与



坐标轴或坐标面的关系如何？ 

    解 (1)当 cos0 时 向量垂直于 x 轴 或者说是平行于 yOz 面  

    (2)当 cos1 时 向量的方向与 y 轴的正向一致 垂直于 zOx 面  

    (3)当 coscos0 时 向量垂直于 x 轴和 y 轴 平行于 z 轴 垂直于 xOy 面  

    17 设向量 r 的模是 4 它与轴 u 的夹角是 60 求 r 在轴 u 上的投影  

    解  2
2
14

3
cos||jPr  rru   

    18 一向量的终点在点 B(2 1 7) 它在 x 轴、y 轴和 z 轴上的投影依次为 4 4 7 求
这向量的起点 A 的坐标  

    解 设点 A 的坐标为(x y z) 由已知得 

        











77
41

42

z
y

x
  

解得 x2 y3 z0 点 A 的坐标为 A(2 3 0)  

    19 设 m3i5j8k n2i4j7k 和 p5ij4k 求向量 a4m3np 在 x 轴上的投影及在

y 轴上的分向量  

    解 因为 a4m3np4(3i5j8k)3(2i4j7k)(5ij4k )13i7j15k  

所以 a4m3np 在 x 轴上的投影为 13 在 y 轴上的分向量 7j   

 



习题 72 

    1 设 a3ij2k bi2jk 求(1)ab 及 ab (2)(2a)3b 及 a2b (3)a、b 夹角的余弦  

解 (1)ab31(1)2(2)(1)3  

     kji
kji

ba 75
 121
 213 


  

 (2)(2a)3b 6ab  6318  

  a2b2(ab)2(5ij7k)10i2j14k   

    (3)
212

3
614

3
||||
||

) ,cos( ^ 
ba
ba

ba   

    2 设 a、b、c 为单位向量 且满足 abc0 求 abbcca   

    解 因为 abc0 所以(abc)(abc)0  

即     aabbcc2ab2ac2ca0  

于是   
2
3)111(

2
1)(

2
1  ccbbaaaccbba   

    3 已知 M1(1 1 2)、M2(3 3 1)和 M3(3 1 3) 求与


21MM 、



32MM 同时垂直的单位向

量  

    解  


)1 ,4 (2,2)1 ,13 ,13(21 MM  


)2 ,2 ,0()13 ,31 ,33(32 MM   

        
 

kji
kji

n 446
 220
 142
 

3221 


 MMMM   

        172161636|| n   

        )223(
17
1)446(

172
1 kjikjie  为所求向量  

    4 设质量为 100kg的物体从点M1(3 1 8)沿直线称动到点M2(1 4 2) 计算重力所作的

功(长度单位为 m 重力方向为 z 轴负方向)  

    解 F(0 0 1009 8)(0 0 980) 


)6 ,3 ,2()82 ,14 ,31(21  MMS   

       WFS(0 0 980)(2 3 6)5880(焦耳)  

    5 在杠杆上支点 O 的一侧与点 O 的距离为 x1 的点 P1 处 有一与


1OP 成角1 的力 F1

作用着 在O的另一侧与点O的距离为 x2的点P2处 有一与


2OP 成角1的力F1作用着 问

1、2、x1、x2、|F1|、|F2|符合怎样的条件才能使杠杆保持平衡？ 

    解 因为有固定转轴的物体的平衡条件是力矩的代数和为零 再注意到对力矩正负的



规定可得 使杠杆保持平衡的条件为 

        x1|F1|sin1x2|F2|sin20  

即      x1|F1|sin1x2|F2|sin2  

    6 求向量 a(4 3 4)在向量 b(2 2 1)上的投影  

    解 

2)142324(
3
1)1 ,2 ,2()4 ,3 ,4(

122

1
||

1
||

jPr
222




 ba
bb

baeaa bb   

    7 设 a(3 5 2) b(2 1 4) 问 与 有怎样的关系 能使得 ab 与 z 轴垂直? 

    解 ab(32 5 24)  

        ab 与 z 轴垂ab k  

                      (32 5 24)(0 0 1)0  

即240 所以 2 当 2时 ab 与 z 轴垂直  

    8 试用向量证明直径所对的圆周角是直角  

    证明 设 AB 是圆 O 的直径 C 点在圆周上 则
 

OAOB   
 

|||| OAOC   

    因为
           

0||||)()()()( 22  OAOCOAOCOAOCOBOCOAOCBCAC   

所以
 

BCAC  ∠C90  

    9 设已知向量 a2i3jk bij3k 和 ci2j 计算 (1)(ab)c(ac)b (2)(ab)(bc) 
(3)(ab)c   

    解 (1)ab21(3)(1)138 ac21(3)(2)8  

         (ab)c(ac)b8c8b8(cb)8[(i2j)(ij3k)]8j24k   

    (2)ab3i4j4k bc2i3j3k  

      kj
kji

cbba 



332
443)()(   

    (3) kji
kji

ba 

 58

311
132   

      (ab)c81(5)(2)102  

    10 已知


ji 3OA  


kj 3OB  求 OAB 的面积  

    解  根据向量积的几何意义 
 

|| OBOA 表示以

OA和


OB 为邻边的平行四边形的面积 

于是 OAB 的面积为 

        
 

||
2
1 OBOAS    



    因为
 

kji
kji

 33
310
301OBOA  

 
191)3()3(|| 223 OBOA   

所以三角形 OAB 的面积为 

        
 

19
2
1||

2
1  OBOAS   

    12 试用向量证明不等式  

        || 332211
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 babababbbaaa    

其中 a1、a2、a3、b1、b2、b3 为任意实数 并指出等号成立的条件  

    解 设 a(a1 a2 a3) b(b1 b2 b3) 则有 

        ||||) ,cos(|||| ^ babababa    

于是    || 332211
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 babababbbaaa    

其中当 ) ,cos( ^ba 1 时 即 a 与 b 平行是等号成立  

 

 



习题 73 

    1 一动点与两定点(2 3 1)和(4 5 6)等距离 求这动点的轨迹方程  

    解 设动点为 M(x y z) 依题意有 

        (x2)2(y3)2(z1)2(x4)2(y5)2(z6)2  

即      4x4y10z630  

    2 建立以点(1 3 2)为球心 且通过坐标原点的球面方程  

    解 球的半径 14)2(31 222 R   

球面方程为   

        (x1)2(y3)2(z2)214  

即      x2y2z22x6y4z0  

    3 方程 x2y2z22x4y2z0 表示什么曲面? 

    解 由已知方程得 

        (x22x1)(y24y4)(z22z1)141  

即      2222 )6()1()2()1(  zyx   

所以此方程表示以(1 2 1)为球心 以 6 为半径的球面  

    4 求与坐标原点O及点(2 3 4)的距离之比为 12的点的全体所组成的曲面的方程 它
表示怎样曲面？ 

    解 设点(x y z)满足题意 依题意有 

        
2
1

)4()3()2( 222

222






zyx

zyx
  

化简整理得 

        
9

116)
3
4()1()

3
2( 222  zyx   

它表示以 )
3
4 ,1 ,

3
2(  为球心 以 29

3
2 为半径的球面  

    5 将 zOx 坐标面上的抛物线 z25x 绕 x 轴旋转一周 求所生成的旋转曲面的方程  

    解 将方程中的 z 换成 22 zy  得旋转曲面的方程 y2z25x  

    6 将 zOx 坐标面上的圆 x2z29 绕 z 轴旋转一周 求所生成的旋转曲面的方程 

    解 将方程中的 x 换成 22 yx  得旋转曲面的方程 x2y2z29  

    7 将 xOy 坐标面上的双曲线 4x29y236 分别绕 x 轴及 y 轴旋转一周 求所生成的旋转

曲面的方程  

    解 双曲线绕 x 轴旋转而得的旋转曲面的方程为 



        4x29y29z236  

     双曲线绕 y 轴旋转而得的旋转曲面的方程为 

        4x24z29y236  

    8 画出下列方程所表示的曲面  

    (1) 222 )
2

()
2

( ayax    

    (2) 1
94

22
 yx   

 

    (3) 1
49

22
 zx   

     

 

 

 



    (4)y2z0  

 

    (5)z2x2  

 

    9 指出下列方程在平面解析几何中和在空间解析几何中分别表示什么图形  

    (1)x2  

    解在平面解析几何中 x2表示平行于 y轴的一条直线 在空间解析几何中 x2表示一

张平行于 yOz 面的平面  

    (2)yx1  

    解 在平面解析几何中 yx1 表示一条斜率是 1 在 y 轴上的截距也是 1 的直线 在空

间解析几何中，yx1 表示一张平行于 z 轴的平面  

    (3)x2y24  

    解 在平面解析几何中 x2y24 表示中心在原点 半径是 4 的圆 在空间解析几何中 
x2y24 表示母线平行于 z 轴 准线为 x2y24 的圆柱面  

    (4)x2y21  

    解 在平面解析几何中 x2y21表示双曲线 在空间解析几何中 x2y21表示母线平行

于 z 轴的双曲面  

    10 说明下列旋转曲面是怎样形成的  

    (1) 1
994

222
 zyx   

    解 这是 xOy 面上的椭圆 1
94

22
 yx 绕 x 轴旋转一周而形成的 或是 zOx 面上的椭圆



1
94

22
 zx 绕 x 轴旋转一周而形成的  

    (2) 1
4

2
2

2  z
y

x   

    解 这是 xOy 面上的双曲线 1
4

2
2  y

x 绕 y 轴旋转一周而形成的 或是 yOz 面上的双曲

线 1
4

2
2

 z
y

绕 y 轴旋转一周而形成的 

    (3)x2y2z21  

    解 这是 xOy 面上的双曲线 x2y21 绕 x 轴旋转一周而形成的 或是 zOx 面上的双曲线

x2z21 绕 x 轴旋转一周而形成的 
    (4)(za)2x2y2   

    解 这是 zOx 面上的曲线(za)2x2 绕 z 轴旋转一周而形成的 或是 yOz 面上的曲线

(za)2y2绕 z 轴旋转一周而形成的 
    11 画出下列方程所表示的曲面  

    (1)4x2y2z24  

 

    (2)x2y24z24  

    (3)
943

22 yxz    

 

 



 

 

 



习题 74 

    1 画出下列曲线在第一卦限内的图形  

    (1)







2
1

y
x   

 

    (2)







0
4 22

yx
yxz  

 

    (3) 







222

222

azx
ayx   

 



    2 指出下方程组在平面解析几何中与在空间解析几何中分别表示什么图形  

    (1)







32
15

xy
xy   

    解 在平面解析几何中 







32
15

xy
xy

表示直线 y5x1 与 y2x3 的交点 )
3

17 ,
3
4(   在空

间解析几何中 







32
15

xy
xy

表示平面 y5x1 与 y2x3 的交线 它表示过点 )0 ,
3

17 ,
3
4(   并

且行于 z 轴  

    (2)










3

1
94

22

y

yx
  

    解 在平面解析几何中 










3

1
94

22

y

yx
表示椭圆 1

94

22
 yx 与其切线 y3 的交点(0 3) 在

空间解析几何中 










3

1
94

22

y

yx
表示椭圆柱面 1

94

22
 yx 与其切平面 y3 的交线  

    3 分别求母线平行于 x 轴及 y 轴而且通过曲线






0
162

222

222

yzx
zyx

的柱面方程  

    解 把方程组中的 x 消去得方程 3y2z216 这就是母线平行于 x 轴且通过曲线







0
162

222

222

yzx
zyx

的柱面方程 

    把方程组中的 y 消去得方程 3x22z216 这就是母线平行于 y 轴且通过曲线







0
162

222

222

yzx
zyx

的柱面方程 

    4 求球面 x2y2z29 与平面 xz1 的交线在 xOy 面上的投影的方程  

    解 由 xz1 得 z1x 代入 x2y2z29 得方程 2x22xy28 这是母线平行于 z 轴 准线

为球面 x2y2z29 与平面 xz1 的交线的柱面方程 于是所求的投影方程为 

        






0

822 22

z
yxx   

    5 将下列曲线的一般方程化为参数方程  

    (1)







xy
zyx 9222

   



    解 将 yx 代入 x2y2z29 得 2x2z29 即 1
3)

2
3(

2

2

2

2
 zx  

    令 tx cos
2

3  则 z3sin t   

故所求参数方程为 

        tx cos
2

3  ty cos
2

3  z3sin t   

    (2)






0

4)1()1( 222

z
zyx   

    解 将 z0 代入(x1)2y2(z1)24 得(x1)2y23  

    令 tx cos31  则 ty sin3   

于是所求参数方程为 

        tx cos31  ty sin3  z0  

    6 求螺旋线














bz
ay
ax

sin
cos

在三个坐标面上的投影曲线的直角坐标方程  

    解 由前两个方程得 x2y2a2 于是螺旋线在 xOy 面上的投影曲线的直角坐标方程为 

        






0

222

z
ayx   

    由第三个方程得
b
z 代入第一个方程得 

        
b
z

a
x cos  即

a
xbz arccos   

于是螺旋线在 zOx 面上的投影曲线的直角坐标方程为 

        










0

arccos

y
a
xbz   

    由第三个方程得
b
z 代入第二个方程得 

        
b
z

a
y

sin  即
a
y

bz arcsin   

于是螺旋线在 yOz 面上的投影曲线的直角坐标方程为 

        










a
y

bz

x

arcsin

0
  



    7 求上半球 2220 yxaz  与圆柱体 x2y2ax(a>0)的公共部分在 xOy面和 zOx面上

的投影  

    解 圆柱体 x2y2ax 在 xOy 面上的投影为 x2y2ax 它含在半球 2220 yxaz  在

xOy 面上的投影 x2y2a2 内 所以半球与圆柱体的公共部分在 xOy 面上的投影为 x2y2ax  

    为求半球与圆柱体的公共部分在 zOx 面上的投影 由圆柱面方程 x2y2ax 得 y2axx2 

代入半球面方程 222 yxaz   得 axaz  2 (0xa) 于是半球与圆柱体的公共部分在

zOx 面上的投影为 

        axaz  20 (0xa) 即 z2axa2 0xa z0  

    8 求旋转抛物面 zx2y2(0z4)在三坐标面上的投影  

    解 令 z4 得 x2y24 于是旋转抛物面 zx2y2(0z4)在 xOy 面上的投影为 x2y24  

    令 x0 得 zy2 于是旋转抛物面 zx2y2(0z4)在 yOz 面上的投影为 y2z4  

    令 y0 得 zx2 于是旋转抛物面 zx2y2(0z4)在 zOx 面上的投影为 x2z4  

     

 

 

 



习题 75 

    1 求过点(3 0 1)且与平面 3x7y5z120 平行的平面方程  

    解 所求平面的法线向量为 n(3 7 5) 所求平面的方程为 

        3(x3)7(y0)5(z1)0 即 3x7y5z40  

    2 求过点 M0(2 9 6)且与连接坐标原点及点 M0 的线段 OM0 垂直的平面方程  

    解 所求平面的法线向量为 n(2 9 6) 所求平面的方程为 

        2(x2)9(y9)6(z6)0 即 2x9y6z1210  

    3 求过(1 1 1)、(2 2 2)、(1 1 2)三点的平面方程  

    解 n1(1 1 2)(1 1 1)(0 2 3) n1(1 1 2)(2 2 2)(3 1 0) 所求平面的法

线向量为 

        kji
kji

nnn 693
013
32021   

所求平面的方程为 

        3(x1)9(y1)6(z1)0 即 x3y2z0  

    4 指出下列各平面的特殊位置 并画出各平面  

    (1)x0  

    解 x0 是 yOz 平面  

    (2)3y10  

    解 3y10 是垂直于 y 轴的平面 它通过 y 轴上的点 )0 ,
3
1 ,0(   

    (3)2x3y60  

    解 2x3y60 是平行于 z 轴的平面 它在 x 轴、y 轴上的截距分别是 3 和2  

    (4) 03  yx   

    解 03  yx 是通过 z 轴的平面 它在 xOy 面上的投影的斜率为
3
3   

    (5)yz1  

    解 yz1 是平行于 x 轴的平面 它在 y 轴、z 轴上的截距均为 1  

    (6)x2z0  

    解 x2z0 是通过 y 轴的平面  

    (7)6x5z0  

    解 6x5z0 是通过原点的平面  

    5 求平面 2x2yz50 与各坐标面的夹角的余弦  

    解 此平面的法线向量为 n(2 2 1)  

    此平面与 yOz 面的夹角的余弦为 



        
3
2

1)2(2

2
||||

) ,cos(cos
122

^ 





in
inin   

此平面与 zOx 面的夹角的余弦为 

        
3
2

1)2(2

2
||||

) ,cos(cos
122

^ 






jn
jn

jn   

此平面与 xOy 面的夹角的余弦为 

        
3
1

1)2(2

1
||||

) ,cos(cos
122

^ 





kn
knkn   

    6 一平面过点(1 0 1)且平行于向量 a(2 1 1)和 b(1 1 0) 试求这平面方程  

    解 所求平面的法线向量可取为 

        kji
kji

ban 3
011
112 


   

所求平面的方程为 

        (x1)(y0)3(z1)0 即 xy3z40  

    7 求三平面 x3yz1 2xyz0 x2y2z3 的交点  

    解 解线性方程组 

        










322
02
13

zyx
zyx
zyx

 

得 x1 y1 z3 三个平面的交点的坐标为(1 1 3)  

    8 分别按下列条件求平面方程  

    (1)平行于 zOx 面且经过点(2 5 3)  

    解 所求平面的法线向量为 j (0 1 0) 于是所求的平面为 

        0(x2)5(y5)0(z3)0 即 y5  
    (2)通过 z 轴和点(3 1 2)  

    解 所求平面可设为 AxBy0  

    因为点(3 1 2)在此平面上 所以 

        3AB0  

将 B3A 代入所设方程得 

        Ax3Ay0  

所以所求的平面的方程为 

        x3y0  

    (3)平行于 x 轴且经过两点(4 0 2)和(5 1 7)  

    解 所求平面的法线向量可设为 n(0 b c) 因为点(4 0 2)和(5 1 7)都在所求平面上 



所以向量 n1(5 1 7)(4 0 2)(1 1 9)与 n 是垂直的 即 

        b9c0 b9c   

于是 n(0 9c c)c(0 9 1) 
    所求平面的方程为 

        9(y0)(z2)0 即 9yz20  

    9 求点(1 2 1)到平面 x2y2z100 的距离 
    解 点(1 2 1)到平面 x2y2z100 的距离为 

        1
221

|1012221|
222



d   

 

 

 

 

 

 



    习题 76 

    1 求过点(4 1 3)且平行于直线
5

1
12

3  zyx 的直线方程  

    解 所求直线的方向向量为 s(2 1 5) 所求的直线方程为 

            
5

3
1

1
2

4  zyx   

    2 求过两点 M1(3 2 1)和 M2(1 0 2)的直线方程  

    解 所求直线的方向向量为 s(1 0 2)(3 2 1)(4 2 1) 所求的直线方程为 

            
1

1
2

2
4
3 


 xyx   

    3 用对称式方程及参数方程表示直线







42
1

zyx
zyx   

    解 平面 xyz1 和 2xyz4 的法线向量为 n1(1 1 1) n2(2 1 1) 所求直线的方向

向量为 

        kji
kji

nns 32
112
11121    

    在方程组







42
1

zyx
zyx

中 令 y0 得







42
1

zx
zx  解得 x3 z2 于是点(3 0 2)为所

求直线上的点  

    所求直线的对称式方程为 

        
3

2
12

3 

 zyx   

参数方程为 

        x32t yt z23t   

    4 求过点(2 0 3)且与直线







01253
0742

zyx
zyx

垂直的平面方程  

    解 所求平面的法线向量 n 可取为直线







01253
0742

zyx
zyx

的方向向量 即 

        kji
kji

n 111416
253

421)2 ,5 ,3()4 ,2 ,1( 


   

    所平面的方程为 

        16(x2)14(y0)11(z3)0 即 16x14y11z650  

    5 求直线







023
09335

zyx
zyx

与直线






01883
02322

zyx
zyx

的夹角的余弦  

    解 直线







023
09335

zyx
zyx

与






01883
02322

zyx
zyx

的方向向量分别为 



        kji
kji

s 

 43

123
3351  kji

kji
s 10510

183
1222   

    两直线之间的夹角的余弦为 

        0
10)5(10)1(43

10)1()5(4103
||||

) ,cos(
222222

21

21^
21 







ss
ss

ss   

    6 证明直线







72
72

zyx
zyx

与直线






02

8363
zyx

zyx
平行  

    解 直线







72
72

zyx
zyx

与






02

8363
zyx

zyx
的方向向量分别为 

        kji
kji

s 53
112
1211 


  kji

kji
s 1539

112
3632 

   

    因为 s23s1 所以这两个直线是平行的  

    7 求过点(0 2 4)且与两平面 x2z1 和 y3z2 平行的直线方程  

    解 因为两平面的法线向量 n1(1 0 2)与 n2(0 1 3)不平行 所以两平面相交于一直

线 此直线的方向向量可作为所求直线的方向向量 s 即 

        kji
kji

s 


 32
310

201   

    所求直线的方程为 

        
1

4
3

2
2




zyx   

    8 求过点(3 1 2)且通过直线
12

3
5

4 zyx  的平面方程  

    解 所求平面的法线向量与直线
12

3
5

4 zyx  的方向向量 s1(5 2 1)垂直 因为点(3 

1 2)和(4 3 0)都在所求的平面上 所以所求平面的法线向量与向量 s2(4 3 0)(3 1 
2)(1 4 2)也是垂直的 因此所求平面的法线向量可取为 

        kji
kji

ssn 2298
241
12521 


   

    所求平面的方程为 

        8(x3)9(y1)22(z2)0 即 8x9y22z590  

    9 求直线






0
03

zyx
zyx

与平面 xyz10 的夹角  



    解 直线






0
03

zyx
zyx

的方向向量为 

        )2(2242
111

311)1 ,1 ,1()3 ,1 ,1( kjikji
kji

s 


   

平面 xyz10 的法线向量为 n(1 1 1)  

    因为 

        sn214(1)(2)(1)0  

所以 s n 从而直线






0
03

zyx
zyx

与平面 xyz10 的夹角为 0  

    10 试确定下列各组中的直线和平面间的关系  

    (1)
37

4
2
3 zyx 





 和 4x2y2z3  

    解 所给直线的方向向量为 s(2 7 3) 所给平面的法线向量为 n(4 2 2)  

    因为 sn(2)4(7)(2)3(2)0 所以 sn 从而所给直线与所给平面平行 又因

为直线上的点(3 4 0)不满足平面方程 4x2y2z3 所以所给直线不在所给平面上  

    (2)
723
zyx 


 和 3x2y7z8  

    解 所给直线的方向向量为 s(3 2 7) 所给平面的法线向量为 n(3 2 7) 
    因为 sn 所以所给直线与所给平面是垂直的  

    (3)
4
3

1
2

3
2


 zyx 和 xyz3  

    解 所给直线的方向向量为 s(3 1 4) 所给平面的法线向量为 n(1 1 1) 
    因为 sn3111(4)10 所以 sn 从而所给直线与所给平面平行 又因为直线上

的点(2 2 3)满足平面方程 xyz3 所以所给直线在所给平面上  

    11 求过点(1 2 1)而与两直线 

        






01
012

zyx
zyx

和






0
02

zyx
zyx

 

平行的平面的方程  

    解 直线






01
012

zyx
zyx

的方向向量为 

        kji
kji

s 32
111
121)1 ,1 ,1()1 ,2 ,1(1 


   

直线






0
02

zyx
zyx

的方向向量为  



         kj
kji

s 



111
112)1 ,1 ,1()1 ,1 ,2(1   

    所求平面的法线向量可取为 

          kji
kji

ssn 



110
32121   

所求平面的方程为 

        (x1)(y2)(z1)0 即 xyz0  

    12 求点(1 2 0)在平面 x2yz10 上的投影  

    解 平面的法线向量为 n(1 2 1) 过点(1 2 0)并且垂直于已知平面的直线方程为 

        
12

2
1

1


 zyx   

将此方程化为参数方程 x1t y22t zt  代入平面方程 x2yz10 中 得 

        (1t)2(22t)(t)10  

解得
3
2t  再将

3
2t 代入直线的参数方程 得

3
5x  

3
2y  

3
2z  于是点(1 2 0)在

平面 x2yz10 上的投影为点 )
3
2 ,

3
2 ,

2
5(   

    13 求点 P(3 1 2)到直线







042
01

zyx
zyx

的距离  

    解 直线







042
01

zyx
zyx

的方向向量为 

        kj
kji

s 33
112
111)1 ,1 ,2()1 ,1 ,1( 


   

    过点 P 且与已知直线垂直的平面的方程为 

        3(y1)3(z2)0 即 yz10  

    解线性方程组 

        











01
042

01

zy
zyx

zyx
  

得 x1 
2
1y  

2
3z   

    点 P(3 1 2)到直线







042
01

zyx
zyx

的距离就是点 P(3 1 2)与点 )
2
3 ,

2
1 ,1(  间的距离 

即      2
2
3)

2
32()

2
11()13( 22 d   



    14 设 M0 是直线 L 外一点 M 是直线 L 上任意一点 且直线的方向向量为 s 试证 点
M0 到直线 L 的距离 

        



||
|| 0

s
s


MM

d   

    解 设点 M0 到直线 L 的距离为 d L 的方向向量


MNs  根据向量积的几何意义 以


MM0 和


MN 为邻边的平行四边形的面积为 

        
  

|||| 00 s MMMNMM   

又以


MM0 和


MN 为邻边的平行四边形的面积为


|||| s dMNd  因此 

        


|||| 0 ss  MMd  



||
|| 0

s
s


MM

d   

    15 求直线







0923
042

zyx
zyx

在平面 4xyz1 上的投影直线的方程  

    解 过直线







0923
042

zyx
zyx

的平面束方程为 

        (23)x(4)y(12)z90  

为在平面束中找出与已知平面垂直的平面 令(4 1 1)(23 4 12)0 即 

        4(23)(1)(4)1(12)0  

解之得
11
13  将

11
13 代入平面束方程中 得 

        17x31y37z1170  

故投影直线的方程为







0117373117
14

zyx
zyx   

    16 画出下列各曲面所围成的立体图形  

    (1)x0 y0 z0 x2 y1 3x4y2z120  



 

    (2)x0 z0 x1 y2 
4
y

z   

 

    (3)z0 z3 xy0 03  yx  x2y21(在第一卦限内)  

 

    (4)x0 y0 z0 x2y2R2 y2z2R2(在第一卦限内)  

 

 

 

 

 



 

总习题七 

    1 填空 

    (1)设在坐标系[O i j k]中点A和点M的坐标依次为(x0 y0 z0)和(x y z) 则在[A i j k] 

坐标系中 点 M 的坐标为___________ 向量


OM 的坐标为___________  

    解 M(xx0 yy0 zz0) 


) , ,( zyxOM    

    提示 自由向量与起点无关 它在某一向量上的投影不会因起点的位置的不同而改变  

    (2)设数 1、2、3 不全为 0 使 1a2b3c0 则 a、b、c 三个向量是__________的  

    解 共面  

    (3)设 a(2 1 2) b(4 1 10) cba 且 ac 则 ____________  

    解 3  

    提示 因为 ac 所以 ac0  

    又因为由 acabaa241(1)210(221222)279 所以3  

    (4)设 a、b、c 都是单位向量 且满足 abc0 则 abbcca____________  

    解 
2
3   

    提示 因为 abc0 所以(abc)(abc)0  

即     aabbcc2ab2ac2ca0  

于是   
2
3)111(

2
1)(

2
1  ccbbaaaccbba   

    (5)设|a|3 |b|4 |c|5 且满足 abc0 则|abbcca|____________  

    解 36  

    提示 c(ab)  

         abbccaabb(ab)(ab)aabbaba3ab  

         |abbcca|3|ab|3|a||b|33436  

    2 在 y 轴上求与点 A(1 3 7)和点 B(5 7 5)等距离的点  

    解 设所求点为 M(0 y 0) 则有 

        12(y3)27252(y7)2(5)2  

即      (y3)2(y7)2  

解得 y2 所求的点为 M(0 2 0)  

    3 已知 ABC 的顶点为 A(3,2,1)、B(5,4,7)和 C(1,1,2) 求从顶点 C 所引中线的长度  

    解 线段 AB 的中点的坐标为 )3 ,1 ,4()
2

71 ,
2

42 ,
2

53(   所求中线的长度为 

        30)23()11()14( 222 d   

    4 设 ABC 的三边


aBC 、


bCA 、


cAB  三边中点依次为 D、E、F 试用向量 a、



 

b、c 表示

AD 、


BE 、


CF  并证明 

        
  

0 CFBEAD   

    解 
  

ac
2
1 BDABAD   

       
  

ba
2
1 CEBCBE   

       
  

cb
2
1 AFCACF   

       
  

0 )(
2
3)(

2
3 cccbaCFBEAD  

    5 试用向量证明三角形两边中点的连线平行于第三边 且其长度等于第三边长度的

一半  

    证明 设 D E 分别为 AB AC 的中点 则有 

        
    

)(
2
1 ABACADAEDE    

        
    

ABACACBABC    

所以    
 

BCDE
2
1   

从而 DE//BC 且 ||
2
1|| BCDE    

    6 设|ab||ab| a(3 5 8) b(1 1 z) 求 z   

    解 ab(2 4 8z) ab(4 6 8z) 因为|ab||ab| 所以 

        222222 )8()6(4)8()4(2 zz    

解得 z1  

    7 设 3|| a  |b|1 
6

) ,( ^ ba  求向量 ab 与 ab 的夹角  

    解 |ab|2(ab)(ab)|a|2|b|22ab|a|2|b|22|a||b|cos(a^ b) 7
6

cos3213     

       |ab|2(ab)(ab)|a|2|b|22ab|a|2|b|22|a||b|cos(a^ b) 1
6

cos3213     

       设向量 ab 与 ab 的夹角为 则 

        
7

2
17
13

||||
||||

||||
)()(

cos
22











baba
ba

baba
baba   

        
7

2arccos   



 

    8 设 a3b7a5b a4b7a2b 求 ) ,( ^ba    

    解 因为 a3b7a5b a4b7a2b  

所以    (a3b)(7a5b)0 (a4b)(7a2b)0  

即      7|a|216ab15|b|2 0  7|a|230ab8|b|2 0 
又以上两式可得 

        baba  2||||   

于是    
2
1

||||
) ,cos( ^ 



ba
baba  

3
) ,( ^ ba   

    9 设 a(2 1 2) b(1 1 z) 问 z 为何值时 ) ,( ^ba 最小？并求出此最小值  

    解 
2

^

23

21
||||

) ,cos(
z

z






ba
baba   

因为当
2

) ,(0 ^  ba 时 ) ,cos( ^ba 为单调减函数 求 ) ,( ^ba 的最小值也就是求
223

21)(
z

zzf




的最大值  

    令 0
)2(

4
3
1)( 2/32 




z
zzf  得 z4  

    当 z4 时 
2
2) ,cos( ^ ba  所以

42
2arccos) ,( min

^ ba   

     

    10 设|a|4 |b|3 
6

) ,( ^ ba  求以 a2b 和 a3b 为边的平行四边形的面积  

    解 (a2b)(a3b)3ab2ba5ba  

    以 a2b 和 a3b 为边的平行四边形的面积为 

        30
2
1435) ,sin(||||5||5|)3()2(| ^  baababbaba   

    11 设 a(2 3 1) b(1 2 3) c(2 1 2) 向量 r 满足 ra rb Prjcr14 求 r  

    解 设 r(x y z)  

    因为 ra rb 所以 ra0 rb0 即 

        2x3yz0 x2y3z0  

    又因为 Prjcr14 所以 14
||

1  c
c

r  即 

        2xy2z42  

    解线性方程组 



 

        










4222
032
032

zyx
zyx
zyx

  

得 x14 y10 z2 所以 r(14 10 2)  

    另解 因为 ra rb 所以 r 与 kji
kji

ba 

 57

321
132 平行 故可设 r(7 5 1)  

    又因为 Prjcr14 所以 14
||

1  c
c

r  rc42 即 

        (725112)42 2  

所以 r(14 10 2) 
 

    12 设 a(1 3 2) b(2 3 4) c(3 12 6) 证明三向量 a、b、c 共面 并用 a 和 b

表示 c   

    证明 向量 a、b、c 共面的充要条件是(ab)c0 因为 

        ki
kji

ba 36
 432

231 


   

        (ab)c(6)(3)012(3)60  

所以向量 a、b、c 共面  

    设 cab 则有 

        (2 33 24)(3 12 6)  

即有方程组 

        










642
1233

32





  

解之得5 1 所以 c5ab   

    13 已知动点 M(x,y,z)到 xOy 平面的距离与点 M 到点(1, 1, 2)的距离相等 求点 M 的

轨迹方程  

    解 根据题意 有 

        222 )2()1()1(||  zyxz   

或      z2(x1)2(y1)2(z2)2  

化简得  

        (x1)2(y1)24(z1)  

这就是点 M 的轨迹方程  

    14 指出下列旋转曲面的一条母线和旋转轴  

    (1)z2(x2y2)  

    解 旋转曲面的一条母线为 zOx 面上的曲线 z2x2 旋转轴为 z 轴  



 

    (2) 1
36936

222
 zyx   

    解 旋转曲面的一条母线为 xOy 面上的曲线 1
936

22
 yx  旋转轴为 y 轴 

    (3)z23(x2y2)  

    解 旋转曲面的一条母线为 yOz 面上的曲线 yz 3  旋转轴为 z 轴 

 

    (4) 1
44

22
2  zy

x   

    解 旋转曲面的一条母线为 xOy 面上的曲线 1
4

2
2  y

x  旋转轴为 x 轴 

 

    15 求通过点 A(3 0 0)和 B(0 0 1)且与 xOy 面成
3
 角的平面的方程  

    解 设所求平面的法线向量为 n(a b c)  

    


)1 ,0 ,3( BA  xOy 面的法线向量为 k(0 0 1)  

    按要求有


0BAn  
3

cos
||||




kn
kn   

即      











2
1

03

222 cba

c
ca

  

解之得 c3a ab 26  于是所求的平面的方程为 

        0326)3(  zyx   

即      3326  zyx  或 3326  zyx   

         

    16 设一平面垂直于平面 z0 并通过从点(1, 1, 1)到直线






0

01
x

zy
的垂线 求此平

面方程  

    解 直线






0

01
x

zy
的方向向量为 s(0 1 1)(1 0 0)(0 1 1)  

    设点(1, 1, 1)到直线






0

01
x

zy
的垂线交于点(x0 y0 z0) 因为点(x0 y0 z0)在直线



 







0

01
x

zy
上 所以(x0 y0 z0)(0 y0 y01) 于是 垂线的方向向量为 

        s1(1 y01 y0)  

    显然有 ss 10 即 

        y01y00 
2
1

0 y   

从而 )
2
1 ,

2
1 ,1() ,1 ,1( 001  yys   

    所求平面的法线向量可取为 

        jikjikskn 
2
1)

2
1

2
1(1   

所求平面的方程为 

        0)1()1(
2
1  yx  即 x2y10 

         

    17 求过点(1, 0, 4) 且平行于平面 3x4yz100 又与直线
21

3
1

1 zyx  相交的直

线的方程  

    解 过点(1, 0, 4) 且平行于平面 3x4yz100 的平面的方程为 

        3(x1)4(y0)(z4)0 即 3x4yz10  

    将直线
21

3
1

1 zyx  化为参数方程 x1t y3t z2t 代入平面方程 3x4yz10 

得 

        3(1t)4(3t)2t10  

解得 t16 于是平面 3x4yz10 与直线
21

3
1

1 zyx  的交点的坐标为(15 19 32) 这也

是所求直线与已知直线的交点的坐标  

    所求直线的方向向量为 

        s(15 19 32)(1, 0, 4)(16 19 28)  

所求直线的方程为 

        
28

4
1916

1  zyx   

    18 已知点 A(1, 0, 0)及点 B(0, 2, 1) 试在 z 轴上求一点 C 使ABC 的面积最小  

    解 设所求的点为 C(0 0 z) 则


) ,0 ,1( zAC   


)1 ,2 ,0(  zBC   

    因为  
 

kji
kji

2)1(2
120

01 


 zz
z
zBCAC   

所以ABC 的面积为 



 

          
 

4)1(4
2
1||

2
1 22  zzBCACS   

    令 0
4)1(4

)1(28
4
1

22





zz

zz
dz
dS  得

5
1z  所求点为 )

5
1 ,0 ,0(C   

    19 求曲线







22

22

)1()1(
2

yxz
yxz

在三个坐标面上的投影曲线的方程  

    解 在 xOy 面上的投影曲线方程为 

        






0

2)1()1( 2222

z
yxyx  即







0

22

z
yxyx   

    在 zOx 面上的投影曲线方程为 

        







0
)12()1( 222

y
zxxz  即








0
023422 22

y
zxzxzx   

    在 yOz 面上的投影曲线方程为 

        






0

)1()12( 222

x
yzyz  即







0

023422 22

x
zyzyzy   

    20 求锥面 22 yxz  与柱面 z22x 所围立体在三个坐标面上的投影  

    解 锥面与柱面交线在 xOy 面上的投影为 

        






0

2 22

z
yxx  即







0

1)1( 22

z
yx   

所以 立体在 xOy 面上的投影为






0

1)1( 22

z
yx   

    锥面与柱面交线在 yOz 面上的投影为 

        










0

)
2
1( 222

x

yzz  即










0

1)2
2

( 22
2

x

yz
  

所以 立体在 yOz 面上的投影为










0

1)2
2

( 22
2

x

yz
  

    锥面 22 yxz  与柱面 z22x 与平面 y=0 的交线为 

        







0
||

y
xz
和








0
2

y
xz   

所以 立体在 zOx 面上的投影为 



 

        







0
2

y
xzx   

    21 画出下列各曲面所围立体的图形  

    (1)抛物柱面 2y2x 平面 z0 及 1
224
 zyx   

 

    (2)抛物柱面 x21z 平面 y0 z0 及 xy1  

 

    (3)圆锥面 22 yxz  及旋转抛物面 z2x2y2  

 

    (4)旋转抛物面 x2y2z 柱面 y2x 平面 z0 及 x1  

 



 

 

 

 

 



习题 81 

    1 判定下列平面点集中哪些是开集、闭集、区域、有界集、无界集？并分别

指出它们的聚点所成的点集(称为导集)和边界  

    (1){(x y)|x0 y0}  

    解 开集 无界集 导集为 R2 边界为{(x y)|x0 或 y0}  

    (2){(x y)|1x2y24}  

    解 既非开集 又非闭集 有界集 导集为{(x y)|1x2y24}  

边界为{(x y)|x2y21 或 x2y24}  

    (3){(x y)|yx2}  

    解 开集 区域 无界集 导集为{(x y)| yx2} 边界为{(x y)| yx2}  

    (4){(x y)|x2(y1)21}{(x y)|x2(y2)24}  

    解 闭集 有界集 导集与集合本身相同  

边界为{(x y)|x2(y1)21}{(x y)|x2(y2)24}  

 

    2 已知函数
y
xxyyxyxf tan),( 22   试求 f(tx ty).  

    解 )(tan)()()()(),( 22

ty
txtytxtytxtytxf   

          ),(tan 2222 yxft
y
xxyyxt 





    

    3 试证函数 F(x y)ln xln y 满足关系式    

        F(xy uv)F(x u)F(x v)F(y u)F(y v)  

    证明 F(xy uv)ln((x y)ln(uv) 

               (ln xln y)(ln uln v) 

               ln xln uln xln vln yln uln yln v  

               F(x u)F(x v)F(y u)F(y v)  

    4 已知函数 f(u v w)uwwuv 试求 f(xy xy xy) 

    解  f(xy xy xy)(xy)xy(xy)(xy)(xy) 

                   (xy)xy(xy)2x  

 

    5 求下列各函数的定义域     

    (1)z ln(y22x1)  



    解 要使函数有意义 必须 y22x1>0   

故函数的定义域为 D{(x y)|y22x10}  

    (2)
yxyx

z





 11  

    解 要使函数有意义 必须 xy>0 xy>0  

故函数的定义域为 D{(x y)|xy0 xy>0}  

    (3) yxz   

    解 要使函数有意义 必须 y0 0 yx 即 yx  于是有 x0 且 x2y 

故函数定义域为 D={(x y)| x0 y0 x2y}  

    (4)
221

)ln(
yx

xxyz


  

    解 要使函数有意义 必须 yx>0 x0 1x2y20  

故函数的定义域为 D={(x y)| yx0 x0 x2+y21}  

    (5)
2222

2222 1

rzyx
zyxRu


 (Rr0) 

    解 要使函数有意义 必须 R2x2y2z20 且 x2+y2+z2r20  

故函数的定义域为 D={(x y z)| r2x2+y2+z2R2}  

    (6)
22

arccos
yx

zu


   

    解 要使函数有意义 必须 x2+y20 且 1||
22


 yx
z 即 z2x2+y2   

故函数定义域为 D={(x y z)|z2x2+y2 x2+y20} 

 

    6 求下列各极限 

    (1) 22)1,0(),(

1
lim

yx
xy

yx 



  

    解 1
10
011

lim 22)1,0(),(








 yx
xy

yx
  



    (2)
22)0,1(),(

)ln(
lim

yx

ex y

yx 



  

    解 2ln
01

)1ln()ln(
lim

22

0

22)0,1(),(










e

yx

ex y

yx
  

    (3)
xy
xy

yx

42
lim

)0,0(),(




  

    解 
xy
xy

yx

42
lim

)0,0(),(


 )42(

)42)(42(
lim

)0,0(),( 



 xyxy

xyxy
yx

 

       
4
1

)42(
1lim

)0,0(),(





 xyyx
  

    (4)
11

lim
)0,0(),(  xy

xy
yx

  

    解 
11

lim
)0,0(),(  xy

xy
yx )11)(11(

)11(
lim

)0,0(),( 



 xyxy

xyxy
yx

 

       2)11lim
)11(

lim
)0,0(),()0,0(),(







xy
xy

xyxy
yxyx

  

    (5)
y
xy

yx

)sin(
lim

)0,2(),( 
  

    解 
y
xy

yx

)sin(
lim

)0,2(),( 
221

sin
lim

)0,2(),(



x

xy
xy

yx
  

    (6) 22
)(

)cos(1
lim

22

22

)0,0(),( yxyx eyx
yx





  

    解 2222

1lim
)cos(1

lim
)(

)cos(1
lim

)0,0(),(22

22

)0,0(),(22

22

)0,0(),( yxyxyxyxyx eyx
yx

eyx
yx










 

        0
1

sinlimcos1lim
00




t
t

t
tt

  

    7 证明下列极限不存在 



    (1)
yx
yx

yx 


 )0,0(),(
lim   

    证明 如果动点 p(x y)沿 y0 趋向(0 0)  

则      1limlim
0

0     
)0,0(),(







 x

x
yx
yx

x
y
yx

  

    如果动点 p(x y)沿 x 0 趋向(0 0)   

则      1limlim
0

0     
)0,0(),(










 y

y
yx
yx

y
x
yx

  

因此 极限
yx
yx

yx 


 )0,0(),(
lim 不存在 

    (2) 222

22

)0,0(),( )(
lim

yxyx
yx

yx 
  

    证明 如果动点 p(x y)沿 yx 趋于(0 0)  

则      1lim
)(

lim 4

4

0222

22

     
)0,0(),(


 


 x

x
yxyx

yx
x

xy
yx

 

    如果动点 p(x y)沿 y 2x 趋向(0 0) 

则      0
4

4lim
)(

lim 24

4

0222

22

2     
)0,0(),(





 


 xx

x
yxyx

yx
x

xy
yx

  

因此 极限 222

22

)0,0(),( )(
lim

yxyx
yx

yx 
不存在 

    8 函数
xy
xy

z
2
2

2

2


 在何处间断？ 

    解 因为当 y22x0 时 函数无意义  

所以在 y2 2x0 处 函数
xy
xy

z
2
2

2

2


 间断  

    9 证明 0lim
22)0,0(),(


 yx

xy
yx

  



    证明 因为
2

2||
||

22

22

22

2222

yx

yx

yx

yx

xy

yx

xy 












  

所以    0
2

lim||lim0
22

)0,0(),(22)0,0(),(










yx

yx

xy
yxyx

  

因此    0lim
22)0,0(),(


 yx

xy
yx

  

    证明 因为
2

||
22 yx

xy
  故

22
||

22

22

22

22

yx

yx

yx

yx

xy 






  

    对于任意给定的0 取2 当  220 yx 时恒有 

         



 22

|0|
22

22

yx

yx

xy   

所以 0lim
22)0,0(),(


 yx

xy
yx

  

 

    10 设 F(x y)f(x)  f(x)在 x0处连续  证明 对任意 y0R  F(x y)在(x0 y0)

处连续   

    证明 由题设知 f(x)在 x0处连续 故对于任意给定的0 取0 当|xx0|时 

有|f(x)f(x0)|   

    作(x0 y0)的邻域 U((x0 y0) ) 显然当(x y)U((x0 y0) )时 |xx0| 从而 

        |F(x y)F(x0 y0)||f(x)f(x0)|  

所以 F(x y)在点(x0 y0)处连续  

    又因为 y0 是任意的 所以对任意 y0R  F(x y)在(x0 y0)处连续   

     

 

 



习题 82 

    1 求下列函数的偏导数     

    (1) z x3yy3x 

    解 323 yyx
x
z 

  23 3xyx

y
z 

   

    (2)
uv

vus
22   

    解 2
1)(

u
v

vu
v

v
u

uu
s 





  2

1)(
v
u

uu
v

v
u

vv
s 





    

    (3) )ln(xyz  

    解 
xyx

yx
xx

z 1
lnln

1
2
1)lnln( 










)ln(2
1

xyx
   

同理
)ln(2

1
xyyy

z 

   

    (4) zsin(xy)cos2(xy) 

    解 yxyxyyxy
x
z 

 )]sin([)cos(2)cos( )]2sin()[cos( xyxyy   

根据对称性可知 

       )]2sin()[cos( xyxyx
y
z 

   

    (5)
y
xz tanln  

    解 
y
x

yyy
x

y
xx

z 2csc21sec
tan

1 2 

   

       
y
x

y
x

y
x

y
x

y
xy

z 2csc2sec
tan

1
22

2 

   

    (6) z(1xy)y 

    解 121 )1()1(  

 yy xyyyxyy
x
z   

       ]
1

)1[ln()1ln()1ln(

xy
xyxyee

yy
z xyyxyy








   



         ]
1

)1[ln()1(
xy

xy
xyxy y


   

    (7) z
y

xu  

    解 
)1( 



 z

y

x
z
y

x
u   

       xx
zz

xx
y
u z

y
z
y

ln11ln 

   

       xx
z
y

z
y

xx
z
u z

y
z
y

ln)(ln 22 

   

    (8) uarctan(xy)z 

    解 z

z

yx
yxz

x
u

2

1

)(1
)(





 

 z

z

yx
yxz

y
u

2

1

)(1
)(





 

 z

z

yx
yxyx

z
u

2)(1
)ln()(





   

    2 设
g
lT 2  试证 0







g
Tg

l
Tl   

    解 因为
lgl

T




 1  

gg
gl

g
T 1)

2
1(2 2

3



 

  所以 

        0






g
l

g
l

g
Tg

l
Tl    

   3 设
)11(

yxez


  求证 z
y
zy

x
zx 222 





   

   解 因为 2

)11( 1
x

e
x
z yx 

 

 2

)11( 1
y

e
y
z yx 

 

 所以 

        zee
y
zy

x
zx yxyx 2

)11()11(
22 




 

 

    4 设
y
xyxyxf arcsin)1(),(   求 )1 ,(xfx  



   解 因为 xxxxf 
1

arcsin)11()1 ,(  所以 1)1 ,()1 ,(  xf
dx
dxfx   

   5 曲线










4
4

22

y

yx
z 在点(2 4 5)处的切线与正向 x 轴所成的倾角是多少？ 

   解 
24

2 xx
x
z 

  tan1)5,4,2( 



x
z   

   故
4
    

   6 求下列函数的 2

2

x
z


  2

2

y
z


  

yx
z


2
  

   (1) zx4y44x2y2  

   解 23 84 xyx
x
z 

  22

2

2
812 yx

x
z 


   

      yxy
y
z 23 84 

  22

2

2
812 xy

y
z 


    

      xyyxy
yyx

z 16)84( 23
2






   

   (2)
x
y

z arctan   

   解 222

2

2 )(
1

1
yx

y
x
y

x
yx

z







  

2222

2

)(
2

yx
xy

x
z





    

      22

2

2 )1(
1

1
yx

x
x

x
yy

z







    

2222

2

)(
2

yx
xy

y
z





   

       222

22

222

222

22

2

)()(
2)(

)(
yx
xy

yx
yyx

yx
y

yyx
z














   

   (3) zyx  

   解 yy
x
z x ln

  yy

x
z x 2
2

2
ln


   

      1

 xxy
y
z  2

2

2
)1( 


 xyxx
y
z   



       )1ln(1ln)ln( 11
2






  yxy

y
yyxyyy

yyx
z xxxx   

    7 设 f(x y z)xy2yz2zx2 求 fxx(0 0 1) fxz(1 0 2) fyz(0 1 0)及 fzzx(2 0 1)  

    解 因为 fxy22xz fxx2z fxz2x 

           fy2xyz2 fyz2z 

           fz2yzx2 fzz2y fzzx0  

所以       fxx(0 0 1)2 fxz(1 0 2)2  

           fyz(0 1 0)0 fzzx(2 0 1)0  

              

    8 设 zxln(xy) 求
yx

z



2

3
及 2

3

yx
z

  

    解 1)ln()ln( 



xy
xy

y
xxy

x

z   

       
xxy

y
x
z 1
2

2



  0

2

3





yx

z   

       
yxy

x
yx
z 12




  22

3 1
yyx

z 

   

    9 验证 

    (1) nxey tkn sin
2 满足

2

2

x
y

k
t
y





  

    证明 因为 nxeknknnxe
t
y tkntkn sin)(sin

22 22 

    

         nxne
x
y tkn cos

2

  nxen

x
y tkn sin

22
2

2



   

         nxekn
x
y

k tkn sin
22

2

2



   

所以 2

2

x
y

k
t
y





   

    (2) 222 zyxr  满足
rz

r
y
r

x
r 2

2

2

2

2

2

2









   



    证明 
r
x

zyx
x

x
r 







222
 3

22

22

2

r
xr

r
x
rxr

x
r 





  

由对称性知 

         3

22

2

2

r
yr

y
r 


  3

22

2

2

r
zr

z
r 


   

因此     3

22

3

22

3

22

2

2

2

2

2

2

r
zr

r
yr

r
xr

z
r

y
r

x
r 








  

                     
rr

rr
r

zyxr 23)(3
3

22

3

2222
   

 



习题 83 

    1 求下列函数的全微分    

    (1)
y
xxyz    

    解 dy
y
zdx

x
zdz





 dy

y
xxdx

y
y )()1( 2   

    (2) x
y

ez  

    解 xdye
x

dxe
x

y
dy

y
zdx

x
zdz yx

y
1

2






   

    (3) 
22 yx

yz


   

    解 因为 2/322
2
3

22

)(
)(

2
1

yx
xy

yxy
x
z





 

  

           2/322

2

22

22
22

)( yx
x

yx
yx

y
yyx

y
z











   

所以       dy
yx

xdx
yx
xy

dz 2/322

2

2/322 )()( 



 )(

)( 2/322 xdyydx
yx
x 


   

    (4)uxyz  

    解 因为 1

 yzxyz
x
u  xzx

y
u yz ln

  xyx

z
u yz ln

   

所以       xdzyxxdyzxdxyzxdu yzyzyz lnln1    

    2 求函数 zln(1+x2+y2)当 x1 y2 时的全微分 

    解 因为 221
2

yx
x

x
z





  221

2
yx

y
y
z





   

           
3
1

2
1 





y
xx

z  
3
2

2
1 





y
xy

z   



所以       dydxdz
y
x 3

2
3
1

2
1 

   

    3 求函数
x
yz 当 x2 y1 x01 y02 时的全增量和全微分  

    解 因为
x
y

xx
yy

z 

  y

x
x

x
y

dz  1
2

  

所以 当 x2 y1 x01 y02 时 

       119.0
2
1

1.02
)2.0(1 


z   

       125.0)2.0(
2
11.0

4
1 dz   

    4 求函数 zexy当 x1 y1 x015 y01 时的全微分 

    解 因为 yxexyey
y
zx

x
zdz xyxy 





  

所以 当 x1 y1 x015 y01 时 
       eeedz 25.01.015.0   

    *5 计算 33 )97.1()102(  的近似值 

    解 设 33 yxz   由于 

       y
y
zx

x
zyxyyxx 





 3333 )()(

33

22
33

2

33

yx

yyxx
yx


   

所以取 x1 y2 x002 y003 可得 

       95.2212
)03.0(2302.03

21)97.1()02.1( 3
2

333    

    *6 计算(197)105的近似值(ln20693) 

    解 设 zxy 由于 

       y
y
zx

x
zxxx yyy 





 )( yxxxyxx yyy   ln1   

所以取 x2 y1 x003 y005 可得 

       (197)10520032ln200519700693 2093  

           

    *7 已知边长为 x6m 与 y8m 的矩形 如果 x 边增加 5cn 而 y 边减少 10cm



问这个矩形的对角线的近似变化怎样？ 

    解 矩形的对角线为 22 yxz    

      )(1
22

yyxx
yx

y
dy
dzx

dx
dzdzz 


   

当 x6 y8 x005 y01 时 

      05.0)1.0805.06(
86

1
22




z   

这个矩形的对角线大约减少 5cm 

    *8 设有一无盖圆柱形容器 容器的壁与底的厚度均为 01cm 内高为 20cm

内半径为 4 厘米 求容器外壳体积的近似值 

    解 圆柱体的体积公式为 VR2h  

       VdV2RhRR2h, 

当 R4 h20 Rh01 时 

       V2314420013144201553(cm3) 

这个容器外壳的体积大约是 553cm3 

    *9 设有直角三角形 测得其两腰的长分别为701cm和2401cm 试求利用

上述二值来计算斜边长度时的绝对误差 

    解 设两直角边的长度分别为 x 和 y  则斜边的长度为 22 yxz    

       |||||||||||| y
y
zx

x
zdzz 





 |)|||(1

22
yyxx

yx



   

令 x7 y24 |x|01 |y|01 则得斜边长度 z 的绝对误差约为 

       124.0)1.0241.07(
247

1
22




z cm  

    *10 测得一块三角形土地的两边长分别为 6301m和 7801m这两边的夹角

为 601 试求三角形面积的近似值 并求其绝对误差和相对误差 

    解 设三角形的两边长为 x和 y 它们的夹角 z 为则三角形面积为 zxys sin
2
1   

       zdzxyzdyxzdxydS cos
2
1sin

2
1sin

2
1   



       ||cos
2
1||sin

2
1||sin

2
1|||| dzzxydyzxdxzydSS    

    令 x63 y78 
3
z  |dx|01 |dy|01 

180
dz  则 

       55.27
1802

1
2

78631.0
2
3

2
631.0

2
3

2
78  s   

       82.2127
3

sin7863
2
1  S   

       %29.1
82.2127

55.27 
S
s  所以三角形面积的近似值为212782m2 绝对误差为

2755 m2 相对误差为 129% 

    *11 利用全微分证明 两数之和的绝对误差等于它们各自的绝对误差之和 

     证明 设 uxy 则 

          |||||||||||| yxyxy
y
ux

x
uduu 





   

所以两数之和的绝对误差|u|等于它们各自的绝对误差|x|与|y|的和 

    *12 利用全微分证明 乘积的相对误差等于各因子的相对误差之和 商的相

对误差等于被除数及除数的相对误差之和 

    证明 设 uxy 
y
xv  则 uduydxxdy   

         
2y
xdyydx

dvv
   

由此可得相对误差  

        
y

dy
x
dx

xy
xdyydx

u
du

u
u 

y
y

x
x

y
dy

x
dx    

        
y

dy
x
dx

y
xy

xdyydx
v
dv

v
v 




2 y

y
x
x

y
dy

x
dx    

 

 



习题 84 

    1 设 zu2v2 而 uxy vxy 求
x
z

  

y
z

   

    解 
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z














 2u12v12(uv)4x  

       
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z














 2u12v(1)2(uv)4y  

    2 设 zu2ln v 而
y
xu  v3x2y 求

x
z

  

y
z

   

    解 
x
v

v
z

x
u

u
z

x
z














  

         31ln2
2


v
u

y
vu

2

2

2 )23(
3)23ln(2

yyx
xyx

y
x


   

       
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z














  

         )2()(ln2
2

2 
v

u
y
xvu

2

2

3

2

)23(
2)23ln(2

yyx
xyx

y
x


   

    3 设 zex2y 而 xsin t yt3 求
dt
dz  

    解 
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz 





 222 3)2(cos tete yxyx    

          )6(cos)6(cos 22sin22 3
ttette ttyx     

    4 设 zarcsin(x y) 而 x3t y4t3 求
dt
dz   

    解 
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz 





 2

22
12

)(1
13

)(1
1 t

yxyx






    

         
23

2

)43(1

)41(3

tt

t


   

    5 设 zarctan(xy) 而 yex 求
dx
dz  

    解 
dx
dy

y
z

x
z

dx
dz 





 x

x
x

ex
xee

yx
x

yx
y

222222 1
)1(

11 






   



         

    6 设
1

)(
2 


a
zye

u
ax

 而 yasin x zcos x 求
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    8 求下列函数的一阶偏导数(其中 f 具有一阶连续偏导数)  

    (1) uf(x2y2 exy)  

    解 将两个中间变量按顺序编为 1 2 号  
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    (3) uf(x xy xyz) 
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    11 设 zf(x2y2) 其中 f 具有二阶导数 求 2
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    (3) zf(xy2 x2y)  

    解 zxf1y2f22xyy2f12xyf2  
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y
u

x
u

s
y

y
u

s
x

x
u

s
u






















2
3

2
1  

        
y
u

x
u

t
y

y
u

t
x

x
u

t
u






















2
1

2
3  

  所以  

        2222 )
2
1

2
3()

2
3

2
1()()(

y
u

x
u

y
u

x
u

t
u

s
u

















 22 )()(

y
u

x
u





   

又因为 

        )
2
3

2
1()(2

2

y
u

x
u

ss
u

ss
u

















  

           )(
2
3)(

2
1

2

222

2

2

s
y

y
u

s
x

xy
u

s
y

yx
u

s
x

x
u























  

           )
2
3

2
1(

2
3)

2
3

2
1(

2
1

2

222

2

2

y
u

xy
u

yx
u

x
u











  

             2

22

2

2

4
3

2
3

4
1

y
u

yx
u

x
u








   

        )
2
1

2
3()(2

2

y
u

x
u

tt
u

tt
u

















  

            )(
2
1)(

2
3

2

222

2

2

t
y

y
u

t
x

xy
u

t
y

yx
u

t
x

x
u























  

            )
2
1

2
3(

2
1)

2
1

2
3(

2
3

2

222

2

2

y
u

xy
u

yx
u

x
u











  

          
2

22

2

2

4
1

2
3

4
3

y
u

yx
u

x
u








   



所以    2

2

2

2

2

2

2

2

y
u

x
u

t
u

s
u











   

 

 

 

 

 
 



习题 85 

    1 设 sin yexxy20 求
dx
dy  

    解 令 F(x y)sin yexxy2 则 Fxexy2 Fycos y2xy   

         
xyy

ey
xyy

ye
F
F

dx
dy x

y

x

2cos2cos

222





    

    2 设
x
y

yx arctanln 22   求
dx
dy  

    解 令
x
yyxyxF arctanln),( 22   则 

       222
22222

)(
)(1

1
2

21
yx
yx

x
y

x
yyx

x
yx

Fx 









   

       22
22222

1

)(1

1
2

21
yx
xy

x
x
yyx

y

yx
Fy 










   

       
yx
yx

F
F

dx
dy

y

x


   

    3 设 022  xyzzyx  求
x
z

 及

y
z

  

    解 令 xyzzyxzyxF 22),,(   则 

       
xyz
yz

Fx 1  
xyz
xzFy 2  

xyz
xyFz 1  

       
xyxyz

xyzyz
F
F

x
z

z

x






  

xyxyz

xyzxz
F

F

y
z

z

y






 2

 

    4 设
y
z

z
x ln  求

x
z

 及

y
z

   

    解 令
y
z

z
xzyxF ln),,(   则 

       
z

Fx
1  

yy
z

y
z

Fy
1)(1

2   22
11

z
zx

y
y
zz

xFz
   



所以   
zx

z
F
F

x
z

z

x





  

)(

2

zxy
z

F

F

y
z

z

y





   

             

    5 设 2sin(x2y3z )x2y3z 证明 1






y
z

x
z  

    证明 设 F(x y z)2sin(x2y3z)x2y3z 则 
         Fx2cos(x2y3z)1  
         Fy 2cos(x2y3z)222Fx  
         Fz2cos(x2y3z)(3)33Fx   

         
3
1

3








x

x

z

x

F
F

F
F

x
z  

3
2

3
2 






x

x

z

y

F
F

F

F

y
z   

于是     1
3
2

3
1 







z

z

z

x

F
F

F
F

y
z

x
z   

    6 设 xx(y z) yy(x z) zz(x y)都是由方程 F(x y z)0 所确定的具有连续偏

导数的函数 证明 1









x
z

z
y

y
x   

    解 因为 

       
x

y

F

F

y
x 

  

y

z

F
F

z
y 

  

z

x

F
F

x
z 

   

所以   1)()()( 









z

x

y

z

x

y

F
F

F
F

F

F

x
z

z
y

y
x   

    7 设(u v)具有连续偏导数 证明由方程(cxaz cybz)0 所确定的函数

zf(x y)满足 

             c
y
zb

x
za 





   

    证明 因为 

         
vu

u

vu

u

ba
c

ba
c

x
z














   

         
vu

v

vu

v

ba
c

ba
c

y
z














        



所以     c
ba

c
b

ba
c

a
y
zb

x
za

vu

v

vu

u 
















  

 

    8 设 ezxyz0 求 2

2

x
z


   

    解 设 F(x y z)ezxyz 则 

       Fxyz  Fzezxy 
xye

yz
F
F

x
z

z
z

x





   

      22

2

)(

)()(
)(

xye

y
x
zeyzxye

x
zy

x
z

xx
z

z

zz


















  

          2

22

)(

)(

xye
xye

yzyzexyyezy

z

z
zz





 3

2232

)(
22

xye
ezyzxyzey

z

zz


   

    9 设 z33xyza3 求
yx
z


2
 

    解 令 F(x y z)z3xyza3 则 

       
xyz

yz
xyz

yz
F
F

x
z

z

x










22 33
3  

xyz
xz

xyz
xz

F

F

y
z

z

y










22 33
3   

       )()( 2

2

xyz
yz

yx
z

yyx
z











  

           22

2

)(

)2())((

xyz

x
y
zzyzxyz

y
zyz










  

           22

2
2

2

)(

)2()()(

xyz

x
xyz

xzzyzxyz
xyz

xzyz










  

           32

2224

)(
)2(

xyz
yxxyzzz


   

    10 求由下列方程组所确定的函数的导数或偏导数  



    (1)设







2032 222

22

zyx
yxz  求

dx
dy  

dx
dz   

    解 视 yy(x) zz(x) 方程两边对 x 求导得 

       












0642

22

dx
dzz

dx
dyyx

dx
dyyx

dx
dz

 即












x
dx
dzz

dx
dyy

x
dx
dz

dx
dyy

32

22
  

解方程组得 

       
)13(2
)16(







zy
zx

x
y  

13 


z
x

dx
dz   

 

    (2)设







1
0
222 zyx

zyx
 求

dz
dx 

dz
dy   

    解 视 xx(z) yy(z) 方程两边对 z 求导得 

       












0222

01

z
dz
dy

y
dz
dxx

dz
dy

dz
dx

 即












z
dz
dyy

dz
dxx

dz
dy

dz
dx

222

1
  

解方程组得 

          
yx
zy

z
x





  

yx
xz

z
y





   

    (3)设







),(
),(

2yvxugv
yvuxfu

 其中 f g 具有一阶连续偏导数 求
x
u

 

x
v

  

    解 视 uu(x y) vv(x y) 方程两边对 x 求偏导得 

       


























x
vyvg

x
ug

x
v

x
vf

x
uxuf

x
u
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2)1(

)(
  即






















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)12(

)1(

g
x
vgyv

x
ug

fu
x
vf

x
ufx

  

解之得

       
122

1221

)12)(1(
)12(

gfgyvfx
gfgyvfu

x
u





  

1221

111

)12)(1(
)1(

gfgyvfx
fufxg

x
v






   

          
 



    (4)设







vuey
vuex

u

u

cos
sin  求

x
u

  

y
u

  

x
v

  

y
v

  

    解 视 uu(x y) vv(x y) 方程两边微分得 

       







vdvuvduduedy
vdvuvduduedx

u

u

sincos
cossin  即








dyvdvuduve
dxvdvuduve

u

u

sin)cos(
cos)sin(   

从中解出 du dv 得 

       dy
vve

vdx
vve

vdu uu 1)cos(sin
cos

1)cos(sin
sin





   

       dy
vveu

evdx
vveu

evdv u

u

u

u

]1)cos(sin[
sin

]1)cos(sin[
cos





   

从而   
1)cos(sin

sin






vve
v

x
u

u  
1)cos(sin

cos






vve
v

y
u

u   

        
]1)cos(sin[

cos






vveu
ev

x
v

u

u
 

]1)cos(sin[
sin







vveu
ev

y
v

u

u
  

    11 设 yf(x t) 而 t 是由方程 F(x y t)0 所确定的 x y 的函数 其中 f F 都具

有一阶连续偏导数 试证明 

         

t
F

y
F

t
f

x
F

t
f

t
F

x
f

dx
dy






















   

    证明 由方程组







0),,(
),(

tyxF
txfy

可确定两个一元隐函数






)(
)(

xtt
xyy  方 

程两边对 x 求导可得 

        

























0
dx
dt

t
F

dx
dy

y
F

x
F

dx
dt

t
f

x
f

dx
dy

  

移项得 
                   



        























x
F

dx
dt

t
F

dx
dy

y
F

x
f

dx
dt

t
f

dx
dy

  

 在 0
1





















y
F

t
f

t
F

t
F

y
F

t
f

D 的条件下 

        

y
F

t
f

t
F

x
F

t
f

t
F

x
f

t
F

x
F

t
f

x
f

Ddx
dy





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




















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





 1   

 
 



习题 86 

    1 求曲线 xtsin t y1cos t 
2

sin4 tz  在点 )22 ,1 ,1
2
 (  处的切线及法平面

方程  

    解 x(t)1cos t y(t)sin t 
2

cos2)( ttz    

    因为点 )22 ,1 ,1
2
 (  所对应的参数为

2
 t  故在点 )22 ,1 ,1

2
 (  处的切向量

为 )2 ,1 ,1(T   

    因此在点 )22 ,1 ,1
2
 (  处 切线方程为 

        
2

22
1

1
1

2
1 
 zyx 

  

法平面方程为 

        0)22(2)1(1)1
2

(1  zyx   即 4
2

2  zyx   

    

    2 求曲线
t

tx



1

 
t

ty 1  zt2在对应于 t1 的点处的切线及法平面方程 

    解 2)1(
1)(
t

tx


  2
1)(
t

ty   z(t)2t  

    在 t1所对应的点处 切向量 )2 ,1 ,
4
1( T  t1所对应的点为 )1 ,2 ,

2
1(  所以在

t1 所对应的点处 切线方程为 

        
2

1
1
2

4
1

2
1





 zyx
 即

8
1

4
2

1
2
1





 zyx
  

法平面方程为 

        0)1(2)2()
2
1(

4
1  zyx  即 2x8y16z10  

    3 求曲线 y22mx z2mx 在点(x0 y0 z0)处的切线及法平面方程 

    解 设曲线的参数方程的参数为 x 将方程 y22mx 和 z2mx 的两边 

对 x 求导 得 



         m
dx
dy

y 22   12 
dx
dzz   

所以
y
m

dx
dy   

zdx
dz

2
1   

    曲线在点(x0 y0 z0)的切向量为 )
2
1,,1(

00 zy
m T  所求的切线方程为 

        

0

0

0

00

2
11
z

zz

y
m

yyxx



   

法平面方程为 

        0)(
2
1)()( 0

0
0

0
0  zz

z
yy

y
mxx   

    4 求曲线






04532
03222

zyx
xzyx

在点(1 1 1)处的切线及法平面方程 

    解 设曲线的参数方程的参数为 x 对 x 求导得 

        












0532

03222

dx
dz

dx
dy

dx
dzz

dx
dy

yx
 即













253

3222

dx
dz

dx
dy

x
dx
dzz

dx
dy

y
  

解此方程组得 

        
zy

zx
dx
dy

610
15410


  

zy
yx

dx
dz

610
946


   

    因为
16
9

)1,1,1(


dx
dy  

16
1

)1,1,1(


dx
dz  所以 )

16
1 ,

16
9 ,1(T   

    所求切线方程为 

        

16
1
1

16
9

1
1

1



 zyx  即
1
1

9
1

16
1


 zyx   

法平面方程为 

        0)1(
16
1)1(

16
9)1(  zyx  即 16x9yz240  

    5 求出曲线 xt yt2 zt3 上的点 使在该点的切线平行于平面 x2yz4 

    解 已知平面的法线向量为 n(1 2 1)  

    因为 x1 y2t z3t2 所以参数 t 对应的点处的切向量为 T(1 2t 3t2)  

又因为切线与已知平面平行 所以  



        Tn0 即 14t3t20  

解得 t1 
3
1t  于是所求点的坐标为(1 1 1)和 )

27
1 ,

9
1 ,

3
1(   

    6 求曲面 ezzxy3 在点(210)处的切平面及法线方程 

    解 令 F(x y z)ezzxy3 则 

    n(Fx Fy Fz)|(2 1 0)(y x ez1)|(2 1 0)(1 2 0)  

点(21 0)处的切平面方程为 

        1(x2)2(y1)0(z0)0 即 x2y40  

法线方程为 

        
0

0
2

1
1

2  zyx   

    7 求曲面 ax2by2cz21 在点(x0 y0 z0)处的切平面及法线方程  

    解 令 F(x y z)ax2by2cz21 则  

        n(Fx Fy Fz)(2ax 2by 2cz)(ax by cz)  

在点(x0 y0 z0)处 法向量为(ax0 by0 cz0) 故切平面方程为 

        ax0(xx0)by0(yy0)cz0(zz0)0  

即      2
0

2
0

2
0000 czbyaxzczybyxax    

法线方程为 

        
0

0

0

0

0

0

cz
zz

by
yy

ax
xx    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    8 求椭球面 x2+2y2+z21 上平行于平面 xy2z0 的切平面方程 

    解 设 F(x y z)x2+2y2+z21 则 

        n(Fx Fy Fz)(2x 4y 2z)2(x 2y z)  

    已知切平面的法向量为(1 1 2) 因为已知平面与所求切平面平行 所以 

        
21

2
1

zyx 


  即 zx
2
1  zy

4
1   

代入椭球面方程得  

        1)
4

(2)
2

( 222  zzz   

解得
11
22z  则

11
22x  

11
2

2
1y   

所以切点坐标为 )
11
22,

11
2

2
1,

11
2(     

所求切平面方程为 

        0)
11
22(2)

11
2

2
1()

11
2(  zyx           

即      
2

112  zyx   

    9 求旋转椭球面 3x2y2z216上点(1 2 3)处的切平面与 xOy面的夹角的余

弦  

    解 xOy 面的法向为 n1(0 0 1)  

    令 F(x y z)3x2+y2 z216 则点(1 2 3)处的法向量为 

       n2(Fx Fy Fz )|(1 2 3)(6x 2y 2z)|(1 2 3)(6 4 6)  

点(1 2 3)处的切平面与 xOy 面的夹角的余弦为 

           
22
3

6461
6

||||
cos

222
21

21 






nn
nn   

 

    10 试证曲面 azyx  (a>0)上任何点处的切平面在各坐标轴上的截

距之和等于 a 



    证明 设 azyxzyxF ),,(  则 )
2

1,
2

1,
2

1(
zyx

n  

在曲面上任取一点 M(x0 y0 z0) 则在点 M 处的切平面方程为 

        0)(1)(1)(1
0

0
0

0
0

0

 zz
z

yy
y

xx
x

  

即      azyx
z
z

y
y

x
x  000

000

  

化为截距式 得 1
000


az
z

ay
y

ax
x   

所以截距之和为 

        azyxaazayax  )( 000000   

 



习题 87 

    1 求函数 zx2+y2在点(1 2)处沿从点(1 2)到点 )32 ,2(  的方向的方向导数 

    解 因为从点(1 2)到点 )32 ,2(  的向量为 )3 ,1(l  故 

        )cos ,(cos)
2
3 ,

2
1(

||


l
lel   

    又因为 

        22 )2,1()2,1(



 x
x
z  42 )2,1(

)2,1(



 y
y
z   

故所求方向导数为 

        321
2
34

2
12coscos 








 

y
z

x
z

l
z   

    2 求函数 zln(xy)在抛物线 y24x 上点(1 2)处 沿这抛物线在该点处偏向

x 轴正向的切线方向的方向导数 

    解 方程 y24x 两边对 x 求导得 2yy4 解得
y

y 2   

    在抛物线 y24x 上点(1 2)处 切线的斜率为 y(1)1 切向量为 l(1 1) 单

位切向量为 )cos ,(cos)
2

1 ,
2

1( le   

    又因为 

        
3
1 1

)2,1()2,1(








yxx
z  

3
1 1

)2,1()2,1(








yxy
z   

故所求方向导数为 

        
3
2

2
1

3
1

2
1

3
1coscos 








 

y
z

x
z

l
z   

    3 求函数 )(1 2

2

2

2

b
y

a
xz  在点 )

2
 ,

2
( ba 处沿曲线 12

2

2

2


b
y

a
x 在这点的内法

线方向的方向导数 



    解 令 1),( 2

2

2

2


b
y

a
xyxF  则 2

2
a

xFx   2
2
b

y
Fy    

从而点(x y)处的法向量为 

        )
2

 ,2() ,( 22 b
y

a
xFF yx n   

在 )
2

 ,
2

( ba 处的内法向量为 

        )2 ,2()
2

 ,2(
)

2
,

2
(22 bab

y
a

x
ba n   

单位内法向量为 

        )cos ,(cos) ,(
2222








ba

a
ba

b
ne   

    又因为 

        
aa

x
x
z

baba
22

)
2

,
2

(2)
2

,
2

(



  

bb
y

y
z

baba
22

)
2

,
2

(2)
2

,
2

(



   

所以    22
2222

222coscos ba
abba

a
bba

b
ay

z
x
z

n
z 














    

    4 求函数 uxy2z3xyz 在点(1 1 2)处沿方向角为
3
    

4
    

3
  

的方向的方向导数 

    解 因为方向向量为 )
2
1 ,

2
2 ,

2
1()cos,cos,(cos  l  又因为 

       1)( )2,1,1(
2

)2,1,1(



 yzy

x
u   

       0)2( )2,1,1(
)2,1,1(



 xzxy

y
u   

       11)3( )2,1,1(
2

)2,1,1(



 xyz

z
u   

所以   5
2
111

2
20

2
1)1(coscoscos 











 

z
u

y
u

x
u

l
u   



    5 求函数 uxyz 在点(512)处沿从点(5 1 2)到点(9 4 14)的方向的方向导

数 

    解  因为 l(95 41 142)(4 3 12) )
13
12 ,

13
3 ,

13
4(

||


l
lel  并且 

       2)2,1,5(
)2,1,5(



 yz

x
u  10)2,1,5(

)2,1,5(



 xz

y
u  5)2,1,5(

)2,1,5(



 xy

z
u   

所以   
13
98

13
125

13
310

13
42coscoscos 











 

z
u

y
u

x
u

l
u   

    6 求函数 ux2y2z2 在曲线 xt yt2 zt3 上点(1 1 1)处 沿曲线在该点的

切线正方向(对应于 t 增大的方向)的方向导  

    解 曲线 xt yt2 zt3 上点(1 1 1)对应的参数为 t1 在点(1 1 1)的切线正

向为 

       )3 ,2 ,1()3 ,2 ,1( 1
2  tttl  )

14
3,

14
2,

14
1(

||


l
lel   

又     22 )1,1,1()1,1,1(



 x

x
u  22 )1,1,1(

)1,1,1(



 y

y
u  22 )1,1,1()1,1,1(



 z

z
u   

所以   
14

12
14
32

14
22

14
12coscoscos

)1,1,1(












 

z
u

y
u

x
u

l
u   

    7 求函数 uxyz 在球面 x2y2z21 上点(x0 y0 z0)处 沿球面在该点的外

法线方向的方向导数  

    解 令 F(x y z)x2y2z21 则球面 x2y2z21 在点(x0 y0 z0)处的外法向量

为 

       )2 ,2 ,2() , ,( 000),,( 000
zyxFFF

zyxzyx n   

       )cos,cos,(cos) , ,(
|| 000  zyxn n

ne   

又    1









z
u

y
u

x
u   

所以  000000 111coscoscos zyxzyx
z
u

y
u

x
u

n
u 











    

    8 设 f(x y z)x22y23z2xy3x2y6z 求 grad f(0 0 0)及 grad f(1 1 1) 



    解 32 



yx
x
f  24 




xy
y
f  66 




z
z
f   

    因为    

       3)0,0,0( 



x
f  2)0,0,0( 




y
f  6)0,0,0( 




z
f   

       6)1,1,0( 



x
f  3)1,1,0( 




y
f  0)1,1,0( 




z
f   

所以   grad f(0 0 0)3i2j6k   

       grad f(1 1 1)6i3j  

    9 设 u v 都是 x y z 的函数 u v 的各偏导数都存在且连续 证明 

    (1) grad(uv)grad u grad v 

    解 kji
z

vu
y

vu
x

vu
vu








 )()()(

)(grad  

                kji )()()(
z
v

z
u

y
v

y
u

x
v

x
u

















  

                )()( kjikji
z
v

y
v

x
v

z
u

y
u

x
u

















  

                vu gradgrad    

    (2) grad (uv)vgrad uugrad v 

    解 kji
z

uv
y
uv

x
uv

uv







 )()()(

)(grad  

             kji )()()(
z
vu

z
uv

y
vu

y
uv

x
vu

x
uv

















  

             )()( kjikji
z
v

y
v

x
vu

z
u

y
u

x
uv

















  

             vgrad u ugrad v  

    (3) grad (u2)2ugrad u  

    解 kji
z

u
y
u

x
uu










222
2)(grad kji

z
uu

y
uu

x
uu








 222  

                uu
z
u

y
u

x
uu grad2)(2 








 kji   

 

    10 问函数uxy2z在点p(1 1 2)处沿什么方向的方向导数最大? 并求此方

向导数的最大值 



    解 kjikji 22 2 xyxyzzy
z
u

y
u

x
uu 








grad   

       kjikji   42)2()2 ,1 ,1( 
)2,1,1(

22 xyxyzzyugrad   

    grad u(1 1 2)为方向导数最大的方向 最大方向导数为 

        211)4(2|)2 ,1 ,1( 222 ugrad|   

 

 



习题 88 

    1 求函数 f(x y)4(xy)x2y2 的极值 

    解 解方程组







024),(
024),(

yyxf
xyxf

y

x  求得驻点为(22) 由于 

       Afxx(2 2)20 Bfxy(2 2)0 Cfyy(2 2)2 ACB20  

所以在点(2 2)处 函数取得极大值 极大值为 

       f(2 2)8  

    2 求函数 f(x y)(6xx2)(4yy2)的极值 

    解 解方程组







0)24)(6(),(
0)4)(26(),(

2

2

yxxyxf
yyxyxf

y

x   

得







2
3

y
x  








0
0

y
x  








4
0

y
x  








0
6

y
x  








4
6

y
x   

    因此驻点为(0 0) (0 4) (3 2) (6 0) (64) 

    函数的二阶偏导数为 

       fxx(x y)2(4yy2) fxy(x y)4(3x)(2y) fyy(x y)2(6xx2) 
    在点(0 0)处 fxx0 fxy24 fyy0 ACB22420 所以 f(0 0)不是极值  

    在点(0 4)处 fxx0 fxy24 fyy0 ACB22420 所以 f (0 4)不是极值  

    在点(3 2)处 fxx8 fxy0 fyy18 ACB28180 又 A0 所以 f(3 2)36 是

函数的极大值 

    在点(6 0)处 fxx0 fxy24 fyy0 ACB22420 所以 f(6 0)不是极值  

    在点(6 4)处 fxx0 fxy24 fyy0 ACB22420 所以 f(6 4)不是极值  

    综上所述 函数只有一个极值 这个极值是极大值 f(3 2)36  

    3 求函数 f(x y)e2x(xy22y)的极值 

    解 解方程组







0)22(),(
0)1422(),(

2

22

yeyxf
yyxeyxf

x
y

x
x  得驻点 )1 ,

2
1(    

    Afxx(x y)4e2x(xy 22y1) Bfxy(x y)4e2x(y1) Cfyy(x y)2e2x  

    因为在点 )1 ,
2
1(  处 A2e0 B0 C2e ACB24e20  

所以函数在点 )1 ,
2
1(  处取得极小值 极小值为

2
)1 ,

2
1( ef    

    4 求函数 zxy 在适合附加条件 xy1 下的极大值 



    解 条件 xy1 可表示为 y1x 代入 z xy 于是问题化为 zx(1x)的无条件

极值问题  

    x
dx
dz 21  22

2


dx
zd   

    令 ,0
dx
dz  得驻点

2
1x  因为 02

2
12

2


xdx
zd  所以

2
1x 为极大值点 极大值

为
4
1)

2
11(

2
1 z   

    5 从斜边之长为 l 的一切直角三角形中 求有最大周界的直角三角形 

    解 设直角三角形的两直角边之长分别为 x y 则周长 

        Sxyl(0xl  0yl)  

    因此 本题是在 x2+y2l2 下的条件极值问题 作函数 

        F(x y)xyl+(x2+y2l2)   

    解方程组











222

021
021

lyx

yF
xF

y

x




 得唯一可能的极值点
2
lyx    

根据问题性质可知这种最大周界的直角三角形一定存在 所以斜边之长为 l 的一

切直角三角形中 周界最大的是等腰直角三角形 

    6 要造一个容积等于定数 k 的长方体无盖水池 应如何选择水池的尺寸方可

使表面积最小 

    解 设水池的长为 x 宽为 y 高为 z 则水池的表面积为 

        Sxy2xz2yz(x0 y0 z0)  

    本题是在条件 xyzk 下 求 S 的最大值 

    作函数 F(x y z)xy2xz2yz(xyzk)  

    解方程组
















kxyz
xyyxF

xzzxF
yzzyF

z

y

x

022
02
02





  

得唯一可能的极值点 )2
2
1 ,2 ,2( 333 kkk   

    由问题本身可知 S 一定有最小值 所以表面积最小的水池的长和宽都应为



.23 k 高为 3 2
2
1 k  

    7 在平面 xOy 上求一点 使它到 x0 y0 及 x2y160 三直线距离平方之和

为最小 

   解 设所求点的坐标为(x y) 则此点到 x0 的距离为|y|到 y0 的距离为|x| 到

x2y160 的距离为
221

|162|


 yx  而距离平方之和为 

        222 )162(
5
1  yxyxz  

    解方程组


















0)162(
5

4
2

0)162(
5

2
2

yxy
y

z

yxx
x

z

 即







03292
083

yx
yx   

得唯一的驻点 )
5

16 ,
5
8(  根据问题的性质可知 到三直线的距离平方之和最小的点

一定存在 故 )
5

16 ,
5
8( 即为所求 

    8 将周长为 2p 的矩形绕它的一边旋转而构成一个圆柱体 问矩形的边长各

为多少时 才可使圆柱体的体积为最大？ 

   解 设矩形的一边为 x 则另一边为(px) 假设矩形绕 px 旋转 则旋转所成圆

柱体的体积为 Vx2(px)      

    由 0)32()(2 2  xpxxxpx
dx
dV   求得唯一驻点 px

3
2  

    由于驻点唯一 由题意又可知这种圆柱体一定有最大值 所以当矩形的边长

为
3

2p
和

3
p
时 绕短边旋转所得圆柱体体积最大 

    9 求内接于半径为 a 的球且有最大体积的长方体 

    解 设球面方程为 x2+y2z2a2 (x y z)是它的各面平行于坐标面的内接长方体

在第一卦限内的一个顶点 则此长方体的长宽高分别为 2x 2y 2z 体积为 

             V2x2y2z8xyz  

    令 F(x y z)8xyz(x2y2z2a2)   



    解方程组















2222

028
028
028

azyx
zxyF
yxzF
xyzF

z

y

x





 即















2222

04
04
04

azyx
zxy
yxz
xyz





   

得唯一驻点 )
3

,
3

,
3

( aaa   

    由题意可知这种长方体必有最大体积 所以当长方体的长、宽、高都为
3

2a 时

其体积最大 

    10 抛物面 zx2+y2 被平面 xyz1 截成一椭圆 求原点到这椭圆的最长与最

短距离 

    解 设椭圆上点的坐标(x y z) 则原点到椭圆上这一点的距离平方为 

d2x2+y2+z2 其中 x y z 要同时满足 zx2y2和 xyz1  

    令 F(x y z)x2y2z21(zx2y2)2(xyz1)   

    解方程组













02

022

022

21

21

21






zF

yyF

xxF

z

y

x

  

得驻点
2

31
 yx  32z  它们是可能的两个极值点 由题意这种距离的

最大值和最小值一定存在 所以距离的最大值和最小值在两点处取得 因为在驻

点处 

        359)32()
2

31(2 222222   zyxd   

所以 3591 d 为最长距离 3592 d 为最短距离  

 



  总习题八 

    1 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格内  

    (1)f(x y)在(x y)可微分是 f(x y)在该点连续的______条件 f(x y)在点连续是 f(x y)在该

点可微分的______条件  

    解 充分 必要  

    (2)zf(x y)在点(x y)的偏导数
x
z



及
y
z



存在是 f(x y)在该点可微分的______条件 z 

f(x y)在点(x y)可微分是函数在该点的偏导数
x
z



及
y
z



存在的______条件  

    解 必要 充分  

    (3)zf(x y)的偏导数
x
z



及
y
z



在(x y)存在且连续是 f(x y)在该点可微分的______条件  

    解 充分  

    (4)函数 zf(x y)的两个二阶偏导数
yx
z


2
及

xy
z


2
在区域D内连续是这两个二阶混合偏

导数在 D 内相等的______条件  

    解 充分  

    2 选择下述题中给出的四个结论中一个正确的结论  

    设函数 f(x y)在点(0 0)的某邻域内有定义 且 f x(0 0)3 f y(0 0)1 则有______  

    (A)dz|(0 0)3dxdy   

    (B)曲面 zf(x y)在点(0 0 f(0 0))的一个法向量为(3 1 1)  

    (C)曲线







0
),(

y
yxfz

在点(0 0 f(0 0))的一个切向量为(1 0 3) 

    (D)曲线







0
),(

y
yxfz

在点(0 0 f(0 0))的一个切向量为(3 0 1) 

    解 (C)  

    3 求函数
)1ln(

4
),( 22

2

yx
yx

yxf



 的定义域 并求 ),(lim

)0,
2
1(),(

yxf
yx 

  

    解   函数的定义域为{(x y )| 0x2y21, y 24x} 

    因为 D)0  ,
2
1(  故由初等函数在定义域内的连续性有  



    

4
3ln

2
)1ln(

4
)1ln(

4
lim),(lim

)0,
2
1(22

2

22

2

)0,
2
1(),()0,

2
1(),(











 yx

yx
yx

yx
yxf

yxyx
  

    4 证明极限 42

2

)0,0(),(
lim

yx
xy

yx 
不存在  

    解  因为 0
2

limlim 2

3

042

2

)0,0(),(


 

 x

x
yx

xy
x

xy
yx

  

            
2
1limlim 44

4

042

2

)0,0(),(
2





 


 yy

y
yx

xy
y

yx
yx

  

所以 42

2

)0,0(),(
lim

yx
xy

yx 
不存在         

    5 设











0        0

0   
),(

22

22
22

2

yx

yx
yx
yx

yxf  求 f x(x y) f y(x y)  

    解 当 x2y20 时 

       222

222

22

2

)(
2)(2

)(),(
yx

xyxyxxy
yx
yx

x
yxfx 




 222

3

)(
2

yx
xy


   

       222

2222

22

2

)(
2)(

)(),(
yx

yyxyxx
yx
yx

y
yxfy 




 222

222

)(
)(

yx
yxx


   

    当 x2y20 时 

       00lim
)0,0()0,0(

lim)0,0(
00 xx

fxf
f

xx
x 







  

       00lim
)0,0()0,0(

lim)0,0(
00 yy

fyf
f

yy
y 







  

    因此 











00

0   
)(

2
),(

22

22
222

3

yx

yx
yx

xy
yxfx   



         













00

0  
)(

)(
),(

22

22
222

222

yx

yx
yx

yxx
yxfy   

 

 

    6 求下列函数的一阶和二阶偏导数  

    (1)zln(xy2)  

    解 2
1
yxx

z




  222

2

)(
1
yxx

z




   

      2
2

yx
y

y
z





  22

2

22

22

2

2

)(
)(2

)(
4)(2

yx
yx

yx
yyx

y
z








   

      222

2

)(
2

)1(
yx
y

yxyyx
z








  

    (2)zxy 

    解 1

 yyx
x
z  2

2

2
)1( 


 yxyy
x
z   

       xx
y
z y ln

  xx

y
z y 2
2

2
ln


   

       )ln1(ln)( 1111
2

xyxxyxxyx
yyx

z yyyy 




    

    7 求函数 22 yx
xy

z


 当 x2 y1 x0001 y003 时的全增量和全微分  

    解 02.0
3
2

)03.1()01.2(
)03.1()01.2(

22 

z  

    因为 222

23

)(
)(

yx
yxy

x
z





  222

23

)( yx
xyx

y
z





   

        
9
5

)1,2( 


x
z  

9
10

)1,2( 


y
z   



所以  03.0)1,2()1,2(
03.0,1
01.0,2 








 y

y
zx

x
zdz

yy
xx   

 

    8 设











0           0

0   
)(),(

22

22
2/322

22

yx

yx
yx
yx

yxf  证明 f(x y)在点(0 0)处连续且偏导数存在 

但不可微分  

    证明 因为 22
2/322

222

2/322

22

)(
)(

)(
0 yx

yx
yx

yx
yx 





  且 0lim 22

)0,0(),(



yx

yx
  

所以 )0 ,0(0),(lim
)0,0(),(

fyxf
yx




 即 f(x y)在点(0 0)处连续  

    因为 00lim
)0,0()0,0(

lim)0,0(
0








 xx

fxf
f

xx
x   

        00lim
)0,0()0,0(

lim)0,0(
0








 yx

fyf
f

yy
y   

所以 f(x y)在点(0 0)处的偏导数存在  

    因为 2/322

22

])()[(
)()(

])0,0()0,0([
yx
yx

yfxfz yx 
   

        0
4
1

])(2[
)(

lim
])()[(

)()(

lim 2/32

4

0

2/322

22

0










 x
xyx

yx

x
yx


  

所以 f(x y)在点(0 0)处不可微分  

    9 设 ux y 而 x(t) y(t)都是可微函数 求
dt
du   

    解 )(ln)(1 txxtyx
dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du yy  





    

    10 设 zf(u v w)具有连续偏导数 而 u  v  wx 求

z  


z  


z   

    解 
w
z

v
zw

w
zv

v
zu

u
zz





























  

       
w
z

u
zw

w
zv

v
zu

u
zz





























 



       
v
z

u
zw

w
zv

v
zu

u
zz





























  

    11 设 zf(u x y) uxey 其中 f 具有连续的二阶偏导数 求
yx
z


2
  

    解 xu
y

xu ffef
x
uf

x
z 





   

       )()()(
2

xu
y

u
y

xu
y f

y
f

y
efeffe

yyx
z 













 

           )()( xyxuuyuu
y

u
y f

y
uff

y
ufefe 





  

           )()( xyxu
y

uyuu
yy

u
y ffxeffxeefe   

           xyxu
y

uy
y

uu
y

u
y ffxefefxefe  2   

    12 设 xeu cos v yeu sin v zuv 试求
x
z



和
y
z

   

    解 
x
vu

x
uv

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z




















   

       
y
vu

y
uv

y
v

v
z

y
u

u
z

x
z




















   

而由 xeu cos v yeu sin v 得 

        







vdvevduedy
vdvevduedx

uu

uu

cossin
sincos

  

解得 vdyevdxedu uu sincos    vdyevdxedv uu cossin     

 

从而 ve
x
u u cos

  ve

y
u u sin

  ve

x
v u sin

  ve

y
v u cos

   

    因此 

       )sincos()sin(cos vuvveveuvve
x
z uuu 

    

       )cossin(cossin vuvvevuevve
x
z uuu 

   

    另解 由 xeu cos v yeu sin v 得 



        







vdvevduedy
vdvevduedx

uu

uu

cossin
sincos

  

解得 vdyevdxedu uu sincos    vdyevdxedv uu cossin    

    又由 zuv 得 

       udvduvdudz   

         )cossin()sincos( vdyevdxeuvdyevdxev uuuu    

         dyvuvvedxvuvve uu )cossin()sincos(     

从而    )sincos( vuvve
x
z u 

   )cossin( vuvve

y
z u 

    

    13 求螺旋线 xacos yasin zb在点(a 0 0)处的切线及法平面方程  

    解 点(a 0 0)对应的参数为0 所以点(a 0 0)处的切向量为 

       ) , ,0() ,cos ,sin(),,(
0

0
babaa

d
dz

d
dy

d
dx  








T   

所求的切线方程为 

       
b
z

a
yax 

0
  

法平面方程为 

        a(y0)b(z0)0 即 aybz0  

    14 在曲面 zxy 上求一点 使这点处的法线垂直于平面 x3yz90 并写出这法线的

方程  

    解 已知平面的法线向量为 n0(1 3 1)  

    设所求的点为(x0 y0 z0) 则曲面在该点的法向量为 n(y0 x0 1) 由题意知 

         n//n0 即
1
1

31
00  xy

  

于是 x03 y01 z0x0y03  

即所求点为(3 1 3) 法线方程为 

        
1

3
3

1
1

3  zyx   

     

    15 设 el(cos  sin) 求函数 f(x y)x2xyy2在点(1 1)沿方向 l 的方向导数 并分别

确定角 使这导数有(1)最大值 (2)最小值 (3)等于 0  



    解 由题意知 l 方向的单位向量为(cos cos)(cos  sin) 即方向余弦为 

coscos  cossin   

    因为 

        fx(1 1)(2xy)|(1 1)1  

        fy(1 1)(x2y)|(1 1)1  

所以在点(1 1)沿方向 l 的方向导数为 

        )
4

sin(2sincoscos)1  ,1(cos)1  ,1(
)1,1(

 



yx ff
l
f

  

    因此 

    (1)当
4
  时 方向导数最大 其最大值为 2   

    (2)当
4

5  时 方向导数最小 其最小值为 2  

    (3)当
4

3  及
4

7
时 方向导数为 0  

    16 求函数 ux2y2z2在椭球面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

上点M0(x0 y0 z0)处沿外法线方向的方

向导数  

    解 椭球面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

上点 M0(x0 y0 z0)处有外法向量为 ),,( 2
0

2
0

2
0

c
z

b
y

a
xn  其单位

向量为 

        ),,(1)cos,cos,(cos 2
0

2
0

2
0

4

2

4

2

4

2 c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

a
x

n


 e   

    因为 

       ux(x0 y0 z0)2x0 uy(x0 y0 z0)2y0 uz(x0 y0 z0)2z0 

所以 所求方向导数为 

         cos),,(cos),,(cos),,( 000000000
),,( 000

zyxuzyxuzyxu
n
u

zyx
zyx



  

                

4

2

4

2

4

22
0

02
0

02
0

0

4

2

4

2

4

2

2)222(1

c
z

b
y

a
xc

z
z

b
y

y
a
x

x

c
z

b
y

a
x 




   



    17 求平面 1
543
 zyx

和柱面 x2y21 的交线上与 xOy 平面距离最短的点  

    解 设 M(x y z)为平面和柱面的交线上的一点 则 M 到 xOy 平面的距离为 d(x y z)|z| 

问题在于求函数 f(x y z)|z|2z2 在约束条件 1
543
 zyx

和 x2y21 下的最不值  

    作辅助函数  

        )1()1
543

(),,( 222  yxzyxzzyxF    

    令   


































1

1
543

0
5

2

02
4

02
3

22 yx

zyx

z
z
F

y
y
F

x
x
F







  

解方程组得 

       
5
4x  

5
3y  

12
35z   

    因为可能的极值点只有 )
12
35 ,

5
3 ,

5
4( 这一个 所以这个点就是所求之点  

         

    18 在第一卦限内作椭球面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

的切平面 使该切平面与三坐标面所围成

的四面体的体积最小 求这切平面的切点 并求此最小体积  

    解 令 1),,( 2

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
xzyxF  则 

       2
2
a

xFx   2
2
b

y
Fy   2

2
c
zFz    

椭球面上点 M(x y z)处的切平面方程为 

       0)()()( 222  zZ
c
zyY

b
y

xX
a
x  即 1222 

c
zZ

b
yY

a
xX   

切平面在三个坐标轴上的截距分别为 



       
x

aX
2

0   
y

bY
2

0   
z

cZ
2

0    

切平面与三个坐标面所围的四面体的体积为 

       
xyz

cbaV
222

6
1    

    现将问题化为求函数
xyz

cbaV
222

6
1  在条件 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

下的最小值的问题 或求

函数 f(x y z)xyz 在 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

下的最大值的问题  

    作辅助函数 )1(),,( 2

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
xxyzzyxF    

    令  






























1

02

0
2

02

2

2

2

2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x

c
zxy

z
F

b
y
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解方程组得 

       
3

ax  
3

by   
3

cz    

    于是 所求切点为 )
3

 ,
3

 ,
3

( cya  此时最小体积为 abcV
2
3   

 

 



习题 91 

    1 设有一平面薄板(不计其厚度) 占有 xOy面上的闭区域D 薄板上分布有密

度为 (x, y)的电荷 且(x, y)在 D 上连续 试用二重积分表达该板上全部电荷

Q  

    解 板上的全部电荷应等于电荷的面密度(x, y)在该板所占闭区域D上的二重

积分

                        
D

dyxQ  ),(    

    2 设  
1

322
1 )(

D

dyxI   其中 D1{(x y)|x1 2y2  

    又  
2

322
2 )(

D

dyxI   其中 D2{(x y)|0x1 0y2}  

试利用二重积分的几何意义说明 I1 与 I2 的关系  

 

    解 I1 表示由曲面 z(x2y2)3 与平面 x1 y2 以及 z0 围成的立体 V 的体积  

    I2表示由曲面 z(x2y2)3与平面 x0 x1 y0 y2 以及 z0 围成的立体 V1的体

积 

    显然立体 V 关于 yOz 面、xOz 面对称 因此 V 1是 V 位于第一卦限中的部分 故 

         V4V1 即 I14I2     

    3 利用二重积分的定义证明  

    (1)  
D

d   (其中为 D 的面积)  

    证明 由二重积分的定义可知  

         



D

n

i
iiifdyxf

10
),(lim),( 


 

其中i表示第 i 个小闭区域的面积 

    此处 f(x, y)1, 因而 f( )1, 所以 

        



 

010
limlim

D

n

i
id   

 



    (2)  
D D

dyxfkdyxkf  ),(),(  (其中 k 为常数)  

    证明  



n

i
iii

D

n

i
iii fkkfdyxkf

1010
),(lim),(lim),( 


 

          


D

n

i
iii dyxfkfk 


),(),(lim

10
  

    (3)   
21

),(),(),(
DD D

dyxfdyxfdyxf    

其中 DD1D2 D1、D2 为两个无公共内点的闭区域  

    证明 将 D1 和 D2 分别任意分为 n1 和 n2 个小闭区域
1i

 和
2i

 ,  

n1n2n, 作和 

        



2

2

222

1

1

111
111

),(),(),(
n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii fff    

    令各
1i

 和
2i

 的直径中最大值分别为1 和2, 又max(12), 则有 

         



n

i
iiif

10
),(lim 






2

2

222
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1

1
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1 1010

),(lim),(lim
n

i
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n

i
iii ff 


  

即        
21

),(),(),(
DDD

dyxfdyxfdyxf    

  

    4 根据二重积分的性质 比较下列积分大小  

    (1)  
D

dyx 2)( 与,  
D

dyx 3)(  其中积分区域 D 是由 x 轴 y 轴与直线 

xy1 所围成  

  解 区域 D 为 D{(x y)|0x 0y xy1} 因此当(x y)D 时 有(xy)3(xy)2 

从而 

         
D

dyx 3)(   
D

dyx 2)(   

    (2)  
D

dyx 2)( 与  
D

dyx 3)( 其中积分区域 D 是由圆周(x2)2(y1)22 



所围成 

    解 区域 D 如图所示 由于 D 位于直线 xy1 的上方 所以当(x y)D 时 

xy1 从而(xy)3(xy)2 因而 

         
DD

dyxdyx  32 )()(   

    (3)  
D

dyx )ln( 与  
D

dyx 3)( 其中 D 是三角形闭区域 三角顶点分别为(1 0), 

(1 1), (2 0)  

    解 区域 D 如图所示 显然当(x y)D 时 1xy2 从而 0ln(xy)1 故有 

        [ln(xy)]2 ln(xy)  

因而     
DD

dyxdyx  )ln()][ln( 2  

    (4)  
D

dyx )ln( 与  
D

dyx 3)( 其中 D{(x y)|3x5 0y1}     

    解 区域 D 如图所示 显然 D 位于直线 xye 的上方 故当(x y)D 时, xye 

从而 

        ln(xy)1  

因而    [ln(xy)]2ln(xy), 

故       
DD

dyxdyx  2)][ln()ln(   

    5 利用二重积分的性质估计下列积分的值  

    (1)  
D

dyxxyI )(  其中 D{(x y)| 0x1 0y1}   

    解 因为在区域 D 上 0x1 0y1 所以 

         0xy1, 0xy2  

进一步可得 

         0xy(xy)2  

于是       
D DD

ddyxxyd  2)(0   

即      
D

dyxxy 2)(0    

 

 

 



    (2) 
D

ydxI 22 sinsin , 其中 D{(x y)| 0x 0y}  

    解 因为 0sin2x1 0sin2y1 所以 0sin2x sin2y1 于是可得 

           
D DD

dydxd  1sinsin0 22   

即        
D

ydx 222 sinsin0   

    (3)  
D

dyxI )1( , 其中 D{(x y)| 0x1 0y2}  

    解 因为在区域 D 上 0x1 0y2 所以 1xy14 于是可得 

           
D DD

ddyxd  4)1( 

即        
D

dyx 8)1(2    

      
D

dyxI )94( 22 , 其中 D{(x y)| x2y2 4}  

    解 在 D 上 因为 0x2y24 所以 

          9x24y294(x2y2)925  

于是       
D DD

ddyxd  25)94(9 22 

          
D

dyx 2222 225)94(29  

即        
D

dyx  100)94(36 22 

 
 



    习题 92 
    1 计算下列二重积分  

    (1)  
D

dyx )( 22  其中 D{(x y)| |x|1 |y|1} 

    解 积分区域可表示为 D 1x1 1y1 于是 

        
D

dyx )( 22 ydyxdx  


1

1

1

1
22 )( xdyyx 
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       xdx 
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3
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2[  xx

3

8
   

    (2)  
D

dyx )23(  其中 D 是由两坐标轴及直线 xy2 所围成的闭区域  

    解 积分区域可表示为 D 0x2 0y2x 于是 

        
D

dyx )23( ydyxdx
x

 



2

0

2

0
)23( dxyxy x 

2

0 0
22]3[  

       dxxx 
2
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2)224( 0

232 ]
3
24[ xxx 

3
20   

    (3)  
D

dyyxx )3( 223  其中 D{(x y)| 0x1 0y1} 

    解  
D

dyyxx )3( 323  
1

0
3231

0
)3( dxyyxxdy  

1

0 0
133
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[ dyxyyxx  

        
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0
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1( dyyy 0

1
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yyy  1
4
1

2
1

4
1    

    (4)  
D

dyxx )cos(  其中 D 是顶点分别为(0 0) ( 0) 和( )的三角形闭区

域  
        
    解 积分区域可表示为 D 0x 0yx 于是  

        
D

dyxx )cos(  
x

dyyxxdx
00

)cos(


 


0 0)][sin( dxyxx x  

       

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)sin2(sin dxxxx  


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)cos2cos

2
1( xxxd  

       

       0|)cos2cos
2
1( xxx dxxx 



0
)cos2cos

2
1( 

2
3   

        



    2 画出积分区域 并计算下列二重积分  

    (1) 
D

dyx   其中 D 是由两条抛物线 xy   2xy  所围成的闭区域  

    解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 0x1 xyx 2 } 于是 

       
D

dyx   
1

0 2
dyyxdx
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x 
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2[ dxyx x
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  dxxx   

    (2) 
D

dxy 2  其中 D 是由圆周 x2y24 及 y 轴所围成的右半闭区域  

    解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 2y2 240 yx  } 于是 

        






2

2

4
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224
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2
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1[ dyyxdxxydydxy yy

D

  
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2
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2
5342   yydyyy   

    (3)  

D

yx de   其中 D{(x y)| |x||y|1}  

    解 积分区域图如 并且 
        D{(x y)| 1x0 x1yx1}{(x y)| 0x1 x1yx1}  
于是 

       







 
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1
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x

yxx
x

yx  
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1[ 


  xx eexxee ee1  

    (4)  
D

dxyx )( 22  其中 D 是由直线 y2 yx 及 y2x 轴所围成的闭区域  

    解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 0y2 yxy 
2
1 } 于是 

        
2

0 2

223

2

222
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2
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  
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    3 如果二重积分 
D

dxdyyxf ),( 的被积函数 f(x y)是两个函数 f1(x)及 f2(y)的乘积 

即 f(x y) f1(x)f2(y) 积分区域D{(x y)| axb c yd} 证明这个二重积分等于两

个单积分的乘积 即 

             ])([])([)()( 2121 dyyfdxxfdxdyyfxf
d

c

b

a
D

   

    证明 dxdyyfxfdyyfxfdxdxdyyfxf
d

c

b

a

d

c

b

a
D

  ])()([)()()()( 212121   

而         
d

c

d

c
dyyfxfdyyfxf )()()()( 2121   

故        dxdyyfxfdxdyyfxf
b

a

d

c
D

   ])()([)()( 2121   

由于 
d

c
dyyf )(2 的值是一常数 因而可提到积分号的外面 于是得 

             ])([])([)()( 2121 dyyfdxxfdxdyyfxf
d

c

b

a
D

   

 

    4 化二重积分 
D

dyxfI ),( 为二次积分(分别列出对两个变量先后次序不同

的两个二次积分) 其中积分区域 D 是  
    (1)由直线 yx 及抛物线 y24x 所围成的闭区域  

    解　积分区域如图所示 并且 

D{(x y)| xyxx 2 ,40  } 或 D{(x y)| yxyy  2

4
1 ,40 } 

所以  
x

x
dyyxfdxI

24

0
),( 或 

y
y dxyxfdyI
4

4

0
2 ),(   

    (2)由 x 轴及半圆周 x2y2r2(y0)所围成的闭区域  

    解　积分区域如图所示 并且 



        D{(x y)| 220 , xryrxr  } 

     或 D{(x y)| 2222 ,0 yrxyrry  } 

所以   





22

0
),(

xrr

r
dyyxfdxI  或 






22

22
),(

0

yr

yr

r
dxyxfdyI  

    (3)由直线 yx x2 及双曲线
x

y 1 (x>0)所围成的闭区域  

    解　积分区域如图所示 并且 

        D{(x y)| xy
x

x  1 ,21 } 

     或 D{(x y)| 21 ,1
2
1  x

y
y }{(x y)| 2 ,21  xyy } 

所以   
x

x

dyyxfdxI
1

),(
2

1
 或    

2 2

1

21

1
2
1

),(),(
y

y
dxyxfdydxyxfdyI   

    (4)环形闭区域{(x y)| 1x2y24}  

    解 如图所示 用直线 x1 和 x1 可将积分区域 D 分成四部分 分别记做 D1 
D2 D3 D4  于是 

        
4321

),(),(),(),(
DDDD

dyxfdyxfdyxfdyxfI       

         













2

2

2

2

4

4

4

1

1

1

1

2
),(),(

x

x

x

x
dyyxfdxdyyxfdx  

         









2

2

2

2

1

4

4

4

2

1

1

1
),(),(

x

x

x

x
dyyxfdxdyyxfdx  

    用直线 y1 和 y1 可将积分区域 D 分成四部分 分别记做 D1 D2 D3 D 4  



如图所示 于是 

        
4321

),(),(),(),(
DDDD

dyxfdyxfdyxfdyxfI   

         









2

2

2

2

4

4

1

4

1

1

2

1
),(),(

y

y

y

y
dxyxfdydxyxfdy  

         













2

2

2

2

4

1

4

4

1

2

1

1
),(),(

y

y

y

y
dxyxfdydxyxfdy  

    5 设 f(x y)在 D 上连续 其中 D 是由直线 yx、ya 及 xb(b>a)围成的闭区域   

证明  
b

y

b

a

x

a

b

a
dxyxfdydyyxfdx ),(),(   

    证明 积分区域如图所示 并且积分区域可表示为 

        D{(x y)|axb ayx} 或 D{(x y)|ayb yxb}  

于是    
D

dyxf ),( 
x

a

b

a
dyyxfdx ),(  或 

D

dyxf ),( 
b

y

b

a
dxyxfdy ),(   

因此     
b

y

b

a

x

a

b

a
dxyxfdydyyxfdx ),(),(  

    6 改换下列二次积分的积分次序  

    (1) 
y

dxyxfdy
0

1

0
),(   

    解 由根据积分限可得积分区域 D{(x y)|0y1 0xy} 如图  
    因为积分区域还可以表示为 D{(x y)|0x1 xy1} 所以 

        
11

00

1

0
),(),(

x

y
dyyxfdxdxyxfdy   

    (2) 
y

y
dxyxfdy

22

0 2
),(   

    解 由根据积分限可得积分区域 D{(x y)|0y2 y2x2y} 如图  



    因为积分区域还可以表示为 D{(x y)|0x4 xyx 
2

} 所以 

       
y

y
dxyxfdy

22

0 2
),(  

4

0
2

),(
x

x dyyxfdx   

    (3) 




2

2

1

1

1

0
),(

y

y
dxyxfdy      

    解 由根据积分限可得积分区域 }11 ,10|),{( 22 yxyyyxD   如图  

    因为积分区域还可以表示为 }10 ,11|),{( 2xyxyxD   所以 

      









22

2

1

0

1

1

1

1

1

0
),(),(

xy

y
dyyxfdxdxyxfdy  

    (4)  




2

1

2

2

2

),(
xx

x
dyyxfdx   

    解 由根据积分限可得积分区域 }22 ,21|),{( 2xxyxxyxD   如图  

    因为积分区域还可以表示为 }112 ,10|),{( 2yxyyyxD   所以 

        




2

1

2

2

2

),(
xx

x
dyyxfdx  






1

0

11

2

2

),(
y

y
dxyxfdy   

    (5)  
e x

dyyxfdx
1

ln

0
),(   

    解 由根据积分限可得积分区域 D{(x y)|1xe 0yln x} 如图  
    因为积分区域还可以表示为 D{(x y)|0y1 eyx e} 所以 

        
e x

dyyxfdx
1

ln

0
),(  

1

0
),(

e

e y
dxyxfdy  

    (6)  

x

x dyyxfdx
sin

2
sin0

),(


(其中 a0)．   

    解 由根据积分限可得积分区域 }sin
2

sin ,0|),{( xyxxyxD    如图  

    因为积分区域还可以表示为 

        }arcsin2 ,01|),{(  xyyyxD  



            }arcsinarcsin ,10|),{( yxyyyx     

所以   





y

yy

x

x dxyxfdydxyxfdydyyxfdx
arcsin

arcsin

1

0arcsin2

0

1

sin

2
sin0

),(),(),(


  

                           
    7 设平面薄片所占的闭区域 D 由直线 xy2 yx 和 x 轴所围成 它的面密度

为 (x y)x2y2 求该薄片的质量  
    解 如图 该薄片的质量为 

       
D

dyxM  ),(  
D

dyx )( 22  



1

0

2 22 )(
y

y
dxyxdy  

          
1

0
323 ]

3
72)2(

3
1[ dyyyy

3
4   

    8 计算由四个平面 x0 y0 x1 y1 所围成的柱体被平面 z0 及 2x3yz6
截得的立体的体积  
    解 四个平面所围成的立体如图 所求体积为 

        
D

dxdyyxV )326(  
1

0

1

0
)326( dyyxdx  

         
1

0
1
0

2]
2
326[ dxyxyy  

1

0 2
7)2

2
9( dxx   

                                     
    9 求由平面 x0 y0 xy1 所围成的柱体被平面 z0 及抛物面 x2y26z 截
得的立体的体积  
    解 立体在 xOy 面上的投影区域为 D{(x y)|0x1 0y1x} 所求立体的体

积为以曲面 z6x2y2 为顶 以区域 D 为底的曲顶柱体的体积 即 

        
D

dyxV )6( 22  



1

0

1

0
22 )6(

x
dyyxdx

6
17  

    10 求由曲面 zx22y2 及 z62x2y2 所围成的立体的体积  

    解 由







22

22

26
2

yxz
yxz

消去 z 得 x2+2y2=62x2y2 即 x2y2=2 故立体在 xOy 面

上的投影区域为 x2y22 因为积分区域关于 x 及 y 轴均对称 并且被积函数关于

x y 都是偶函数 所以 

        
D

dyxyxV )]2()26[( 2222  
D

dyx )336( 22  



        



22

0
222

0
)2(12

x
dyyxdx 6)2(8

2

0
32   dxx   

    11 画出积分区域 把积分 
D

dxdyyxf ),( 表示为极坐标形式的二次积分 其中

积分区域 D 是  
    (1){(x y)| x2y2a2}(a>0)      
    解　积分区域 D 如图 因为 D{( )|02 0a} 所以 
         

        
DD

ddfdxdyyxf  )sin,cos(),(  

                   



2

0 0
)sin,cos( dfd

a
  

    (2){(x y)|x2y22x}       

    解 积分区域 D 如图 因为 }cos20 ,
22

|),{(  D  所以 

         

        
DD

ddfdxdyyxf  )sin,cos(),(  

                   
 2

2

cos2

0
)sin,cos(






 dfd   

    (3){(x y)| a2x2y2b2} 其中 0ab  
    解 积分区域 D 如图 因为 D{( )|02 ab} 所以 
         

        
DD

ddfdxdyyxf  )sin,cos(),(  

                   



2

0
)sin,cos(

b

a
dfd    

    (4){(x y)| 0y1x 0x1}  

    解 积分区域 D 如图 因为 }
sincos

10 ,
2

0|),{(





D  所以  

        
DD

ddfdxdyyxf  )sin,cos(),(  

                     


sincos
1

0
2

0
)sin,cos( dfd    

    12 化下列二次积分为极坐标形式的二次积分  

    (1) 
1

0

1

0
),( dyyxfdx   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 



        }csc0 ,
24

|),{(}sec0 ,
4

0|),{(  D   

所以     
DD

ddfdyxfdyyxfdx  )sin,cos(),(),(
1

0

1

0
 

         4

0

sec

0
)sin,cos(

 
 dfd   2

4

csc

0
)sin,cos(






 dfd   

    (2)  
x

x
dyyxfdx

3 222

0
)(   

    解 积分区域 D 如图所示 并且 

        }sec20 ,
34

|),{(  D   

所示     
x

x
DD

ddfdyxfdyyxfdx
3 22222

0
)()()(   

          3

4

sec2

0
)(






 dfd   

    (3) 




21

1

1

0
),(

x

x
dyyxfdx   

    解 积分区域 D 如图所示 并且 

        }1
sincos

1 ,
2

0|),{( 


 


D   

所以     





1

0

1

1

2

)sin,cos(),(),(
x

x
DD

ddfdyxfdyyxfdx   

         


 2

sincos
10

1
)sin,cos(





 dfd    

    (4) 
2

0

1

0
),(

x
dyyxfdx   

    解 积分区域 D 如图所示 并且 

        }sec tansec ,
4

0|),{(  D   

所以   
2

0

1

0
),(

x
dyyxfdx  

DD

ddfdyxf  )sin,cos(),(  



          4

0

sec

tansec
)sin,cos(

 


 dfd  

    
    13 把下列积分化为极坐标形式 并计算积分值  

    (1) 



22

0
222

0
)(

xaxa
dyyxdx   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }cos20 ,
2

0|),{(  aD   所以 

       



22

0
22

2

0
)(

xaxa
dyyxdx  

D

dd 2  

           2
0

cos2

0
2

 


a
dd  2

0
44 cos4


da 4

4
3 a   

    (2)  
xa

dyyxdx
0

22
0

  

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }sec0 ,
4

0|),{(  aD   所以 

        
D

xa
dddyyxdx 

0
22

0
 

           4
0

sec

0

 


a
dd  4

0

3
3

sec
3



d
a

)]12ln(2[
6

3
 a   

    (3) 



x

x
dyyxdx

2
2
1

221

0
)(   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }tan sec0 ,
4

0|),{(  D  所以 

        


D

x

x
dddyyxdx  2

1
2
1

22
1

0 2
)(  

        12tansec4
0

tansec

0
2
1

4
0

 
 

 ddd   

    (4) 



22

0
22

0
)(

yaa
dxyxdy   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }0 ,
2

0|),{( aD    所以 



        


D

yaa
dddxyxdy 2

0
22

0

22

)( 42
0 0

2

8
add

a 


    

         
  
    14 利用极坐标计算下列各题  

    (1)  

D

yx de 
22

，其中 D 是由圆周 x2y24 所围成的闭区域  

    解 在极坐标下 D{( )|02 02} 所以 

        

DD

yx ddede   222
 

        )1()1(
2
12 442

0

2

0

2    eeded 
    

    (2)  
D

dyx )1ln( 22 ，其中 D 是由圆周 x2y21 及坐标轴所围成的在第一象限

内的闭区域  

    解 在极坐标下 }10 ,
2

0|),{(  D  所以 

        
DD

dddyx  )1ln()1ln( 222  

        )12ln2(
4
1)12ln2(

2
1

2
)1ln(2

0

1

0
2    


dd   

    (3) d
x

y

D

arctan  其中 D 是由圆周 x2y24 x2y21 及直线 y0 yx 所围成的

第一象限内的闭区域  

    解 在极坐标下 }21 ,
4

0|),{(  D  所以 

        
DDD

ddddd
x
y  )arctan(tanarctan  

           4
0

2

1


 dd    4

0

32

1 64
3

  dd   

    15 选用适当的坐标计算下列各题  

    (1) dxdy
y

x

D
2

2

 ，其中 D 是由直线 x2，yx 及曲线 xy1 所围成的闭区域  



    解 因为积分区域可表示为 }1 ,21|),{( xy
x

xyxD   所以 

       dxdy
y

x

D
2

2

 dy
y

dxx
x

x
 

2

1
1 2

2 1
 

2

1
3 )( dxxx

4
9   

    (2)  


D

d
yx
yx 22

22

1
1   其中 D 是由圆周 x2y21 及坐标轴所围成的在第一象限

内的闭区域  

    解 在极坐标下 }10 ,
2

0|),{(  D  所以 

        






DD

ddd
yx
yx 


 2

2

22

22

1
1

1
1

)2(
81

11

0 2

2
2

0



  




dd  

         

    (3)  
D

dyx )( 22  其中D是由直线 yx yxa ya y3a(a>0)所围成的闭区域  

    解 因为积分区域可表示为 D{(x y)|ay3a yaxy} 所以 

        
D

dyx )( 22   


a

a

y

ay
dxyxdy

3 22 )( 43 322 14)
3
12( adyayaay

a

a
    

    (4) dyx
D

22   其中 D 是圆环形闭区域{(x y)| a2x2y2b2}  

    解 在极坐标下 D{( )|02 ab} 所以 

       dyx
D

22  )(
3
2 332

0
2 abdrrd

b

a
   


  

    16 设平面薄片所占的闭区域 D 由螺线2上一段弧(
2

0   )与直线
2
 

所围成 它的面密度为(x y)x2y2 求这薄片的质量  

    解 区域如图所示 在极坐标下 }20 ,
2

0|),{(  D  所以所求质量 

          
D

dddyxM 2

0

2

0
2),(

 
   2

0

5
4

40
4

  d    

    17 求由平面 y0 ykx(k>0) z0 以及球心在原点、半径为 R 的上半球面所围

成的在第一卦限内的立体的体积  
    解 此立体在 xOy 面上的投影区域 D{(x y)|0arctank 0R}  



         
D

dxdyyxRV 222 kRdRd
k R

arctan
3
1 3arctan

0 0
22       

    18 计算以 xOy 平面上圆域 x2y2ax 围成的闭区域为底 而以曲面 zx2y2为

顶的曲顶柱体的体积  
    解 曲顶柱体在 xOy 面上的投影区域为 D{(x y)|x2y2ax}  

    在极坐标下 }cos0 ,
22

|),{(  aD   所以 

       



axyx

dxdyyxV
22

)( 22 



 


42

2

cos

0
2

2

4
4

2

32
3cos

4
adadd

a
    

  

 



    习题 92 
    1 计算下列二重积分  

    (1) dyx
D

)( 22  其中 D{(x y)| |x|1 |y|1} 

    解 积分区域可表示为 D 1x1 1y1 于是 

       dyx
D

)( 22 ydyxdx  


1

1

1

1
22 )( xdyyx 

1

1 1
132 ]

3
1[  

       xdx 
1

1
2 )

3
12( 1

13 ]
3
2

3
2[  xx

3
8   

    (2) dyx
D

)23(   其中 D 是由两坐标轴及直线 xy2 所围成的闭区域  

    解 积分区域可表示为 D 0x2 0y2x 于是 

       dyx
D

)23(  ydyxdx
x

 



2

0

2

0
)23( dxyxy x 

2

0 0
22]3[  

       dxxx 
2

0
2)224( 0

232 ]
3
24[ xxx 

3
20   

    (3) dyyxx
D

)3( 223   其中 D{(x y)| 0x1 0y1} 

    解 dyyxx
D

)3( 223   
1

0
3231

0
)3( dxyyxxdy  

1

0 0
133

4
]

4
[ dyxyyxx  

        
1

0
3)

4
1( dyyy 0

1
42
]

424
[

yyy  1
4
1

2
1

4
1    

    (4) dyxx
D

)cos(   其中 D 是顶点分别为(0 0) ( 0) 和( )的三角形闭区

域  
        
    解 积分区域可表示为 D 0x 0yx 于是  

       dyxx
D

)cos(   
x

dyyxxdx
00

)cos(


 


0 0)][sin( dxyxx x  

       


0
)sin2(sin dxxxx  



0
)cos2cos

2
1( xxxd  

       

       0|)cos2cos
2
1( xxx dxxx 



0
)cos2cos

2
1( 

2
3   

        



    2 画出积分区域 并计算下列二重积分  

    (1) dyx
D
  其中 D 是由两条抛物线 xy   2xy 所围成的闭区域  

    解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 0x1 xyx 2 } 于是 

       dyx
D
  

1

0 2
dyyxdx

x

x 
1

0
2

2
3

]
3
2[ dxyx x

x 55
6)

3
2

3
2(

1

0
44

7

  dxxx   

    (2) dxy
D

2  其中 D 是由圆周 x2y24 及 y 轴所围成的右半闭区域  

    解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 2y2 240 yx  } 于是 

        






2

2

4
0

22
4

0
2

2

2
2 22

]
2
1[ dyyxdxxydydxy yy

D

  

       
15
64]

10
1

3
2[)

2
12( 2

2

2

2
5342   yydyyy   

    (3) de yx

D

  其中 D{(x y)| |x||y|1}  

    解 积分区域图如 并且 
        D{(x y)| 1x0 x1yx1}{(x y)| 0x1 x1yx1}  
于是 

       







 

1

1

1

0

1

1

0

1

x

x
yx

x

x
yxyx

D

dyedxedyedxede   

        



 

1

0
1

1

0

1
1

1 ][][ dyeedxee x
x

yxx
x

yx  


 
1

0
120

1
112 )()( dxeedxee xx  

       1
0

120
1

112 ]
2
1[]

2
1[ 


  xx eexxee ee1  

    (4) dxyx
D

)( 22   其中 D 是由直线 y2 yx 及 y2x 轴所围成的闭区域  

    解 积分区域图如 并且 D{(x y)| 0y2 yxy 
2
1 } 于是 

        
2

0 2

223

2

22
2

0
22 ]

2
1

3
1[)()( dyxxyxdxxyxdydxyx

y
y

y
y

D

  

       
6

13)
8
3

24
19(

2

0
23   dyyy   



    3 如果二重积分 dxdyyxf
D

),( 的被积函数 f(x y)是两个函数 f1(x)及 f2(y) 

的乘积 即 f(x y) f1(x)f2(y) 积分区域 D{(x y)| axb c yd} 证明这个二 
重积分等于两个单积分的乘积 即 

             ])([])([)()( 2121 dyyfdxxfdxdyyfxf
d

c

b

a
D

   

    证明 dxdyyfxfdyyfxfdxdxdyyfxf
d

c

b

a

d

c

b

a
D

  ])()([)()()()( 212121   

而        
d

c

d

c
dyyfxfdyyfxf )()()()( 2121   

故       dxdyyfxfdxdyyfxf
b

a

d

c
D

   ])()([)()( 2121   

由于 
d

c
dyyf )(2 的值是一常数 因而可提到积分号的外面 于是得 

         ])([])([)()( 2121 dyyfdxxfdxdyyfxf
d

c

b

a
D

    

 

    4 化二重积分 dyxfI
D

),( 为二次积分(分别列出对两个变量先后次序不同

的两个二次积分) 其中积分区域 D 是  
    (1)由直线 yx 及抛物线 y24x 所围成的闭区域  

    解 积分区域如图所示 并且 

D{(x y)| xyxx 2 ,40  } 或 D{(x y)| yxyy  2

4
1 ,40 } 

所以  
x

x
dyyxfdxI

24

0
),( 或 

y
y dxyxfdyI
4

4

0
2 ),(   

    (2)由 x 轴及半圆周 x2y2r2(y0)所围成的闭区域  

    解 积分区域如图所示 并且 



        D{(x y)| 220 , xryrxr  } 

     或 D{(x y)| 2222 ,0 yrxyrry  } 

所以   





22

0
),(

xrr

r
dyyxfdxI  或 






22

22
),(

0

yr

yr

r
dxyxfdyI  

    (3)由直线 yx x2 及双曲线
x

y 1 (x>0)所围成的闭区域  

    解 积分区域如图所示 并且 

        D{(x y)| xy
x

x  1 ,21 } 

     或 D{(x y)| 21 ,1
2
1  x

y
y }{(x y)| 2 ,21  xyy } 

所以   
x

x

dyyxfdxI
1

),(
2

1
 或    

2 2

1

21

1
2
1

),(),(
y

y
dxyxfdydxyxfdyI   

    (4)环形闭区域{(x y)| 1x2y24}  

    解 如图所示 用直线 x1 和 x1 可将积分区域 D 分成四部分 分别记做 D1 
D2 D3 D4  于是 

        dyxfdyxfdyxfdyxfI
DDDD

),(),(),(),(
4321

       

         













2

2

2

2

4

4

4

1

1

1

1

2
),(),(

x

x

x

x
dyyxfdxdyyxfdx  

         









2

2

2

2

1

4

4

4

2

1

1

1
),(),(

x

x

x

x
dyyxfdxdyyxfdx  

    用直线 y1 和 y1 可将积分区域 D 分成四部分 分别记做 D1 D2 D3 D 4  



如图所示 于是 

        dyxfdyxfdyxfdyxfI
DDDD

),(),(),(),(
4321

   

         









2

2

2

2

4

4

1

4

1

1

2

1
),(),(

y

y

y

y
dxyxfdydxyxfdy  

         













2

2

2

2

4

1

4

4

1

2

1

1
),(),(

y

y

y

y
dxyxfdydxyxfdy  

    5 设 f(x y)在 D 上连续 其中 D 是由直线 yx、ya 及 xb(b>a)围成的闭区域   

证明  
b

y

b

a

x

a

b

a
dxyxfdydyyxfdx ),(),(   

    证明 积分区域如图所示 并且积分区域可表示为 

        D{(x y)|axb ayx} 或 D{(x y)|ayb yxb}  

于是    dyxf
D

),( 
x

a

b

a
dyyxfdx ),(  或 dyxf

D

),( 
b

y

b

a
dxyxfdy ),(   

因此     
b

y

b

a

x

a

b

a
dxyxfdydyyxfdx ),(),(  

    6 改换下列二次积分的积分次序  

    (1) 
y

dxyxfdy
0

1

0
),(   

    解 由根据积分限可得积分区域 D{(x y)|0y1 0xy} 如图  
    因为积分区域还可以表示为 D{(x y)|0x1 xy1} 所以 

        
11

00

1

0
),(),(

x

y
dyyxfdxdxyxfdy   

    (2) 
y

y
dxyxfdy

22

0 2
),(   

    解 由根据积分限可得积分区域 D{(x y)|0y2 y2x2y} 如图  



    因为积分区域还可以表示为 D{(x y)|0x4 xyx 
2

} 所以 

       
y

y
dxyxfdy

22

0 2
),(  

4

0
2

),(
x

x dyyxfdx   

    (3) 




2

2

1

1

1

0
),(

y

y
dxyxfdy      

    解 由根据积分限可得积分区域 }11 ,10|),{( 22 yxyyyxD   如图  

    因为积分区域还可以表示为 }10 ,11|),{( 2xyxyxD   所以 

      









22

2

1

0

1

1

1

1

1

0
),(),(

xy

y
dyyxfdxdxyxfdy  

    (4)  




2

1

2

2

2

),(
xx

x
dyyxfdx   

    解 由根据积分限可得积分区域 }22 ,21|),{( 2xxyxxyxD   如图  

    因为积分区域还可以表示为 }112 ,10|),{( 2yxyyyxD   所以 

        




2

1

2

2

2

),(
xx

x
dyyxfdx  






1

0

11

2

2

),(
y

y
dxyxfdy   

    (5)  
e x

dyyxfdx
1

ln

0
),(   

    解 由根据积分限可得积分区域 D{(x y)|1xe 0yln x} 如图  
    因为积分区域还可以表示为 D{(x y)|0y1 eyx e} 所以 

        
e x

dyyxfdx
1

ln

0
),(  

1

0
),(

e

e y
dxyxfdy  

    (6)  

x

x dyyxfdx
sin

2
sin0

),(


(其中 a0)．   

    解 由根据积分限可得积分区域 }sin
2

sin ,0|),{( xyxxyxD    如图  

    因为积分区域还可以表示为 

        }arcsin2 ,01|),{(  xyyyxD  



            }arcsinarcsin ,10|),{( yxyyyx     

所以   





y

yy

x

x dxyxfdydxyxfdydyyxfdx
arcsin

arcsin

1

0arcsin2

0

1

sin

2
sin0

),(),(),(


  

                           
    7 设平面薄片所占的闭区域 D 由直线 xy2 yx 和 x 轴所围成 它的面密度

为 (x y)x2y2 求该薄片的质量  
    解 如图 该薄片的质量为 

        dyxM
D

),( dyx
D

)( 22   



1

0

2 22 )(
y

y
dxyxdy  

          
1

0
323 ]

3
72)2(

3
1[ dyyyy

3
4   

    8 计算由四个平面 x0 y0 x1 y1 所围成的柱体被平面 z0 及 2x3yz6
截得的立体的体积  
    解 四个平面所围成的立体如图 所求体积为 

       dxdyyxV
D

)326(    
1

0

1

0
)326( dyyxdx  

         
1

0
1
0

2]
2
326[ dxyxyy  

1

0 2
7)2

2
9( dxx   

                                     
    9 求由平面 x0 y0 xy1 所围成的柱体被平面 z0 及抛物面 x2y26z 截
得的立体的体积  
    解 立体在 xOy 面上的投影区域为 D{(x y)|0x1 0y1x} 所求立体的体

积为以曲面 z6x2y2 为顶 以区域 D 为底的曲顶柱体的体积 即 

       dyxV
D

)6( 22   



1

0

1

0
22 )6(

x
dyyxdx

6
17  

    10 求由曲面 zx22y2 及 z62x2y2 所围成的立体的体积  

    解 由







22

22

26
2

yxz
yxz

消去 z 得 x2+2y2=62x2y2 即 x2y2=2 故立体在 xOy 面

上的投影区域为 x2y22 因为积分区域关于 x 及 y 轴均对称 并且被积函数关于

x y 都是偶函数 所以 

       dyxyxV
D

)]2()26[( 2222   dyx
D

)336( 22   



        



22

0
22

2

0
)2(12

x
dyyxdx 6)2(8

2

0
32   dxx   

    11 画出积分区域 把积分 dxdyyxf
D

),( 表示为极坐标形式的二次积分 其中

积分区域 D 是  
    (1){(x y)| x2y2a2}(a>0)      
    解 积分区域 D 如图 因为 D{( )|02 0a} 所以 
         

        ddfdxdyyxf
DD

)sin,cos(),(    

                   



2

0 0
)sin,cos( dfd

a
  

    (2){(x y)|x2y22x}       

    解 积分区域 D 如图 因为 }cos20 ,
22

|),{(  D  所以 

         

        ddfdxdyyxf
DD

)sin,cos(),(    

                   
 2

2

cos2

0
)sin,cos(






 dfd   

    (3){(x y)| a2x2y2b2} 其中 0ab  
    解 积分区域 D 如图 因为 D{( )|02 ab} 所以 
         

        ddfdxdyyxf
DD

)sin,cos(),(    

                   



2

0
)sin,cos(

b

a
dfd    

    (4){(x y)| 0y1x 0x1}  

    解 积分区域 D 如图 因为 }
sincos

10 ,
2

0|),{(





D  所以  

        ddfdxdyyxf
DD

)sin,cos(),(    

                     


sincos
1

0
2

0
)sin,cos( dfd    

    12 化下列二次积分为极坐标形式的二次积分  

    (1) 
1

0

1

0
),( dyyxfdx   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 



        }csc0 ,
24

|),{(}sec0 ,
4

0|),{(  D   

所以    ddfdyxfdyyxfdx
DD

)sin,cos(),(),(
1

0

1

0     

         4
0

sec

0
)sin,cos(

 
 dfd   2

4

csc

0
)sin,cos(






 dfd   

    (2)  
x

x
dyyxfdx

3 222

0
)(   

    解 积分区域 D 如图所示 并且 

        }sec20 ,
34

|),{(  D   

所示     
x

x
DD

ddfdyxfdyyxfdx
3 22222

0
)()()(   

          3

4

sec2

0
)(






 dfd   

    (3) 




21

1

1

0
),(

x

x
dyyxfdx   

    解 积分区域 D 如图所示 并且 

        }1
sincos

1 ,
2

0|),{( 


 


D   

所以     





1

0

1

1

2

)sin,cos(),(),(
x

x
DD

ddfdyxfdyyxfdx   

         


 2

sincos
10

1
)sin,cos(





 dfd    

    (4) 
2

0

1

0
),(

x
dyyxfdx   

    解 积分区域 D 如图所示 并且 

        }sec tansec ,
4

0|),{(  D   

所以   
2

0

1

0
),(

x
dyyxfdx  ddfdyxf

DD

)sin,cos(),(    



          4
0

sec

tansec
)sin,cos(

 


 dfd  

    
    13 把下列积分化为极坐标形式 并计算积分值  

    (1) 



22

0
22

2

0
)(

xaxa
dyyxdx   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }cos20 ,
2

0|),{(  aD   所以 

       



22

0
22

2

0
)(

xaxa
dyyxdx  dd

D

  2  

           2
0

cos2

0
2

 


a
dd  2

0
44 cos4


da 4

4
3 a   

    (2)  
xa

dyyxdx
0

22
0

  

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }sec0 ,
4

0|),{(  aD   所以 

        dddyyxdx
D

xa
  0

22
0

 

           4
0

sec

0

 


a
dd  4

0

3
3

sec
3



d
a

)]12ln(2[
6

3
 a   

    (3) 



x

x
dyyxdx

2
2
1

221

0
)(   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }tan sec0 ,
4

0|),{(  D  所以 

        dddyyxdx
D

x

x



 2

1
2
1

221

0 2
)(  

        12tansec4
0

tansec

0
2
1

4
0

 
 

 ddd   

    (4) 



22

0
22

0
)(

yaa
dxyxdy   

    解 积分区域 D 如图所示 因为 }0 ,
2

0|),{( aD    所以 



        dddxyxdy
D

yaa
 


2

0
22

0

22

)( 42
0 0

2

8
add

a 


    

         
  
    14 利用极坐标计算下列各题  

    (1) de yx

D

22  ，其中 D 是由圆周 x2y24 所围成的闭区域  

    解 在极坐标下 D{( )|02 02} 所以 

         ddede
D

yx

D

222

   

        )1()1(
2
12 442

0

2

0

2    eeded 
    

    (2) dyx
D

)1ln( 22 ，其中 D 是由圆周 x2y21 及坐标轴所围成的在第一象限

内的闭区域  

    解 在极坐标下 }10 ,
2

0|),{(  D  所以 

        dddyx
DD

)1ln()1ln( 222    

        )12ln2(
4
1)12ln2(

2
1

2
)1ln(2

0

1

0
2    


dd   

    (3) d
x
y

D

arctan  其中 D 是由圆周 x2y24 x2y21 及直线 y0 yx 所围成的

第一象限内的闭区域  

    解 在极坐标下 }21 ,
4

0|),{(  D  所以 

        ddddd
x
y

DDD

  )arctan(tanarctan  

           4
0

2

1


 dd    4

0

32

1 64
3

  dd   

    15 选用适当的坐标计算下列各题  

    (1) dxdy
y
x

D
2

2

 ，其中 D 是由直线 x2，yx 及曲线 xy1 所围成的闭区域  



    解 因为积分区域可表示为 }1 ,21|),{( xy
x

xyxD   所以 

       dxdy
y
x

D
2

2

 dy
y

dxx
x

x
 

2

1
1 2

2 1
 

2

1
3 )( dxxx

4
9   

    (2) d
yx
yx

D
22

22

1
1




   其中 D 是由圆周 x2y21 及坐标轴所围成的在第一象限

内的闭区域  

    解 在极坐标下 }10 ,
2

0|),{(  D  所以 

       

 ddd

yx
yx

DD








 2

2

22

22

1
1

1
1

)2(
81

11

0 2

2
2

0



  




dd  

         

    (3) dyx
D

)( 22  其中D是由直线yx yxa ya y3a(a>0)所围成的闭区域  

    解 因为积分区域可表示为 D{(x y)|ay3a yaxy} 所以 

       dyx
D

)( 22   


a

a

y

ay
dxyxdy

3 22 )( 43 322 14)
3
12( adyayaay

a

a
    

    (4) dyx
D

22  其中 D 是圆环形闭区域{(x y)| a2x2y2b2}  

    解 在极坐标下 D{( )|02 ab} 所以 

       dyx
D

22 )(
3
2 332

0
2 abdrrd

b

a
   


  

    16 设平面薄片所占的闭区域D由螺线 2上一段弧(
2

0   )与直线
2
 

所围成 它的面密度为 (x y)x2y2 求这薄片的质量  

    解 区域如图所示 在极坐标下 }20 ,
2

0|),{(  D  所以所求质量 

          2

0

2

0
2),(

 
 dddyxM

D
  2

0

5
4

40
4

  d    

    17 求由平面 y0 ykx(k>0) z0 以及球心在原点、半径为 R 的上半球面所围

成的在第一卦限内的立体的体积  
    解 此立体在 xOy 面上的投影区域 D{(x y)|0arctank 0R}  



        dxdyyxRV
D

222   kRdRd
k R

arctan
3
1 3arctan

0 0
22       

    18 计算以 xOy 平面上圆域 x2y2ax 围成的闭区域为底 而以曲面 zx2y2为

顶的曲顶柱体的体积  
    解 曲顶柱体在 xOy 面上的投影区域为 D{(x y)|x2y2ax}  

    在极坐标下 }cos0 ,
22

|),{(  aD   所以 

       dxdyyxV
axyx

)( 22

22




 



 


42

2

cos

0
2

2

4
4

2

32
3cos

4
adadd

a
    

  

  
 



93 

    1 化三重积分 


 dxdydzzyxfI ),,( 为三次积分 其中积分区域  分别是  

    (1)由双曲抛物面 xyz 及平面 xy10 z0 所围成的闭区域  
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0zxy 0y1x 0x1}  

于是     



xyx

dzzyxfdydxI
0

1

0

1

0
),,(   

    (2)由曲面 zx2y2 及平面 z1 所围成的闭区域 
    解 积分区域可表示为 

       }11 ,11 ,1|),,{( 2222  xxyxzyxzyx   

于是      






11

1

1

1 22

2

2
),,(

yx

x

x
dzzyxfdydxI   

    (3)由曲面 zx22y2 及 z2x2 所围成的闭区域 
    解 曲积分区域可表示为 

        }11 ,11 ,22|),,{( 22222  xxyxxzyxzyx   

于是     









2

22

2

2

2

2

1

1

1

1
),,(

x

yx

x

x
dzzyxfdydxI   

    提示 曲面 zx22y2 与 z2x2 的交线在 xOy 面上的投影曲线为 x2+y2=1  

    (4)由曲面 czxy(c0) 1
2

2

2

2


b
y

a
x  z0 所围成的在第一卦限内的闭区域  

    解 曲积分区域可表示为 

        }0 ,0 ,0|),,{( 22 axxa
a
by

c
xy

zzyx    

于是     


 c
xy

xa
a
ba

dzzyxfdydxI
000

),,(
22

  

    提示 区域  的上边界曲面为曲面 czxy  下边界曲面为平面 z0  
    2 设有一物体 占有空间闭区域 {(x y z)|0x1 0y1 0z1} 在点(x 
y z)处的密度为 (x y z)xyz 计算该物体的质量  

    解   


1

0

1

0

1

0
)( dzzyxdydxdxdydzM   

1

0

1

0
)

2
1( dyyxdx  

           
1

0

1

0

1

0
2 )1(]

2
1

2
1[ dxxdxyyxy

2
3)1(

2
1 1

0
2  x   



         
 

    3 如果三重积分 


dxdydzzyxf ),,( 的被积函数 f(x y z)是三个函数 f1(x)、

f2(y)、f3(z)的乘积 即 f(x y z) f1(x)f2(y)f3(z) 积分区域{(x y z)|axb cyd 
lzm} 证明这个三重积分等于三个单积分的乘积 即 

         


m

l

d

c

b

a
dzzfdyyfdxxfdxdydzzfyfxf )()()()()()( 321321  

    证明 


dxdydzzfyfxf )()()( 321 dxdydzzfyfxf
b

a

d

c

m

l
]))()()(([ 321    

          dxdydzzfyfxf
b

a

d

c

m

l
]))()()(([ 321    

m

l

d

c

b

a
dxdyyfdzzfxf )])()()()([( 231  

          dxxfdyyfdzzf
b

a

m

l

d

c
)]())()()([( 123    

d

c

b

a

m

l
dxxfdyyfdzzf )())()()(( 123  

           
d

c

m

l

b

a
dzzfdyyfdxxf )()()( 321   

    4 计算 


dxdydzzxy 32  其中是由曲面 zxy 与平面 yx x1和 z0所围

成的闭区域  
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0zxy 0yx 0x1}  

于是   


dxdydzzxy 32 
xyx

dzzdyyxdx
0

3
0

21

0 
x xydyzyxdx

0 0

4
21

0
]

4
[  

        
x

dyydxx
0

51

0
5

4
1

364
1

28
1 1

0
12   dxx  

    5 计算 


 3)1( zyx
dxdydz  其中  为平面 x0 y0 z0 xyz1 所围成的四

面体 
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0z1xy 0y1x 0x1}  



于是   


 3)1( zyx
dxdydz 






yxx
dz

zyx
dydx

1

0 3

1

0

1

0 )1(
1  

        






x

dy
yx

dx
1

0 2

1

0
]

8
1

)1(2
1[ dxx

x 



1

0
]

8
1

8
3

)1(2
1[  

        )
8

5
2(ln

2

1
   

提示    


 3)1( zyx
dxdydz 






yxx
dz

zyx
dydx

1

0 3

1

0

1

0 )1(
1  

        
 




x yx dy
zyx

dx
1

0

1
02

1

0
]

)1(2
1[ 







x
dy

yx
dx

1

0 2

1

0
]

8
1

)1(2
1[  

        dxy
yx

x 


 1
0

1

0
]

8
1

)1(2
1[ dxx

x 



1

0
]

8
1

8
3

)1(2
1[  

        1
0

2]
16
1

8
3)1ln(

2
1[ xxx   )

8

5
2(ln

2

1
  

            

    6 计算 


xyzdxdydz  其中  为球面 x2y2z21 及三个坐标面所围成的在

第一卦限内的闭区域 
    解 积分区域可表示为 

       }10 ,10 ,10|),,{( 222  xxyyxzzyx  

于是   


xyzdxdydz  
 


2 221

0

1

0

1

0

x yx
xyzdzdydx  

        



21

0
22

1

0
)1(

2
1x

dyyxxydx  
1

0
22)1(

8
1 dxxx

48
1   

           
            

    7 计算 


xzdxdydz  其中  是由平面 z0 zy y1 以及抛物柱面 yx2所

围成的闭区域  
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0zy x2y1 1x1}  



于是   


xzdxdydz 
y

x
zdzdyxdx

0

11

1 2 
1 21

1 2 2
1

x
dyyxdx  

        0)1(
6
1 1

1
6   dxxx   

    8 计算 


zdxdydz  其中  是由锥面 22 yx
R
hz  与平面 zh(R0 h0)所

围成的闭区域 
    解 当 0zh时 过(0 0 z)作平行于 xOy面的平面 截得立体的截面为圆

Dz 222 )( z
h
Ryx   故 Dz的半径为 z

h
R  面积为 2

2

2
z

h
R  于是 

        


zdxdydz 
zD

h
dxdyzdz

0  
h hRdzz

h
R

0

22
3

2

2

4
   

    9 利用柱面坐标计算下列三重积分  

    (1) 


zdv  其中  是由曲面 222 yxz  及 zx2y2 所围成的闭区域  

    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 

       02 01 22 2   z   

于是   


zdv  



1

0

22

0

2

2






 zdzdd  

1

0
42 )2(

2
12  d  

        
12
7)2(

1

0
53   d   

           

    (2) 


 dvyx )( 22  其中  是由曲面 x2y22z 及平面 z2 所围成的闭区域  

    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 

       02 02 2
2

2
 z

   

于是   dvyx )( 22

 dzdd  


 2 

2

2
1

2

0
3

2

0 2


 dzdd  

         
2

0
532

0
)

2
12( 


dd  




2

0 3
16

3
8d   

    10 利用球面坐标计算下列三重积分 



    (1) 


 dvzyx )( 222  其中 是由球面 x2y2z21 所围成的闭区域 

    解 在球面坐标下积分区域 可表示为 
       02 0 0r1  

于是   


 dvzyx )( 222 


  ddrdr sin4  

        
1

0
4

0

2

0
sin drrdd


 

5
4  

    (2) 


zdv  其中闭区域 由不等式 x2y2(za)2a2 x2y2z2 所确定 

    解 在球面坐标下积分区域 可表示为 

        cos20 ,
4

0 ,20 ar    

于是    


  ddrdrrzdv sincos 2 

          4
0

4)cos2(
4
1cossin2


 da  

        44
0

54

6
7cossin8 ada 


    

    11 选用适当的坐标计算下列三重积分  

    (1) 


xydv  其中为柱面 x2y21 及平面 z1 z0 x0 y0 所围成的在第

一卦限内的闭区域  
    解 在柱面坐标下积分区域 可表示为 

       10 ,10 ,
2

0  z   

于是   


xydv 


 dzdd  sincos  

         
1

0

1

0
32

0 8
1cossin dzdd 


  

    别解 用直角坐标计算 



        


xydv 



1

0

1

0

1

0

2

dzydyxdx
x





21

0

1

0

x
ydyxdx  

1

0

3
)

22
( dxxx  

        
8
1]

84
[ 1

0

42
 xx   

    (2) 


 dvzyx 222  其中 是由球面 x2y2z2z 所围成的闭区域  

    解 在球面坐标下积分区域 可表示为 

         cos0 ,
2

0 ,20  r   

于是   


 dvzyx 222  



cos

0
22

0

2

0
sin drrrdd  

        
10

cos
4
1sin2 2

0
4 


  d   

    (3) 


 dvyx )( 22  其中  是由曲面 4z225(x2y2)及平面 z5 所围成的闭区

域  
    解 在柱面坐标下积分区域 可表示为 

       5
2
5 ,20 ,20  z   

于是   


 dvyx )( 22 
5

2
5

2

0
32

0 


 dzdd  

         8)
2
55(2

2

0
3   d   

    (4) 


 dvyx )( 22  其中闭区域  由不等式 Azyxa  2220  z0 所确

定  
    解 在球面坐标下积分区域 可表示为 

       Ara   ,
2

0 ,20    

于是   


 dvyx )( 22  ddrdrrr sin)sinsincossin( 2222222


  



        )(
15
4sin 5542

0
32

0
aAdrrdd

A

a
  


  

    12 利用三重积分计算下列由曲面所围成的立体的体积  

    (1)z6x2y2 及 22 yxz    

    解 在柱面坐标下积分区域 可表示为 
       02  02 z62  

于是   


 dzdddvV  



262

0

2

0






 dzdd  

         
2

0
32

3
32)6(2  d   

    (2)x2y2z22az(a0)及 x2y2z2(含有 z 轴的部分)  
    解 在球面坐标下积分区域 可表示为 

        cos20 ,
4

0 ,20 ar    

于是   


  ddrdrdvV sin2   

        



cos2

0
24

0

2

0
sin

a
drrdd  

        34
0

33 sincos
3
82 ada 


    

    (3) 22 yxz  及 zx2y2  

    解 在柱面坐标下积分区域 可表示为 
       02 01 2z  

于是   
6

)(2
1

0
32

1

0

2

0 2







 



ddzdddvV   

    (4) 225 yxz  及 x2y24z   

    解 在柱面坐标下积分区域 可表示为 

       22 5
4
1 ,20 ,20   z   



于是   



2

2

5

4
1

2

0

2

0






 dzddV  

        )455(
3
2)

4
5(2

2

0

2
2    d   

    13 球心在原点、半径为 R 的球体 在其上任意一点的密度的大小与这点

到球心的距离成正比 求这球体的质量  

    解 密度函数为 222),,( zyxkzyx    

    在球面坐标下积分区域 可表示为 
              02 0 0rR  

于是   


 dvzyxkM 222 4
0 0

22

0
sin Rkdrrkrdd

R



     

 
 
 



习题 93 

    1 化三重积分 dxdydzzyxfI ),,(

 为三次积分 其中积分区域  分别是  

    (1)由双曲抛物面 xyz 及平面 xy10 z0 所围成的闭区域  
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0zxy 0y1x 0x1}  

于是   



xyx

dzzyxfdydxI
0

1

0

1

0
),,(   

    (2)由曲面 zx2y2 及平面 z1 所围成的闭区域 
    解 积分区域可表示为 

       }11 ,11 ,1|),,{( 2222  xxyxzyxzyx   

于是    






11

1

1

1 22

2

2
),,(

yx

x

x
dzzyxfdydxI   

    (3)由曲面 zx22y2 及 z2x2 所围成的闭区域 
    解 曲积分区域可表示为 

       }11 ,11 ,22|),,{( 22222  xxyxxzyxzyx   

于是   









2

22

2

2

2

2

1

1

1

1
),,(

x

yx

x

x
dzzyxfdydxI   

    提示 曲面 zx22y2 与 z2x2 的交线在 xOy 面上的投影曲线为 x2+y2=1  

    (4)由曲面 czxy(c0) 1
2

2

2

2


b
y

a
x  z0 所围成的在第一卦限内的闭区域  

    解 曲积分区域可表示为 

       }0 ,0 ,0|),,{( 22 axxa
a
by

c
xy

zzyx    

于是   


 c

xy

a
b

dzzyxfdydxI
xaa

000
),,(

22

  

    提示 区域  的上边界曲面为曲面 czxy  下边界曲面为平面 z0  
    2 设有一物体 占有空间闭区域 {(x y z)|0x1 0y1 0z1} 在点(x 
y z)处的密度为 (x y z)xyz 计算该物体的质量  

    解   


1

0

1

0

1

0
)( dzzyxdydxdxdydzM   

1

0

1

0
)

2
1( dyyxdx  

           
1

0

1

0

1

0
2 )1(]

2
1

2
1[ dxxdxyyxy

2
3)1(

2
1 1

0
2  x   

         



 

    3 如果三重积分 dxdydzzyxf ),,(

 的被积函数 f(x y z)是三个函数 f1(x)、

f2(y)、f3(z)的乘积 即 f(x y z) f1(x)f2(y)f3(z) 积分区域{(x y z)|axb cyd 
lzm} 证明这个三重积分等于三个单积分的乘积 即 

         


m

l

d

c

b

a
dzzfdyyfdxxfdxdydzzfyfxf )()()()()()( 321321  

    证明 dxdydzzfyfxf )()()( 321

 dxdydzzfyfxf

b

a

d

c

m

l
]))()()(([ 321    

          dxdydzzfyfxf
b

a

d

c

m

l
]))()()(([ 321    

m

l

d

c

b

a
dxdyyfdzzfxf )])()()()([( 231  

          dxxfdyyfdzzf
b

a

m

l

d

c
)]())()()([( 123    

d

c

b

a

m

l
dxxfdyyfdzzf )())()()(( 123  

           
d

c

m

l

b

a
dzzfdyyfdxxf )()()( 321   

    4 计算 dxdydzzxy 32


  其中  是由曲面 zxy 与平面 yx x1 和 z0 所

围成的闭区域  
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0zxy 0yx 0x1}  

于是   dxdydzzxy 32


 

xyx
dzzdyyxdx

0
3

0
21

0 
x xydyzyxdx

0 0

4
21

0
]

4
[  

        
x

dyydxx
0

51

0
5

4
1

364
1

28
1 1

0
12   dxx  

    5 计算 3)1( zyx
dxdydz



  其中为平面 x0 y0 z0 xyz1 所围成的四

面体 
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0z1xy 0y1x 0x1}  

于是   3)1( zyx
dxdydz



 






yxx
dz

zyx
dydx

1

0 3

1

0

1

0 )1(
1  



        






x

dy
yx

dx
1

0 2

1

0
]

8
1

)1(2
1[ dxx

x 



1

0
]

8
1

8
3

)1(2
1[  

        )
8

5
2(ln

2

1
   

提示    


 3)1( zyx
dxdydz 






yxx
dz

zyx
dydx

1

0 3

1

0

1

0 )1(
1  

        
 




x yx dy
zyx

dx
1

0

1
02

1

0
]

)1(2
1[ 







x
dy

yx
dx

1

0 2

1

0
]

8
1

)1(2
1[  

        dxy
yx

x 


 1
0

1

0
]

8
1

)1(2
1[ dxx

x 



1

0
]

8
1

8
3

)1(2
1[  

        1
0

2]
16
1

8
3)1ln(

2
1[ xxx   )

8

5
2(ln

2

1
  

            

    6 计算 xyzdxdydz

  其中为球面 x2y2z21 及三个坐标面所围成的在

第一卦限内的闭区域 
    解 积分区域可表示为 

       }10 ,10 ,10|),,{( 222  xxyyxzzyx  

于是   xyzdxdydz

  

 


2 221

0

1

0

1

0

x yx
xyzdzdydx  

        



21

0
22

1

0
)1(

2
1x

dyyxxydx  
1

0
22)1(

8
1 dxxx

48
1   

           
            

    7 计算 xzdxdydz

  其中  是由平面 z0 zy y1 以及抛物柱面 yx2所

围成的闭区域  
    解 积分区域可表示为 
       {(x y z)| 0zy x2y1 1x1}  



于是   xzdxdydz

 

y

x
zdzdyxdx

0

11

1 2 
1 21

1 2 2
1

x
dyyxdx  

        0)1(
6
1 1

1
6   dxxx   

    8 计算 zdxdydz

  其中  是由锥面 22 yx

R
hz  与平面 zh(R0 h0)

所围成的闭区域 
    解 当 0zh时 过(0 0 z)作平行于 xOy面的平面 截得立体的截面为圆

Dz 222 )( z
h
Ryx   故 Dz的半径为 z

h
R  面积为 2

2

2
z

h
R  于是 

        zdxdydz

  dxdyzdz

zD

h

0  
h hRdzz

h
R

0

22
3

2

2

4
   

    9 利用柱面坐标计算下列三重积分  

    (1) zdv

  其中  是由曲面 222 yxz  及 zx2y2 所围成的闭区域  

    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 

       02 01 22 2   z   

于是   zdv

  




1

0

22

0

2

2






 zdzdd  

         
1

0
42 )2(

2
12  d  

        
12
7)2(

1

0
53   d   

           

    (2) dvyx )( 22

  其中  是由曲面 x2y22z 及平面 z2 所围成的闭区域  

    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 

       02 02 2
2

2
 z

   



于是   dvyx )( 22

 dzdd  


 2 

2

2
1

2

0
3

2

0 2


 dzdd  

         
2

0
532

0
)

2
12( 


dd  




2

0 3
16

3
8d   

    10 利用球面坐标计算下列三重积分 

    (1) dvzyx )( 222 

  其中  是由球面 x2y2z21 所围成的闭区域 

    解 在球面坐标下积分区域  可表示为 
       02 0 0r1  

于是   dvzyx )( 222 

  ddrdr sin4 


  

        
1

0
4

0

2

0
sin drrdd


 

5
4  

    (2) zdv

  其中闭区域  由不等式 x2y2(za)2a2 x2y2z2 所确定 

    解 在球面坐标下积分区域  可表示为 

        cos20 ,
4

0 ,20 ar    

于是   zdv

  ddrdrr sincos 2


  

          4
0

4)cos2(
4
1cossin2


 da  

        44
0

54

6
7cossin8 ada 


    

    11 选用适当的坐标计算下列三重积分  

    (1) xydv

  其中为柱面 x2y21及平面 z1 z0 x0 y0所围成的在第

一卦限内的闭区域  
    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 



       10 ,10 ,
2

0  z   

于是   xydv

 dzdd  


 sincos  

         
1

0

1

0
32

0 8
1cossin dzdd 


  

    别解 用直角坐标计算 

        


xydv 



1

0

1

0

1

0

2

dzydyxdx
x





21

0

1

0

x
ydyxdx  

1

0

3
)

22
( dxxx  

        
8
1]

84
[ 1

0

42
 xx   

    (2) dvzyx 222 

  其中  是由球面 x2y2z2z 所围成的闭区域  

    解 在球面坐标下积分区域  可表示为 

         cos0 ,
2

0 ,20  r   

于是   dvzyx 222 

  




cos

0
22

0

2

0
sin drrrdd  

        
10

cos
4
1sin2 2

0
4 


  d   

    (3) dvyx )( 22

  其中  是由曲面 4z225(x2y2)及平面 z5 所围成的闭区

域  
    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 

       5
2
5 ,20 ,20  z   

于是   dvyx )( 22

 

5

2
5

2

0
3

2

0 


 dzdd  

         8)
2
55(2

2

0
3   d   



    (4) dvyx )( 22

  其中闭区域  由不等式 Azyxa  2220  z0 所确

定  
    解 在球面坐标下积分区域  可表示为 

       Ara   ,
2

0 ,20    

于是   dvyx )( 22

  ddrdrrr sin)sinsincossin( 2222222 


  

        )(
15
4sin 5542

0
3

2

0
aAdrrdd

A

a
  


  

    12 利用三重积分计算下列由曲面所围成的立体的体积  

    (1)z6x2y2 及 22 yxz    

    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 
       02  02 z62  

于是   dzdddvV 

  




262

0

2

0






 dzdd  

         
2

0
32

3
32)6(2  d   

    (2)x2y2z22az(a0)及 x2y2z2(含有 z 轴的部分)  
    解 在球面坐标下积分区域  可表示为 

        cos20 ,
4

0 ,20 ar    

于是    ddrdrdvV sin2


    

        



cos2

0
24

0

2

0
sin

a
drrdd  

        34
0

33 sincos
3
82 ada 


    

    (3) 22 yxz  及 zx2y2  

    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 
       02 01 2z  



于是   
6

)(2
1

0
32

1

0

2

0 2







 



ddzdddvV   

    (4) 225 yxz  及 x2y24z   

    解 在柱面坐标下积分区域  可表示为 

       22 5
4
1 ,20 ,20   z   

于是   



2

2

5

4
1

2

0

2

0






 dzddV  

        )455(
3
2)

4
5(2

2

0

2
2    d   

    13 球心在原点、半径为 R 的球体 在其上任意一点的密度的大小与这点

到球心的距离成正比 求这球体的质量  

    解 密度函数为 222),,( zyxkzyx    

    在球面坐标下积分区域  可表示为 
              02 0 0rR  

于是   dvzyxkM 222 

 4

0 0
22

0
sin Rkdrrkrdd

R



     



习题 94 
    1 求球面 x2y2z2a2 含在圆柱面 x2y2ax 内部的那部分面积  
    解 位于柱面内的部分球面有两块 其面积是相同的  

    由曲面方程 z 222 yxa  得
222 yxa

x
x
z





  

222 yxa

y
y
z





  

于是 dxdy
y
z

x
zA

axyx









22

22 )()(12 dxdy
yxa

a

axyx


 


22
222

2   

       
 2

0

cos

0 22

14
 





a

d
a

da )2(2)sin(4 22
0

  


adaaa  

    2 求锥面 z 22 yx  被柱面 z22x 所割下的部分的曲面的面积 

    解 由 z 22 yx  和 z22x 两式消 z 得 x2y22x 于是所求曲面在 xOy 面上

的投影区域 D 为 x2y22x  

    由曲面方程 22 yx  得
22 yx

x
x
z





  

22 yx

y
y
z





  

于是 dxdy
y
z

x
zA

yx









1)1(

22

22

)()(1 22
1)1( 22

 


dxdy
yx

 

    3 求底面半径相同的两个直交柱面 x2y2R2 及 x2z2R2 所围立体的表面

积 

    解 设 A1 为曲面 22 xRz  相应于区域 D x2y2R2上的面积 则所求表面

积为 A4A1 

      dxdy
y
z

x
zA

D
 



 22 )()(14 dxdy

xR
x

D
 


 22

22
0)(14  

       dxdy
xR

R

D
 


22

4 2
22

16814
2

2
RdxRdy

xR
dxR

R

R

R

R

xR

xR



  












  

    4 设薄片所占的闭区域 D 如下 求均匀薄片的质心  

    (1)D 由 pxy 2  xx0 y0 所围成  

    解 令密度为1  



    因为区域 D 可表示为 pxyxx 20 ,0 0   所以 

       3
000

2

0
2

3
22

00
pxdxpxdydxdxdyA

xx px

D

     

       000

2

0 5
32111 00

xdxpxx
A

xdydx
A

xdxdy
A

x
xx px

D

     

        000

2

0 8
3111 00

ypxdx
A

ydydx
A

ydxdy
A

y
xx px

D

     

所求质心为 )
8
3 ,

5
3( 00 yx  

    (2)D 是半椭圆形闭区域 }0 ,1 |),{( 2

2

2

2
 y

b
y

a
xyx   

    解 令密度为1 因为闭区域 D 对称于 y 轴 所以 0x  

        abdxdyA
D


2
1  (椭圆的面积)  

       
3

4)(
2

111 22
2

2

0

22 bdxxa
a
b

A
ydydx

A
ydxdy

A
y

a

a

a

a

xa

D

a
b

   


  

  所求质心为 )
3
4 ,0(

b   

    (3)D 是介于两个圆 racos rbcos(0ab)之间的闭区域  

    解 令密度为1 由对称性可知 0y   

       )(
4

)
2

()
2

( 2222 ababdxdyA
D

   (两圆面积的差)  

       
)(2

cos21 22
2

0

cos

cos ba
abbadrrrd

A
xdxdy

A
x

b

a
D


  

 


   

所求质心是 )0 ,
)(2

(
22

ba
abba


   

    5 设平面薄片所占的闭区域D由抛物线 yx2及直线 yx所围成 它在点(x 
y)处的面密度 (x y)x2y 求该薄片的质心 



    解 
35
1)(

2
1),(

1

0
641

0
2

2
   dxxxydyxdxdxdyyxM

x

x
D

 

        
48
35)(

2
111),(1 1

0
751

0
3

2
   dxxx

M
ydyxdx

M
dxdyyxx

M
x

x

x
D

     

        
54
35)(

3
111),(1 1

0
851

0
22

2
   dxxx

M
dyyxdx

M
dxdyyxy

M
y

x

x
D

   

质心坐标为 )
54
35 ,

48
35(  

    6 设有一等腰直角三角形薄片 腰长为 a 各点处的面密度等于该点到直

角顶点的距离的平方 求这薄片的质心  
    解 建立坐标系 使薄片在第一象限 且直角边在坐标轴上 薄片上点(x y)

处的函数为x2y2 由对称性可知 yx    

       4
0

22
0 6

1)(),( adyyxdxdxdyyxM
xaa

D

 


   

       adyyxxdx
M

dxdyyxx
M

yx
xaa

D
5
2)(1),(1

0
22

0
 


   

薄片的质心坐标为 )
5
2 ,

5
2( aa  

    7 利用三重积分计算下列由曲面所围成立体的质心(设密度 1)  
    (1)z2x2y2 z1  

    解 由对称性可知 重心在 z 轴上 故 0 yx  

       
3
1 



dvV (圆锥的体积)  

       
4
311 2

0

1

0

1
   






r
zdzrdrd

V
zdv

V
z   

所求立体的质心为 )
4
3 ,0 ,0(   

    (2) 222 yxAz   222 yxaz  (Aa0) z0  



    解 由对称性可知 重心在 z 轴上 故 0 yx   

       )(
3
2

3
2

3
2 3333 aAaAdvV  



 (两个半球体体积的差)  

       
)(8
)(3

cossin1cossin1
33

442

0 0 0
33 2

aA
aA

drrdd
V

ddrdr
V

z
A


   



 

   

所求立体的质心为 )
)(8
)(3

 ,0 ,0( 33

44

aA
aA


   

    (3)zx2y2 xya x0 y0 z0  

    解   
 


a xa yx

dzdydxV
0 0 0

22

 



a xa

dyyxdx
0 0

22 )(  

          
a

dxxaxax
0

32 ])(
3
1)([ 4

6
1 a   

       


 xdv
V

x 1 a
a

a
dzdyxdx

V

a xa yx

5
2

6
1

15
1

1
4

5

0 0 0

22

   
 

  

       axy
5
2   

       


 zdv
V

z 1   
 


a xa yx

zdzdydx
V 0 0 0

221 2

30
7 a   

所以立体的重心为 )
30
7,

5
2,

5
2( 2aaa   

  
    8 设球体占有闭区域{(x y z)|x2y2z22Rz} 它在内部各点的密度的大

小等于该点到坐标原点的距离的平方 试求这球体的质心  

    解 球体密度为x2y2z2 由对称性可知质心在 z 轴上 即 0 yx  

    在球面坐标下可表示为  cos20 ,
2

0 ,20 Rr   于是 

          


  


2

0
2

0

cos2

0
22sin

R
drrrdddvM  



          2
0

55 cossin
5

322


 dR 5

15
32 R   

         



  


2

0
2

0

cos2

0
5cossin11 R
drrdd

M
zdv

M
z  

          R
r

R
dR

M 4
5

15
32
3
8

cossin
6

642
5

6

2
0

76  



 

  

故球体的质心为 )
4
5 ,0 ,0( R .  

 
 
    9 设均匀薄片(面密度为常数 1)所占闭区域 D 如下 求指定的转动惯量  

    (1) }1 |),{( 2

2

2

2


b
y

a
xyxD  求 Iy 

    解 积分区域 D 可表示为 

       22 , xa
a
byxa

a
baxa    

于是    






a

a

xa
a
b

xa
a
b

a

a
D

y dxxax
a
bdydxxdxdyxI 22222 222

22
ba3

4
1   

    提示 42
0

2
4

222

8
2sin

2
 

sin
 atdtatax

dxxax
a

a


    

    (2)D 由抛物线 xy
2
92  与直线 x2 所围成 求 Ix和 Iy  

    解 积分区域可表示为 

       2/32/3 ,20 xyxx    

于是   
5
72

22
27

3
2 2

0
2
32/3

2/3
22

0
2    

dxxdyydxdxdyyI
D

x

xx   

       
7
96

2
6 2

0
2
52/3

2/3

2

0
22    

dxxdydxxdxdyxI
D

x

xy   

   (3)D 为矩形闭区域{(x y)|0xa 0yb} 求 Ix和 Iy 



    解 
33

1 3
3

0
2

0
2 abbadyydxdxdyyI

D

ba

x      

       
33

1 3
3

00
22 babadydxxdxdyxI

D

ba

y      

    10 已知均匀矩形板(面密度为常量 )的长和宽分别为 b 和 h 计算此矩形

板对于通过其形心且分别与一边平行的两轴的转动惯量 
    解 取形心为原点 取两旋转轴为坐标轴 建立坐标系  

       32

2

22

2

2

12
1 bhdyydxdxdyyI

h

h
D

b

bx     
  

 

         32

2

2

2

22

12
1 hbdydxxdxdyxI

h

h
D

b

by     
  

 
    11 一均匀物体(密度 为常量)占有的闭区域由曲面 zx2y2 和平面 z0 
|x|a |y|a 所围成  
    (1)求物体的体积  
    解 由对称可知 

        



a yxa

dzdydxV
0 00

22

4  

        4
0

3
2

0
22

0 3
8)

3
(4)(4 adxaaxdyyxdx

aaa
    

    (2)求物体的质心  

    解 由对称性知 0 yx    

          





a a yx
zdzdydx

V
zdv

M
z

0 0 0

2241   

          
a a

dyyyxxdx
V 0 0

4224 )2(2  

        2
0

5
234

15
7)

53
2(2 adxaxaax

V

a
    

    (3)求物体关于 z 轴的转动惯量  



    解    





a a yx

z dzyxdydxdvyxI
0 0 0

2222
22

)(4)(   

           
a a

dyyyxxdx
0 0

4224 )2(4 66

45
112

45
284 aa     

 
    12 求半径为 a、高为 h 的均匀圆柱体对于过中心而平行于母线的轴的转动

惯量(设密度 1) 
    解 建立坐标系 使圆柱体的底面在 xOy面上 z轴通过圆柱体的轴心 用柱

面坐标计算  

        
 

 dzdrdrdvyxIz  322 )( 42

0 0 0
3

2
1 hadzdrrd

a h



      

          
    13 设 面 密 度 为 常 量  的 匀 质 半 圆 环 形 薄 片 占 有 闭 区 域

}0 ,|)0 , ,{( 2
22

1  xRyxRyxD  求它对位于 z 轴上点 M0(0 0 a)(a0)处单

位质量的质点的引力 F   
    解 引力 F(Fx Fy Fz ) 由对称性 Fy0 而 

        


D
x d

ayx
x

GF 
2/3222 )(

 

          



 2

2
2/322

2
2

1 )(
cos



 



R

R
d

a
dG  

         ][ln2
22

1

1
22

2

2

1
22

1

2
22

2

aR

R

aR

R

RaR

RaR
G










    

        


D
z ayx

d
GaF 2/3222 )(


  

 2

2
2/322

2

1 )(



 


R

R a
d

dGa  

         ]11[
22

1
22

2 aRaR
Ga





    

 
    14 设均匀柱体密度为  占有闭区域 {(x y z)|x2y2R2 0zh} 求它

对于位于点 M0(0 0 a)(ah)处单位质量的质点的引力 
    解 由柱体的对称性可知 沿 x 轴与 y 轴方向的分力互相抵消 故 FxFy0 



而 

       



 dv

zayx
zaGFz 2/3222 ])([

  

         





222
2/32220 ])([

)(
Ryx

h

zayx
dxdy

dzzaG  

           





2

0 0 2/3220 ])([
)(

Rh

zar
rdrddzzaG  

          





h
dz

zaRza
zaG

0 22
]

)(
11)[(2    

         ])([2 2222 aRhaRhG     

 



总习题九 

    1 选择以下各题中给出的四个结论中一个正确的结论  

    (1)设有空间闭区域 

        1{(x y z)|x2y2z2R2 z0}  

        2{(x y z)|x2y2z2R2 x0 y0 z0}  

则有________  

    (A) xdvxdv
21

4

   (B) ydvydv

21

4

    

    (C) zdvzdv
21

4

   (D) xyzdvxyzdv

21

4

    

    解 (C)  

    提示 f(x y z)x 是关于 x 的奇函数 它在关于 yOz 平面对称的区域1 上的三重积分为

零 而在2上的三重积分不为零 所以(A)是错的 类似地 (B)和(D)也是错的 
    f(x y z)z 是关于 x 和 y 的偶函数 它关于 yOz 平面和 zOx 面都对称的区域1 上的三

重积分可以化为1 在第一卦部分2 上的三重积分的四倍  

    (2)设有平面闭区域 D{(x y)|axa xya} D1{(x y)|0xa xya} 则 

dxdyyxxy
D

)sincos(  ________  

    (A) ydxdyx
D

sincos2
1

  (B) xydxdy
D1

2   (C) ydxdyx
D

sincos4
1

  (D)0 

    解 (A)  

     

    2 计算下列二重积分  

    (1) ydx
D

sin)1(   其中 D 是顶点分别为(0 0) (1 0) (1 2)和(0 1)的梯形闭区域  

    解 积分区域可表示为 D{(x y)|0x1 0yx1} 于是 

        
 1

0

1

0

1

0
)]1cos(1)[1(sin)1(sin)1( dxxxydydxxydx

x

D

  

        2sin22cos1sin1cos
2
3    

    (2) dyx
D

)( 22  其中 D{(x y)|0ysin x 0x}  



    解  



0

32sin

0
22

0
22 )sin

3
1sin()()( dxxxxdyyxdxdyx

x

D

 

        
9
402   

    (3) dyxR
D

222   其中 D 是圆周 x2y2Rx 所围成的闭区域  

    解 在极坐标下积分区域 D 可表示为 

        cos0 ,
22

R   

于是    ddRdyxR
DD

22222    

         
 2

2

cos
0

2
3

22cos

0
222

2

])(
3
1[






  dRdRd rR
 

        32
0

3
3

2

2

3
3

)43(
9
1)sin1(

3
2|)sin|1(

3
RdRdR   



   

    (4) dyxy
D

)963( 2   其中 D{(x y)|x2y2R2}  

    解 因为积分区域 D 关于 x 轴、y 轴对称 所以 

       063    ydxd
DD

  

       2999 Rdd
DD

     

因为    dyxdxdy
DDD

)(
2
1 2222     

所以    dyxRdyxy
DD

)(
2
19)963( 2222    

        42
0

22

0
2

4
9

2
19 RRddR

R 


    

    3 交换下列二次积分的次序  



    (1) 




)4(
2
1

4

4

0
),(

y

y
dxyxfdy   

    解 积分区域为 

        )}4(
2
14 ,40|),{(  yxyyyxD   

并且 D 又可表示为 

        D{(x y)|2x0 2x4yx24}  

所以   









4

42

0

2

)4(
2
1

4

4

0

2

),(),(
x

x

y

y
dyyxfdxdxyxfdy   

    (2) 



yy

dxyxfdydxyxfdy
3

0

3

1

2

0

1

0
),(),(   

    解 积分区域为 

        D{(x y)|0y1 0x2y}{(x y)|1y3 0x3y}  

并且 D 又可表示为 

        }3
2
1 ,20|),{( xyxxyxD    

所以   



x

x

yy
dyyxfdxdxyxfdydxyxfdy

3

2
1

2

0

3

0

3

1

2

0

1

0
),(),(),(   

    (3) 
 2111

0
),(

x

x
dyyxfdx   

    解 积分区域为 

        }11 ,10|),{( 2xyxxyxD    

并且 D 又可表示为 

        }20 ,21|),{(}0 ,10|),{( 22 yyxyyxyxyyxD    

所以   



222 2

0

2

10

1

0

111

0
),(),(),(

yyyx

x
dxyxfdydxyxfdydyyxfdx   

    4 证明  

          
a xamy xama

dxxfexadxxfedy
0

)(
0

)(
0

)()()(   

    证明 积分区域为 

        D{(x y)|0ya 0xy}  

并且 D 又可表示为 

        D{(x y)|0xa xya} 



所以     
a xama

x
xamay xama

dxxfexadyxfedxdxxfedy
0

)()(
00

)(
0

)()()()(   

 

    5 把积分 dxdyyxf
D

),( 表为极坐标形式的二次积分 其中积分区域D{(x y)|x2y1 

1x1}  

    解 在极坐标下积分区域可表示为 DD1D2D3  

其中    sectan0 ,
4

0 :1 D   

        csc0 ,
4

3
4

 :2 D   

        sectan0 ,
4

3 :3 D   

所以    



sectan

0
4

0
)sin,cos(),( dfddxdyyxf

D

 

                   


 
csc

0
4

3

4

)sin,cos( dfd  

                   


 
sectan

0
4

3 )sin,cos( dfd   

    6 把积分 dxdydzzyxf ),,(

 化为三次积分 其中积分区域是由曲面 zx2y2 yx2

及平面 y1 z0 所围成的闭区域  

    解 积分区域可表示为 

        0zx2y2 x2y1 1x1  

所以   






22

2 0

11

1
),,(),,(

yx

x
dzzyxfdydxdxdydzzyxf   

    7 计算下列三重积分  

    (1) dxdydzz2


  其中是两个球 x2y2z2R2 和 x2y2z22Rz(R0)的公共部分  

    解 两球面的公共部分在 xOy 面上的投影 222 )
2
3( Ryx   

在柱面坐标下积分区域可表示为 

       2222 ,
2
30 ,20 :   RRzRRR   



所以   






22

22

22
3

0

2

0
2 






R

RR

R
dzzdddxdydzz  

        52
3

0
3222

3
22

480
59])()[(

3
12 RdRRR

R
     

    (2) dv
zyx

zyxz
1

)1ln(
222

222





  其中是由球面 x2y2z21 所围成的闭区域  

    解 因为积分区域关于 xOy 面对称 而被积函数为关于 z 的奇函数  

所以   0
1

)1ln(
222

222






 dv

zyx
zyxz

  

    (3) dvzy )( 22

  其中是由 xOy 面上曲线 y22x 绕 x 轴旋转而成的曲面与平面 x5

所围成的闭区域  

    解 曲线 y22x 绕 x 轴旋转而成的曲面的方程为 y2z22x 由曲面 y2z22x 和平面 x5

所围成的闭区域在 yOz 面上的投影区域为 

        222 )10( :  zyDyz   

在柱面坐标下此区域又可表示为 

        5
2
1 ,100 ,20 : 2  xDyz    

所以     


5

2
1

210

0

2

0
22

2
)(




 dxdddvzy  

        
3

250)
2
15(2

10

0
23   d   

    8 求平面 1
c
z

b
y

a
x

被三坐标面所割出的有限部分的面积  

    解 平面的方程可写为 y
b
cx

a
ccz   所割部分在 xOy 面上的投影区域为 

       }0 ,0 ,1|),{(  yx
b
y

a
xyxD   

于是   dxdy
b
c

a
cdxdy

y
z

x
zA

DD
2

2

2

2
22 1)()(1 





   



        2

2

2

2

2

2

2

2
1

2
11

b
c

a
cabdxdy

b
c

a
c

D

    

    9 在均匀的半径为R的半圆形薄片的直径上 要接上一个一边与直径等长的同样材料

的均匀矩形薄片 为了使整个均匀薄片的质心恰好落在圆心上 问接上去的均匀矩形薄片

另一边的长度应是多少？ 

    解 设所求矩形另一边的长度为 H 建立坐标系 使半圆的直径在 x 轴上 圆心在原点 
不妨设密度为1g/cm3  

    由对称性及已知条件可知 0 yx  即 

        0 ydxdy
D

  

从而    0
22






xR

H

R

R
ydydx   

即      0])[(
2
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亦即    0
3
1 223  RHRR   

从而    RH
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2   

    因此 接上去的均匀矩形薄片另一边的长度为 R
3
2   

    10 求曲抛物线 yx2及直线 y1 所围成的均匀薄片(面密度为常数)对于直线 y1 的

转动惯量  

    解 抛物线 yx2 及直线 y1 所围成区域可表示为 

       D{(x y)|1x 1 x2y1}  

所求转动惯量为 

       
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    11 设在 xOy 面上有一质量为 M 的匀质半圆形薄片 占有平面闭域 D{(x y)|x2y2R2 
y0} 过圆心 O 垂直于薄片的直线上有一质量为 m 的质点 P OPa 求半圆形薄片对质点

P 的引力  

    解 设 P 点的坐标为(0 0 a) 薄片的面密度为 22

2

2
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M
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    设所求引力为 F(Fx Fy Fz)  

    由于薄片关于 y 轴对称 所以引力在 x 轴上的分量 Fx0 而 
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习题 101  

    1 设在 xOy 面内有一分布着质量的曲线弧 L 在点(x y)处它的线密度为 

(x y) 用对弧长的曲线积分分别表达  

    (1)这曲线弧对 x 轴、对 y 轴的转动惯量 Ix Iy  

    (2)这曲线弧的重心坐标 x  y   

    解 在曲线弧 L上任取一长度很短的小弧段 ds(它的长度也记做 ds) 设(x y)

为小弧段 ds 上任一点. 

    曲线 L 对于 x 轴和 y 轴的转动惯量元素分别为 

        dIxy2(x y)ds dIyx2(x y)ds   

    曲线 L 对于 x 轴和 y 轴的转动惯量分别为 

         Lx dsyxyI ),(2   Ly dsyxxI ),(2   

    曲线 L 对于 x 轴和 y 轴的静矩元素分别为 

        dMxy(x y)ds dMyx(x y)ds   

    曲线 L 的重心坐标为 

        

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  

    2 利用对弧长的曲线积分的定义证明 如果曲线弧 L分为两段光滑曲线 L1

和 L2 则 

          
1 2

),(),(),(
L LL

dsyxfdsyxfdsyxf   

    证明 划分 L 使得 L1 和 L2 的连接点永远作为一个分点 则 

         
 


1

1

1

11 1

),(),(),(
n

ni
iii

n

i

n

i
iiiiii sfsfsf    

令max{si}0 上式两边同时取极限 
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   3 计算下列对弧长的曲线积分  



    (1)  
L

ndsyx )( 22  其中 L 为圆周 xacos t  yasin t (0t2)  

    解  
L

ndsyx )( 22  
2
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    (2)  
L

dsyx )(  其中 L 为连接(1 0)及(0 1)两点的直线段  

    解 L 的方程为 y1x (0x1)  
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0
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    (3) xdx
L  其中 L 为由直线 yx 及抛物线 yx2所围成的区域的整个边界  

    解 L1 yx2(0x1) L2 yx(0x1)   

       xdx
L xdxxdx

LL  
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    (4) dse yx

L

22  其中 L 为圆周 x2y2=a2 直线 yx 及 x 轴在第一象限内所围

成的扇形的整个边界  

    解 LL1L2L3 其中 

       L1 xx y0(0xa)  

       L2 xa cos t ya sin t )
4

0(  t   

       L3 xx yx )
2
20( ax   

因而   dsedsedsedse yx
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    (5)  
ds

zyx 222
1  其中为曲线 xetcos t  yetsin t  zet上相应于 t 从 0 变

到 2 的这段弧  

    解 dt
dt
dz

dt
dy

dt
dxds 222 )()()(   

         dtetetetete ttttt 222 )cossin()sincos(  dtet3   
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    (6)  yzdsx2  其中为折线 ABCD 这里 A、B、C、D 依次为点(0 0 0)、 

(0 0 2)、(1 0 2)、(1 3 2)  

    解 ABBCCD 其中 

       AB x0 y0 zt (0t1)  

       BC xt y0 z2(0t3)  

       CD x1 yt z2(0t3)  

故     yzdsxyzdsxyzdsxyzdsx
CDBCAB

2222  


 

       9010200
3

0
2223

0

1

0
  dttdtdt . 

    (7) L dsy2  其中 L 为摆线的一拱 xa(tsin t) ya(1cos t)(0t2)  

    解   
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dttattatadsy
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    (8)  
L

dsyx )( 22  其中 L 为曲线 xa(cos tt sin t) ya(sin tt cos t)(0t2)  

    解 dt
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    4 求半径为 a 中心角为 2的均匀圆弧(线密度1)的重心  

    解 建立坐标系如图 104 所示 由对称性可知 0y  又 
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    5 设螺旋形弹簧一圈的方程为 xacos t yasin t zkt 其中 012  

它的线密度(x y z)x2y2z2 求  

    (1)它关于 z 轴的转动惯量 Iz (2)它的重心 

    解 dttztytxds )()()( 222  dtka 22   
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习题 102  

    1 设 L 为 xOy 面内直线 xa 上的一段 证明  
L

dxyxP 0),(  

    证明 设 L 是直线 xa 上由(a b1)到(a b2)的一段  

则 L xa yt t 从 b1 变到 b2 于是 

        00) ,())( ,(),(
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dttaPdt

dt
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    2. 设 L 为 xOy 面内 x 轴上从点(a 0)到(b 0)的一段直线  

证明  L

b

a
dxxPdxyxP )0 ,(),(   

    证明 L xx y0 t 从 a 变到 b 所以 

          
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a
dxxPdxxxPdxyxP )0 ,())(0 ,(),(   

    3 计算下列对坐标的曲线积分  

    (1)  
L

dxyx )( 22  其中 L 是抛物线 yx2 上从点(0 0)到点(2 4) 

的一段弧  

    解 L yx2 x 从 0 变到 2 所以 

          
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dxxxdxyx
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56)()(   

    (2) L xydx  其中 L 为圆周(xa)2y2a2(a0)及 x 轴所围成的在第 

一象限内的区域的整个边界(按逆时针方向绕行)  

    解 LL1L2 其中 

       L1 xaacos t yasin t  t 从 0 变到  
       L2 xx y0 x 从 0 变到 2a  

因此     
21 LL L
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    (3)  
L

xdyydx  其中 L 为圆周 xRcost yRsint 上对应 t 从 0 到 

2
 的一段弧  



    解   
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)()(  其中 L 为圆周 x2y2a2(按逆时针方向绕行)  

    解 圆周的参数方程为 xacos t yasin t t 从 0 变到 2 所以 
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    (5) ydzzdydxx  2  其中 为曲线 xk yacos zasin 上对 

应  从 0 到  的一段弧  

    解  

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    (6) dzyxydyxdx )1(   其中 是从点(1 1 1)到点(2 3 4)的 

一段直线  

    解 的参数方程为 x1t y12t z13t t 从 0 变到 1  

         dzyxydyxdx )1(  
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    (7)   ydzdydx  其中 为有向闭折线 ABCA  这里的 A B C 

依次为点(1 0 0) (0 1 0) (0 0 1)  

    解 ABBCCA 其中 

       AB xx y1x z0 x 从 1 变到 0  

       BC x0 y1z zz z 从 0 变到 1  



       CA xx y0 z1x x 从 0 变到 1 

故    ydzdydxydzdydxydzdydxydzdydx
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    (8) dyxyydxxyx
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)2()2( 22   其中 L 是抛物线 yx2 上从(1 1) 

到(1 1)的一段弧  

    解 L xx yx2 x 从1 变到 1 故 

        
L

dyxyydxxyx )2()2( 22  

        
1

1
3432 ]2)2()2[( dxxxxxx  

       
15
14)4(2

1

0
42   dxxx  

    4 计算  
L

dyxydxyx )()(  其中 L 是 

    (1)抛物线 yx2上从点(1 1)到点(4 2)的一段弧  

    解 L xy2 yy y 从 1 变到 2 故  

        
L

dyxydxyx )()(  

        
2

1
22

3
34]1)(2)[( dyyyyyy   

    (2)从点(1 1)到点(4 2)的直线段  

    解 L x3y2 yy y 从 1 变到 2 故 

        
L

dyxydxyx )()(  

       11]1)23()23[(
2

1
  dyyyyyy  

    (3)先沿直线从点(1 1)到(1 2) 然后再沿直线到点(4 2)的折线  

    解 LL1L2 其中 

       L1 x1 yy y 从 1 变到 2  

       L2 xx y2 x 从 1 变到 4 

故      
L

dyxydxyx )()(  

       dyxydxyxdyxydxyx
LL

)()()()(
21

   



       14)2()1(
4

1

2

1
  dxxdyy   

    (4)沿曲线 x2t2t1 yt21 上从点(1 1)到(4 2)的一段弧  

    解 L x2t2t1 yt21 t 从 0 变到 1 故 

        
L

dyxydxyx )()(  

       
3

32]2)()14)(23[(
1

0
22   dttttttt   

    5 一力场由沿横轴正方向的常力 F 所构成 试求当一质量为 m 

的质点沿圆周 x2y2R2 按逆时针方向移过位于第一象限的那一段时 

场力所作的功  

    解 已知场力为 F(|F| 0) 曲线 L 的参数方程为 

       xR cos  yR sin   

 从 0 变到
2
  于是场力所作的功为 

        RFdRFdxFdW
LL

||)sin(|||| 2
0

 


rF   

    6 设 z 轴与力方向一致 求质量为 m 的质点从位置(x1 y1 z1) 

沿直线移到(x2 y2 z2)时重力作的功  

    解 已知 F(0 0 mg) 设 为从(x1 y1 z1)到(x2 y2 z2)的直线  

则重力所作的功为 

         
 2

1

)(00 12

z

z
zzmgdzmgmgdzdydxdW rF   

    7 把对坐标的曲线积分  
L

dyyxQdxyxP ),(),( 化成对弧长的曲线 

积分 其中 L 为  

    (1)在 xOy 面内沿直线从点(0 0)到(1 1)  

    解 L 的方向余弦
2

1
4

coscoscos     

故      
L

dyyxQdxyxP ),(),(  

       dsyxQyxP
L

]cos),(cos),([    

       


L
ds

yxQyxP
2

),(),(   

    (2)沿抛物线 yx2 从点(0 0)到(1 1)  



    解 曲线 L 上点(x y)处的切向量为 (1 2x) 单位切向量为 

       )
41

2,
41

1()cos,(cos
22 x

x
x 

  e   

故      
L

dyyxQdxyxP ),(),(  

       dsyxQyxP
L

]cos),(cos),([    

       


L
ds

x

yxxQyxP
241

),(2),(   

    (3)沿上半圆周 x2y22x 从点(0 0)到(1 1)  

    解 L 的方程为 22 xxy   其上任一点的切向量为 

       )
2
1 ,1(

2xx
x

   

单位切向量为 

       )1 ,2()cos,(cos 2 xxx   e   

故      
L

dyyxQdxyxP ),(),(  

       dsyxQyxP
L

]cos),(cos),([             

       
L

dsyxQxyxPxx )],()1(),(2[ 2   

    8 设 为曲线 xt  yt2 zt3上相应于 t 从 0 变到 1 的曲线弧  

把对坐标的曲线积分   RdzQdyPdx 化成对弧长的曲线积分  

    解 曲线 上任一点的切向量为 

        (1 2t 3t2)(1 2x 3y)  

单位切向量为 

       )3 ,2 ,1(
921

1)cos,cos,(cos
22

yx
yx 

  e   

       dsRQPRdzQdyPdx
L

]coscoscos[    
 

        


L
ds

yx

yRxQP
22 941

32
  



 



习题 103  

    1 计算下列曲线积分 并验证格林公式的正确性  

    (1)  
l

dyyxdxxxy )()2( 22  其中 L 是由抛物线 yx2及 y2x 所围 

成的区域的正向边界曲线  

    解 LL1L2 故 

        
L

dyyxdxxxy )()2( 22  

        
21

)()2()()2( 2222
LL

dyyxdxxxydyyxdxxxy  

         
1

0

0

1
2243423 )](2)2[(]2)()2[( dyyyyyydxxxxxx  

       
30
1)242()22(

1

0

1

0
245235    dyyyydxxxx   

而     dxdyxdxdy
y
P

x
Q

DD

)21()( 






   
1

0 2
)21(

y

y
dxxdy  

       
30
1)( 42

1

0
2
1

  dyyyyy   

所以    






l
D

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q

)(   

    (2)  
l

dyxyydxxyx )2()( 232  其中 L 是四个顶点分别为(0 0)、 

(2 0)、(2 2)、和(0 2)的正方形区域的正向边界  

    解 LL1L2L3L4 故 

        
L

dyxyydxxyx )2()( 232  

        dyxyydxxyx
LLLL

)2())(( 232

4321

   

           
2

0

2

0

0

2

0

2
2222 )8()4( dyydxxxdyyydxx  

        848
2

0

2

0
   ydyxdx   

而     dxdyxyydxdy
y
P

x
Q

DD

)32()( 2






  



        
2

0
22

0
)32( dyxyydx 8)48(

2

0
  dxx   

所以    






l
D

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q

)(   

    2 利用曲线积分 求下列曲线所围成的图形的面积  

    (1)星形线 xacos3t  yasin3t  

    解   
L

dtttataydxA
2

0
23 )sin(cos3sin  

        



2

0
2242

8
3cossin3 atdtta   

    (2)椭圆 9x216y2144  

    解 椭圆 9x216y2 144 的参数方程为 

       x4cos y 3sin 02 故 

       
L

ydxxdyA
2
1  

         



2

0
)]sin4(sin3cos3cos4[

2
1 d  

         



2

0
126 d   

    (3)圆 x2y22ax  

    解 圆 x2y22ax 的参数方程为 xaacos yasin 02  

故      
L

ydxxdyA
2
1

 

          



2

0
)]sin(sincos)cos1([

2
1 daaaa  

         22

0

2
)cos1(

2
ada  


   

 

 

 

 

 

 



    3. 计算曲线积分  


L yx
xdyydx

)(2 22  其中 L 为圆周(x1)2y22 L 的方 

向为逆时针方向 

    解 
)(2 22 yx

yP


  
)(2 22 yx

xQ

  当 x2+y20 时 

       
y
P

x
Q







0
)(2)(2 222

22

222

22








yx
yx

yx
yx

  

    在 L 内作逆时针方向的小圆周 

        l  xcos ysin(02)  

在以 L 和 l 为边界的闭区域 D上利用格林公式得 

       0)( 




 



dxdy
y
P

x
Q

QdyPdx
DlL 

  

即       
 lL l

dyPdxQdyPdxQdyPdx   

因此    





lL yx
xdyydx

yx
xdyydx

)(2)(2 2222  





2

0 2

2222

2
cossin d  




2

02
1 d  

         

    4 证明下列曲线积分在整个 xOy 面内与路径无关 并计算积分值  

    (1)  
)3 ,2(

)1 ,1(
)()( dyyxdxyx   

    解 Pxy Qxy 显然 P、Q 在整个 xOy 面内具有一阶连续偏 

导数 而且 

       1






x
Q

y
P   

故在整个 xOy 面内 积分与路径无关  

    取 L 为点(1 1)到(2 3)的直线 y2x1 x 从 1 变到 2 则 

         
)3 ,2(

)1 ,1(

2

1
)]1(2)13[()()( dxxxdyyxdxyx  

        
2

1 2
5)1( dxx   

    (2)  
)4 ,3(

)2 ,1(
2232 )36()6( dyxyyxdxyxy   



    解 P6xy2y3 Q6x2y3xy2 显然 P、Q 在整个 xOy 面内具有一 

阶连续偏导数 并且 2312 yxy
x
Q

y
P 





  故积分与路径无关 取路径 

(1 2)(1 4)(3 4)的折线 则 

        
)4 ,3(

)2 ,1(
2232 )36()6( dyxyyxdxyxy     

       236)6496()36
4

2

3

1
2    dxxdyyy   

       

 

    (3)  
)1 ,2(

)0 ,1(
324 )4()32( dyxyxdxyxy   

    解  P2xyy43 Qx24xy3 显然 P、Q 在整个 xOy 面内具有一 

阶连续偏导数 并且 342 yx
x
Q

y
P 





  所以在整个 xOy 面内积分与 

路径无关 选取路径为从(1 0)(1 2)(2 1)的折线 则 

        
)1 ,2(

)0 ,1(
324 )4()32( dyxyxdxyxy     

         
1

0

2

1
3 5)1(2)41( dxxdyy   

    5. 利用格林公式 计算下列曲线积分: 

    (1)  
L

dyxydxyx )635()42(  其中 L 为三顶点分别为(0 0)、 

(3 0)和(3 2)的三角形正向边界  

    解 L 所围区域 D 如图所示 P2xy4 Q5y3x6  

       4)1(3 






y
P

x
Q

  

故由格林公式得 

         
L

dyxydxyx )6315()42( dxdy
y
P

x
Q

D

)(




   

        124   dxdy
D

  

    (2)  
L

xx dyyexxdxeyxxyxyx )2sin()sin2cos( 222  其中 L 为正 

向星形线 3
2

3
2

3
2

ayx  (a0)  



    解 xeyxxyxyxP 22 sin2cos   xyexxQ 2sin2      

       0)2cossin2()2cossin2( 22 




 xx yexxxxyexxxx

y
P

x
Q

  

由格林公式 

        
L

xx dyyexxdxeyxxyxyx )2sin()sin2cos( 222  

       0)( 




  dxdy

y
P

x
Q

D

  

    (3)  
L

dyyxxydxxyxy )3sin21()cos2( 2223  其中 L 为在抛物线 

2xy2 上由点(0 0)到 )1 ,
2

( 的一段弧  

    解 xyxyP cos2 23  223sin21 yxxyQ    

       0)cos26()6cos2( 22 






xyxyxyxy
y
P

x
Q

  

所以由格林公式 

       0)( 




  

dxdy
y
P

x
Q

QdyPdx
D

OBOAL
  

其中 L、OA、OB、及 D 如图所示  

故      


ABOAL
QdyPdxQdyPdx  

       
4

)
4

321(0
2

2
0

1

0
2

2 
   dyyydx   

    (4)  
L

dyyxdxyx )sin()( 22  其中 L 是在圆周 22 xxy  上由 

点(0 0)到点(1 1)的一段弧  

    解 Px2y Qxsin2y 0)1(1 






y
P

x
Q

  

由格林公式有 

       0)( 




  

dxdy
y
P

x
Q

QdyPdx
D

BOABL
  

其中 L、AB、BO 及 D 如图所示  



故       


L OBBA
dyyxdxyxdyyxdxyx )sin()()sin()( 2222  

       2sin
4
1

6
7)sin1(

1

0
21

0
2   dxxdyy   

 

    6 验证下列 P(x y)dxQ(x y)dy 在整个 xOy 平面内是某一函数 

u(x y)的全微分 并求这样的一个 u(x y): 

    (1)(x2y)dx(2xy)dy   

    证明 因为
y
P

x
Q







2  所以 P(x y)dxQ(x y)dy 是某个定义在整 

个 xOy 面内的函数 u(x y )的全微分  

        
),(

)0,0(
)2()2(),(

yx
Cdyyxdxyxyxu Cyxyx 

2
2

2

22
 

    (2)2xydxx2dy   

    解 因为
y
Px

x
Q







2  所以 P(x y)dxQ(x y)dy 是某个定义在整个 

xOy 面内的函数 u(x y)的全微分  

        
),(

)0,0(
22),(

yx
Cdyxxydxyxu   

y y
CyxCxydxdy

0 0
220  

    (3)4sin xsin3y cosxdx–3cos3y cos2xdy  

    解 因为
y
Pxy

x
Q







2sin3cos6  所以 P(x y)dxQ(x y)dy 是某个 

定义在整个 xOy 平面内的函数 u(x y)的全微分  

        
),(

)0,0(
2cos3cos3cos3sinsin4),(

yx
Cxdyyxdxyxyxu  

       CyxCxdyydx
x y

  3sin2cos2cos3cos30
0 0

  

    (4) dyyeyxxdxxyyx y)128()83( 2322   

    解 因为
y
Pxyx

x
Q







163 2  所以 P(x y)dxQ(x y)dy 是某个定 

义在整个 xOy 平面内的函数 u(x y)的全微分 

        
),(

)0,0(
232 )128()823(),(

yx y Cdyyeyxxdxxyiyxhyxu    

       Cdxxyyxdyye
y x

y  0 0
22 )83(12  



       Ceyeyxyx yy  )(124 223   

    (5) dyyxxydxxyyx )sinsin2()coscos2( 22   

    解 因为
y
Pyxxy

x
Q







sin2cos2  所以 P(x y)dxQ(x y)dy 是 

某个函数 u(x y)的全微分 

         
x y

Cdyyxxyxdxyxu
0 0

2 )sinsin2(2),(  

       Cyxxy  cossin 22   

    7 设有一变力在坐标轴上的投影为 Xxy2  Y2xy8 这变力确 

定了一个力场 证明质点在此场内移动时 场力所做的功与路径无关  

    解 场力所作的功为   dyxydxyxW )82()( 2   

    由于
y
Xy

x
Y





 2  故以上曲线积分与路径无关 即场力所作的功 

与路径无关  

 

 



习题 104 

    1 设有一分布着质量的曲面 在点(x y z)处它的面密度为(x y z) 用对面

积的曲面积分表达这曲面对于 x 轴的转动惯量  

    解 假设(x y z)在曲面上连续 应用元素法 在曲面上任意一点(x y z)处

取包含该点的一直径很小的曲面块 dS(它的面积也记做 dS) 则对于 x 轴的转动惯

量元素为 

       dIx(y2z2)(x y z)dS  

对于 x 轴的转动惯量为 

       dSzyxzyIx ),,()( 22 

   

    2 按对面积的曲面积分的定义证明公式 

        dSzyxfdSzyxfdSzyxf ),,(),,(),,(
21 
    

其中是由1 和2 组成的 

    证明 划分1 为 m 部分 S1 S2    Sm 

         划分2 为 n 部分 Sm1 Sm2    Smn   

则S1    Sm Sm1    Smn 为的一个划分 并且 

       iiii

nm

mi
iiii

m

i
iiii

nm

i

SfSfSf 







 ),,(),,(),,(

111

   

    令 }{max
1

1 i
mi

S


  }{max
1

2 i
nmim

S


  } ,max{ 21    则当0 时 有 

        dSzyxfdSzyxfdSzyxf ),,(),,(),,(
21 
    

    3 当是 xOy 面内的一个闭区域时 曲面积分 dSzyxf ),,(

 与二重积分有什

么关系？ 

     解 的方程为 z0 (x y)D  

        dxdydxdyzzdS yx  221   

故     dxdyzyxfdSzyxf
D

),,(),,(  


  

    4 计算曲面积分 dSzyxf ),,(

  其中为抛物面 z2(x2y2)在 xOy面上方的部



分 f(x y z)分别如下  

    (1) f(x y z)1  

    解  z2(x2y2) Dxy x2y22  

       dxdyyxdxdyzzdS yx
2222 4411    

因此   dxdyyxdSzyxf
xyD

22 441),,(  


 

         



2

0

2

0
241 rdrrd 

3
13])41(

12
1[2 2

0
2/32  r   

    (2) f(x y z)x2y2  

    解  z2(x2y2) Dxy x2y22 

       dxdyyxdxdyzzdS yx
2222 4411    

因此   dxdyyxyxdSzyxf
xyD

2222 441)(),,(  


 

         



2

0

2

0
241 rdrrd 

30
149412

2

0
22   rdrrr   

    (3) f(x y z)3z  

    解  z2(x2y2) Dxy x2y22 

       dxdyyxdxdyzzdS yx
2222 4411    

因此   dSzyxf ),,(

 dxdyyxyx

xyD

2222 441)](2[3    

         



2

0

2

0
22 41)2(3 rdrrrd 

10
11141)2(6

2

0
22   rdrrr  

    5 计算 dSyx )( 22

  其中是  

    (1)锥面 22 yxz  及平面 z1 所围成的区域的整个边界曲面  

    解 将分解为12 其中 

       1 z1  D1 x2y21 dSdxdy  

       1 22 yxz   D2 x2y21 dxdydxdyzzdS yx 21 22   



       dSyxdSyxdSyx )()()( 222222

21



  

       dxdyyxdxdyyx
DD

)()( 2222

21

   

        



2

0

1

0
3drrd   




2

0

1

0
32 drrd  

       
2

21
2
2

2
   

提示  dxdydxdy
yx

y
yx

xdS 21 22

2

22

2






   

 

    (2)锥面 z23(x2y2)被平面 z 0 及 z3 所截得的部分  

    解  223 yxz   Dxy x2y23  

       dxdydxdyzzdS yx 21 22    

因而   


922)()(
3

0
22

0
2222  



rdrrddxdyyxdSyx
xyD

  

提示 dxdydxdy
yx

y

yx
xdS 2]

)(32

6
[]

)(32
6[1 2

22
2

22






   

 

    6 计算下面对面积的曲面积分  

    (1) dSyxz )
3
42( 


  其中为平面 1

432
 zyx 在第一象限中的部分  

    解 yxz
3
424:   xyxDxy 2

310 ,20 :    

       dxdyzzdS yx
221  dxdy

3
61   

       614
3
614

3
614)

3
42(  



dxdydxdydSyxz
xyxy DD

  



    (2) dSzxxxy )22( 2 

  其中为平面 2x2yz6 在第一象限中的部分  

    解  z62x2y Dxy 0y3x 0x3  

       dxdydxdyzzdS yx 31 22    

       dSzxxxy )22( 2 

 dxdyyxxxxy

xyD

3)22622( 2    

       



x

dyyxyxxdx
3

0
23

0
)22236(3

4
27)9103(3

3

0
23   dxxx   

    (3) dSzyx )( 

  其中为球面 x2y2z2a2上 zh (0ha )的部分  

    解  222 yxaz   Dxy x2y2a2h2  

       dxdyzzdS yx
221  dxdy

yxa
a

222 
   

       dxdy
yxa

ayxayxdSzyx
xyD

222
222 )()(


 



 

       )(|| 22 haaDaadxdy xy
Dxy

   (根据区域的对称性及函数的奇偶性)  

提示 dxdy
yxa

y

yxa
xdS 2

222
2

222
)()(1





 dxdy

yxa
a

222 
   

    (4) dSzxyzxy )( 

  其中为锥面 22 yxz  被 x2y22ax 所截得的有限部分  

    解  22 yxz   Dxy x2y22ax dxdydxdyzzdS yx 21 22   

       dxdyyxyxxydSzxyzxy
xyD

])([2)( 22 


    

        




 
cos2

0
222

2

)]sin(coscossin[2
a

rdrqrrd  



       


 da )cossincoscos(sin24 42

2

554  42
15
64 a   

提示 dxdy
yx

y
yx

xdS 22

2

22

2
1





   

    7 求抛物面壳 )10)((
2
1 22  zyxz 的质量 此壳的面密度为z. 

    解  )(
2
1 22 yxz   Dxy x2y22  

       dxdyyxdxdyzzdS yx
2222 11   

故    dxdyyxyxzdSM
xyD

2222 1)(
2
1  



 

         



2

0

2

0
22 1

2
1 rdrrrd )136(

15

2



  

    8 求面密度为0 的均匀半球壳 x2y2z2a2(z0)对于 z 轴的转动惯量  

    解  222 yxaz   Dxy x2y2a2  

       dxdyzzdS yx
221  dxdy

yxa
a

222 
   

       dxdy
yxa

ayxdSyxIz 2220
22

0
22 )()(





   

           





2

0 0 22

3

0

a
dr

ya
rda 4

03
4 a   

 

提示 dxdy
yxa

y

yxa
xdS 2

222
2

222
)()(1





 dxdy

yxa
a

222 
   

           
 



习题 105 

    1 按对坐标的曲面积分的定义证明公式  

      dydzzyxPzyxP )],,(),,([ 21 

 dydzzyxPdydzzyxP )],,(),,( 21


    

    解 证明把分成 n 块小曲面Si(Si同时又表示第 i 块小曲面的面 

积) Si在 yOz 面上的投影为(Si)yz (i  i i )是Si上任意取定的一点  

是各小块曲面的直径的最大值 则 

      dydzzyxPzyxP )],,(),,([ 21 

  

       yziiiiiii

n

i

SPP ))](,(),([lim ,2,1
10



 


  

       yziiii

n

i
yziiii

n

i

SPSP ))(,(lim))(,(lim ,2
10

,1
10



 


 

       dydzzyxPdydzzyxP )],,(),,( 21

    

    2 当为 xOy 面内的一个闭区域时 曲面积分 dxdyzyxR ),,(

  

与二重积分有什么关系？ 

    解 因为 z0 (x y)Dxy 故 

       dxdyzyxRdxdyzyxR
xyD

),,(),,(  


  

当取的是上侧时为正号 取的是下侧时为负号  

    3 计算下列对坐标的曲面积分  

    (1) zdxdyyx 22


 其中是球面 x2y2z2R2的下半部分的下侧  

    解 的方程为 222 yxRz   Dxy x2y2R 于是 

       zdxdyyx 22


 dxdyyxRyx

xyD

)( 22222    

          



2

0
2222

0
2 sincos rdrrRrrd

R
 



          



2

0 0
5222 2sin

4
1 R

drrrRd 7

105
2 R  

    (2) ydzdxxdydzzdxdy 

  其中 z 是柱面 x2y21 被平面 z0 及 

z3 所截得的第一卦限内的部分的前侧  

    解 在 xOy 面的投影为零 故 0

 zdxdy   

    可表示为 21 yx   (y z)Dyz{(y z)|0y1 0z3} 故  

          


3

0

1

0

1

0
222 1311 dyydyydzdydzyxdyz

yzD

 

    可表示为 21 xy   (z x)Dzx{(z x)|0z3 0x1} 故  

       dzdxxydzdx
zxD

21 


   
3

0

1

0

1

0
22 131 dxxdxxdz   

因此  ydzdxxdydzzdxdy 

 )13(2

1

0
2dxx  

2
3

4
6    

    解法二  前侧的法向量为 n(2x 2y 0) 单位法向量为 

        )0 , ,(1)cos ,cos ,(cos
22

yx
yx 

   

由两种曲面积分之间的关系  

       dSzyxydzdxxdydzzdxdy )coscoscos(  

  

       
2
3)( 22

2222









 dSdSyxdS

yx

y
y

yx
xx   

提示 dS

 表示曲面的面积  

    (3) dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ]),,([]),,(2[]),,([ 

  其中 

f(x y z)为连续函数 是平面 xyz 1 在第四卦限部分的上侧  

    解 曲面可表示为 z1xy  (x y)Dxy{(x y)|0x1 0yx1}  

上侧的法向量为 n(1 1 1) 单位法向量为  



       )
3

1 ,
3

1 ,
3

1()cos ,cos ,(cos   

由两类曲面积分之间的联系可得 

       dxdyzzyxfdzdxyzyxfdydzxzyxf ]),,([]),,(2[]),,([ 

  

       dSzfyfxf ]cos)(cos)2(cos)[(  

  

       dSzfyfxf ]
3

1)()
3

1()2(
3

1)( 

  

       
2
1

3
1)(

3
1  



dxdydSdSzyx
xyD

  

 

    (4) 


 yzdzdxxydydzxzdxdy  其中是平面 x0 y0 z0 xyz1 

所围成的空间区域的整个边界曲面的外侧  

    解 1234 其中 

       1 x0 Dyz 0y1 0z1y  

       2 y0 Dzx 0z1 0x1z  

       3 z0 Dxy 0x1 0y1x  

       4 z1xy Dxy 0x1 0y1x 

于是    
 


4321

xzdxdy xzdxdy
4

000

  

        dxdyyxx
xyD

)1(    



1

0

1

0 24
1)1(

x
dyyxxdx   

    由积分变元的轮换对称性可知 

        
24
1



 yzdzdxxydydz   

因此    



8
1

24
13yzdzdxxydydzxzdxdy   

 



 

    解 1234 其中 1、2、3 是位于坐标面上的三块  

       4 z1xy Dxy 0x1 0y1x  

显然在 1、2、3 上的曲面积分均为零 于是 

       


 yzdzdxxydydzxzdxdy  

       yzdzdxxydydzxzdxdy 


4

 

       dSxzyzxy )coscoscos(
4

 

  

       dSxzyzxy )(3
4



 8

1)]1)(([3   dxdyyxyxxy
xyD

  

    4 把对坐标的曲面积分 

    dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,( 

 化成对面积的曲面积分  

    (1)为平面 63223  zyx 在第一卦限的部分的上侧  

    解 令 63223),,(  zyxzyxF  上侧的法向量为  

        )32 ,2 ,3(),,(  zyx FFFn  

单位法向量为 

        )32 ,2 ,3(
5
1)cos,cos,(cos    

于是    RdxdyQdzdxPdydz 

  

        dSRQP )coscoscos(  

  

        dSRQP )3223(
5
1 


   

    (2)是抛物面 z8(x2y2)在 xOy 面上方的部分的上侧  

    解 令 F(x y z)zx2y28 上侧的法向量 



        n(Fx Fy Fz )(2x 2y 1)  

单位法向量为 

        )1 ,2 ,2(
441

1)cos,cos,(cos
22

yx
yx 

   

于是    RdxdyQdzdxPdydz 

  

        dSRQP )coscoscos(  

  

        dSRyQxP
yx

)22(
441

1
22






   

 

 



106 

    1 利用高斯公式计算曲面积分  

    (1) 


 dxdyzdzdxydydzx 222  其中为平面 x0 y0 z0 xa  

ya za 所围成的立体的表面的外侧  

    解 由高斯公式 

        原式 dvzyxdv
z
R

y
Q

x
P )(2)( 











  

             


aaa
adzdyxdxxdv

0
4

00
366 (这里用了对称性)  

    (2) 


 dxdyzdzdxydydzx 333  其中为球面 x2y2z2a2 的外侧  

    解 由高斯公式 

       原式 dvzyxdv
z
R

y
Q

x
P )(3)( 222 











  

             
 


2

0 0 0
4sin3

a
drrdd 5

5
12 a   

    (3) 


 dxdyzyxydzdxzyxdydzxz )2()( 2322  其中为上半球体 

x2y2a2 2220 yxaz  的表面外侧  

    解 由高斯公式 

       原式 dvyxzd
z
R

y
Q

x
P )()( 222 











  

             
 


2

0
2

0 0
22 sin

a
drrrdd 5

5
2 a   

    (4) 


 zdxdyydzdxxdydz 其中界于 z0 和 z3 之间的圆柱体 

x2+y29 的整个表面的外侧  

    解 由高斯公式 



       原式 813)( 










 dvdv

z
R

y
Q

x
P   

    (5) 


 yzdxdydzdxyxzdydz 24 其中为平面 x0 y0 z0 x1  

y1 z1 所围成的立体的全表面的外侧  

    解 由高斯公式 

       原式 dvyyzdv
z
R

y
Q

x
P )24()( 











  

              
1

0

1

0

1

0 2
3)4( dzyzdydx   

    2 求下列向量 A 穿过曲面流向指定侧的通量  

    (1)Ayzi+xzj+xyk 为圆柱 xy2a2(0zh )的全表面 流向外侧  

    解 Pyz Qxz Rxy   

       


 xydxdyxzdzdxyzdydz  

         dv
z
xy

y
xz

x
yz

)
)()()(

(










 00 


 dv     

    (2)A(2xz)ix2yj xz2k 为立方体 0xa 0ya 0za 

的全表面 流向外侧  

    解 P2xz Qx2y Rxz2  

       


 RdxdyQdzdxPdydz  

         dvxzxdv
z
r

y
Q

x
P )22()( 2











  

          
aaa aadzxzxdydx
0

2
32

00
)

6
2()22(   

    (3)A(2x3z)i(xzy)j(y22z)k 是以点(3 1 2)为球心  

半径 R 3 的球面 流向外侧  

     解 P2x3z Q (xzy) Ry22z   

       


 RdxdyQdzdxPdydz  



        dvdv
z
R

y
Q

x
P )212()( 











 1083 


 dv   

    3 求下列向量 A 的散度  

    (1)A(x2yz)i(y2xz)j(z2xy)k  

    解 Px2+yz Qy2xz R z2xy  

       )(2222div zyxzyx
z
R

y
Q

x
P 








A   

    (2)Aexyicos(xy)jcos(xz2)k  

    解 Pexy Qcos(xy) Rcos(xz2)  

       )sin(2sindiv 2xzxzxyxye
z
R

y
Q

x
P xy 








A   

    (3)Ay2zixyjxzk  

    解 Py2 Qxy Rxz  

       xxx
z
R

y
Q

x
P 20div 








A   

    4 设 u (x y z)、v (x y z)是两个定义在闭区域上的具有二阶连续 

偏导数的函数 
n
u

  

n
v



依次表示 u (x y z)、v (x y z)沿的外法线方向 

的方向导数 证明 

        dS
n
uv

n
vudxdydzuvvu )()





 



 

其中是空间闭区间的整个边界曲面 这个公式叫作林第二公式  

    证明 由第一格林公式(见书中例 3)知 

        dxdydz
z
v

y
v

x
vu )( 2

2

2

2

2

2











  

        dxdydz
z
v

z
u

y
v

y
u

x
v

x
udS

n
vu )(




















  

 

  

        dxdydz
z
u

y
u

x
uv )( 2

2

2

2

2

2











  



        dxdydz
z
v

z
u

y
v

y
u

x
v

x
udS

n
uv )(




















  

 

  

将上面两个式子相减 即得 

        dxdyd
z
u

y
u

x
uv

z
v

y
v

x
vu )]()([ 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2




















     

        






 dS

n
uv

n
vu )(          

    5 利用高斯公式推证阿基米德原理 浸没在液体中所受液体的压力 

的合力(即浮力)的方向铅直向上 大小等于这物体所排开的液体的重力  

    证明 取液面为 xOy 面 z 轴沿铅直向下 设液体的密度为 在物 

体表面上取元素 dS 上一点 并设在点(x y z)处的外法线的方向余 

弦为 cos cos cos则 dS 所受液体的压力在坐标轴 x y z 上的分量 

分别为 

       zcosdS zcos dS zcos dS 

所受的压力利用高斯公式进行计算得 

       00cos 

 dvdSzFx   

       00cos 

 dvdSzFy   

       ||cos 

  dvdvdSzFz   

其中||为物体的体积 因此在液体中的物体所受液体的压力的合力  

其方向铅直向上 大小等于这物体所排开的液体所受的重力 即阿基 

米德原理得证  

 

 



习题 107 

    1 利用斯托克斯公式 计算下列曲线积分  

    (1)   xdzzdyydx  其中  为圆周 x2y2z2a2  若从 z 轴 

的正向看去 这圆周取逆时针方向  

    解 设  为平面 xyz0 上所围成的部分 则  上侧的单位法 

向量为 

       )
3

1,
3

1,
3

1()cos,cos,(cos  n   

于是     xdzzdyydx dS

xzy
zyx 











 coscoscos

 

       23
3

3)coscoscos( adSdS  

   

提示 dS

 表示的面积 是半径为 a 的圆  

    (2)   dzyxdyxzdzzy )()()(  其中  为椭圆 x2y2a2 1
b
z

a
x  

(a>0 b>0) 若从 x 轴正向看去 这椭圆取逆时针方向  

    解 设  为平面 1
b
z

a
x 上所围成的部分 则  上侧的单位法 

向量为 

       ) ,0 ,()cos,cos,(cos
2222 ba

b
ba

b


 n   

于是    dzyxdyxzdxzy )()()( dS

yxxzzy
zyx













 coscoscos

 

       dS
ba

ba
dS


 


22

)(2
)cos2cos2cos2(   

       )(2
)(2)(2 22

22
baadxdy

a
ba

dxdy
a

ba
ba

ba

xyxy DD



     



  提示 (即 x
a
bbz  )的面积元素为 dxdy

a
badxdy

a
bdS

22
2)(1    

    (3)   dzyzxzdyydx 23  其中  为圆周 x2y22z z2 若从 z 轴的 

正向看去 这圆周是取逆时针方向  

    解 设为平面 z2 上所围成的部分的上侧 则 

         dzyzxzdyydx 23

23 yzxzy
zyx

dxdydzdxdydz












  

        2025)3()( 22 

 dxdyzdydzxz   

    (4)   dzzxdyydx 232  其中  为圆周 x2y2z29 z0 若从 z 轴 

的正向看去 这圆周是取逆时针方向  

    解 设为 xOy 面上的圆 x2y29 的上侧 则 

        dzzxdyydx 232

232 zxy
zyx

dxdydzdxdydz












  

       9 


dxdydxdy
xyD

  

    2 求下列向量场 A 的旋度  

    (1)A(2z3y)i (3xz)j+(2x)k 

    解 kji

kji

A 642

2332













xyzxyz
zyx

rot   

    (2)A(sin y)i(zxcosy)k 

    解 ji

kji

A 











0)cos(sin yxzyz
zyx

rot   



    (3)Ax2sin yiy2sin(xz)jxysin(cos z)k  

    解 

)sin(cos)sin(sin 22 zxyxzyyx
zyx 








kji

Arot  

           [xsin(cosz)xy2cos(xz)]iysin(cosz)j[y2zcos(xz)x2cosy]k   

    3 利用斯托克斯公式把曲面积分 dSnA

 rot 化为曲线积分 并计算积分值  

其中 A、 及 n 分别如下  

    (1)Ay2ixyjxzk  为上半球面 221 yxz   的上侧 n 是  的 

单位法向量  

    解 设  的边界   x2y21 z0 取逆时针方向 其参数方程为 

        xcos ysin z0(02  

由托斯公式 

      dSnA

 rot   RdzQdyPdx   xzdzxydydxy2  

                 



2

0
22 0]sincos)sin([sin d   

    (2)A(yz)iyzjxzk  为立方体 0x2 0y2 0z2 的表面外侧 

去掉 xOy 面上的那个底面 n 是  的单位法向量        

    解 dSnA

 rot   RdzQdyPdx  

         dzxzyzdydxxy )()(  


0

2
42dxydx   

    4 求下列向量场 A 沿闭曲线 (从 z 轴正向看依逆时针方向)的环流量  

    (1)Ayixjck(c 为常量)  为圆周 x2y21 z0  

    解 


dcdzxdyydx
L

]coscos)sin()(sin[(
2

0
   

        



2

0
2d   

    (2)A(x z)i(x3+yz)j3xy2k 其中  为圆周 222 yxz   z0  



    解 有向闭曲线  的参数方程为 x2cos y2sin z0(02)  

    向量场 A 沿闭曲线  的环流量为 

        
LL

dzxydyyzxdxzxRdzQdyPdx 22 3)()(  

       


12]cos2cos8)sin2(cos2[
2

0
3   d   

    5 证明 rot(ab)rot a rot b  

    解 令 aP1(x y z)iQ1(x y z)j+R1(x y z)k 

         bP2(x y z)iQ2(x y z)j+R2(x y z)k  

由行列式的性质 有 

       )( barot

212121 RRQQPP
zyx










kji

 

                 

222111 RQP
zyx

RQP
zyx 

















kjikji

ba   rotrot    

    6 设 uu(x y z)具有二阶连续偏导数 求 rot(grad u) 

    解 因为 grad uuxiuyjuzk 故 

       

zyx uuu
zyx

u









kji

) (gradrot (uzyuyz)i(uzxuxz)j(uyxuxy)k0  

    *7 证明  

    (1)(uv)uvvu  

    解  k
z

uv
j

y
uv

i
x

uv
uv






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        k
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 uvvu  

    (2) uuuvvuuv  2)(  



    解  2
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
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
 u vv u 2u u  

    (3) (A B )B (A )A (B ) 

    解  BP2iQ2jR2k  
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而
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 所以 (A B)B(A)A ( B ) 

    (4) (A ) (A ) 2a 

    解  令 A Pi Q jR k 则 
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总习题十 

    1 填空  

    (1)第二类曲线积分   RdzQdyPdx 化成第一类曲线积分是____________ 其中 、

、 为有向曲线弧  上点(x y z)处的_____________的方向角  

    解   dsRQP )coscoscos(   切向量  

    (2)第二类曲面积分 RdxdyQdzdxPdydz 

 化成第一类曲面积分是_______ 其中

、、 为有向曲面  上点(x y z)处的________的方向角  

    解 dSRQP )coscoscos(  

  法向量  

    2 选择下述题中给出的四个结论中一个正确的结论  

    设曲面  是上半球面 x2y2z2R2(z0) 曲面 1 是曲面  在 

第一卦限中的部分 则有________  

    (A) xdSxdS
1

4

   (B) xdSydS

1

4

    

    (C) xdSzdS
1

4

   (D) xyzdSxyzdS

1

4

    

    解 (C)  

    3 计算下列曲线积分  

    (1)  
L

dsyx 22  其中 L 为圆周 x2y2ax  

    解 L 的参数方程为 cos
22
aax   sin

2
ay  (02) 故 

       


dyxaxdsaxdsyx
LL

)()()( 222

0
22    

        


dada  
2

0

42

0

4
|

2
cos2|

4
)cos1(2

4
 

        2

2

2
0

2
0

2
2)coscos(|cos|

4
atdttdtadtta  





(

2
t这里令 )  

    (2) zds  其中  为曲线 xtcos t ytsin t zt(0tt0)  



    解  


0

0
22 1)cos(sin)sin(cos

t
dttttttttzds  

        
3

22)2(
2

32
0

0
20 

 
t

dtt
t

  

    (3)  
L

xdydxya )2(  其中 L 为摆线 xa(tsin t) ya(1cos t)上对应 t 从 0 到 2 的一

段弧  

    解  
2

0
]sin)sin()cos1()cos2[()2( dttattatataaaxdydxya

L
 

       22

0
2 2sin atdtta 


    

    (4)   dzxyzdydxzy 222 2)(  其中  是曲线 xt yt2 zt3上由听 t1=0 到 t21 的一

段弧  

    解  


1

0
223264222 ]3221)[(2)( dttttttttdzxyzdydxzy  
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1)32(

1

0
64   dttt   

    (5)  
L

xx dyyedxyye )2cos()2sin(  其中 L 为上半圆周(xa)2y2a2 y0 沿逆时

针方向  

    解 这里 Pexsin y2y Qexcos y2 22coscos 






yeye
y
P

x
Q xx   

    令 L1为 x 轴上由原点到(2a 0)点的有向直线段 D 为 L 和 L1 所围成的区域 则由格林

公式 

        


1

)2cos()2sin(
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xx dyyedxyye dxdy
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       22 adxdy
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    

        
1

)2cos()2sin()2cos()2sin( 2
L

xx
L

xx dyyedxyyeadyyedxyye   

       22

0
2 0 adxa

a
     

    (6) xyzdz  其中  是用平面 yz 截球面 x2y2z21 所得的截痕 从 z 轴的正向看去 



沿逆时针方向  

    解 曲线的一般方程为







zy
zyx 1222

 其参数方程为 

       tztytx sin
2

2 ,sin
2

2 ,cos   t 从 0 变到 2  

于是   tdttttxyzdz cos
2

2cos
2

2cos
2

2cos
2

0
 


 

       


16
2cossin

4
2 2

0
22   tdtt   

    4 计算下列曲面积分  

    (1) 222 zyx
dS



  其中  是界于平面 z0 及 zH 之间的圆柱面 x2y2R2 

    解 12 其中 

       22
1: yRx   Dxy RyR 0zH dydz

yR
RdS

22
   

       22
1: yRx   Dxy RyR 0zH dydz

yR
RdS

22
   

于是   222222222

21
zyx

dS
zyx

dS
zyx

dS









  

         










HR

R
D

dz
zR

dy
yR

Rdydz
yR

R
zR

xt

0 22222222
11212  

        
R
Harctan2   

    (2) dxdyyxdzdxxzdydzzy )()()( 222 

  其中  为锥面 

22 yxz  (0zh) 的外侧  

    解 这里 Py2z Qz2x Rx2y 0









z
R

y
Q

x
P   

    设 1 为 zh(x2y2h2)的上侧  为由  与 1 所围成的空间区域 则由高斯公式 



        

       0)()()()( 222

1












 dv

z
R

y
Q

x
Pdxdyyxdzdxxzdydzzy   

而     dxdyyxdxdyyxdzdxxzdydzzy )()()()( 2222

11



  

        4
0

222

0
2

4
)sincos()(

1

hdrrddxdyyx
h 


 



  

所以    4222

4
)()()( hdxdyyxdzdxxzdydzzy 


   

    (3) zdxdyydzdxxdydz 

  其中  为半球面 222 yxRz  的上侧  

    解 设 1为 xOy 面上圆域 x2y2R2 的下侧  为由  与 1所围成的空间区域 则由高

斯公式得 

       dv
z
R

y
Q

x
Pzdxdyydzdxxdydz )(

1











  

        33 2)
3
2(33 RRdv  


   

而     000
11

 


dxdyzdxdyzdxdyydzdxxdydz
xyD

  

所以   33 202 RRzdxdyydzdxxdydz  

   

    (4)
3222 )( zyx

zdxdyydzdxxdydz





  其中  为曲面

9
)1(

16
)2(

5
1

22  yxz (z0)的上侧  

    解 这里 3r
xP  3r

y
Q  3r

zR  其中 222 zyxr    

       5

2

3
31
r
x

rx
P 

  5

2

3
31
r
y

rx
Q 



 5

2

3
31
r
z

rx
R 

   



       033)(33
5

2

35

222

3 









r
r

rr
zyx

rz
R

y
Q

x
P   

    设1 为 z0 )1
9

)1(
16

)2(
(

22
 yx

的下侧 是由和1 所围成的空间区域 则由高斯

公式 

        0)(
)( 3222

1















 dv

z
R

y
Q

x
P

zyx

zdxdyydzdxxdydz
  

        
32223222 )()(

1
zyx

zdxdyydzdxxdydz

zyx

zdxdyydzdxxdydz








  

         0
)(

0
322




  dxdy
yx

xyD

  

    (5) xyzdxdy

  其中  为球面 x2y2z21(x0 y0)的外侧  

    解 12 其中 

       1 是
221 yxz  (x2y21 x0 y0)的上侧  

       2 是
221 yxz  (x2y21 x0 y0)的下侧  

       xyzdxdyxyzdxdyxyzdxdy
21 
   

        dxdyyxxydxdyyxxy
xyxy DD

)1(1 2222    

         
1

0
322

0
22 1sincos212 


dddxdyyxxy

xyD

 

        
15
212sin

1

0
322

0
  


dd   

       



    5 证明 22 yx
ydyxdx




在整个 xOy平面除去 y的负半轴及原点的区域G内是某个二元函数

的全微分 并求出一个这样的二元函数  

    解 这里 22 yx
xP


  22 yx
y

Q


  显然 区域G是单连通的 P和Q在G内具有一阶

连续偏导数 并且 

    
x
Q

yx
xy

y
P










222 )(
2

  

所以 22 yx
ydyxdx




在开区域 G 内是某个二元函数 u(x y)的全微分  

       Cyxdy
yx

y
dx

xyx
ydyxdx

yxu
yxyx






  )ln(

2
11),( 22

0 221

),(

)0 ,1( 22   

    6 设在半平面 x0 内有力 )(3 ji yxkF 


构成力场 其中 k 为常数 22 yx   

证明在此力场中场力所作的功与所取的路径无关  

    解 场力沿路径 L 所作的功为 

        dy
ky

dxkxW
L 33     

    令 3
kxP   3

ky
Q   因为 P 和 Q 在单连通区域 x0 内具有一阶连续的偏导数 并

且 

        
x
Q

xyk
y
P







5
3


  

所以上述曲线积分所路径无关 即力场所作的功与路径无关  

    7 求均匀曲面 222 yxaz  的质心的坐标  

    解 这里 222 yxaz   (x y)Dxy{(x y)|x2y2a2}  



    设曲面的面密度为1 由曲面的对称性可知 0 yx  因为 

        322222 1 adxdyadxdyzzyxazdS
xyxy D

yx
D

 


  

        22 24
2
1 aadS  


   

所以    
22 2

3 a
a
az 

   

因此该曲面的质心为 )
2

 ,0 ,0( a   

    8 设 u(x y)、v(x y)在闭区域 D 上都具有二阶连续偏导数 分段光滑的曲线 L 为 D 的

正向边界曲线 证明  

    (1)  


L
DD

ds
n
uvdxdyvuudxdyv )  ( gradgrad   

    (2)  





L
D

ds
n
uv

n
vudxdyuvvu )()(   

其中
n
u



、
n
v



分别是 u、v 沿 L 的外法线向量 n 的方向导数 符号 2

2

2

2

yx 



 称为二维

拉普拉斯算子  

    证明 设 L 上的单位切向量为 T(cos  sin ) 则 n(sin  cos )  

    (1)  














LLL
ds

x
uv

y
uvds

y
u

x
uvds

n
uv ]sincos[)cossin(   

        dxdy
y
uv

yx
uv

x
D

)]()([










   

        dxdy
y
uv

y
u

y
v

x
uv

x
u

x
v

D

)( 2

2

2

2

















   

        dxdy
y
u

x
uvdxdy

y
u

y
v

x
u

x
v

DD

)()( 2

2

2

2





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









   



        udxdyvudxdyv
DD

  gradgrad   

所以     


L
DD

ds
n
uvdxdyvuudxdyv )  ( gradgrad   

    (2) dxdy
y
u

x
uv

y
v

x
vuds

n
uv

n
vu

LL
)]cossin()cossin([)( 

















   

       dxdy
x
uv

x
vu

y
uv

y
vu

L
]sin)(cos)[( 











   

       dxdy
y
uv

y
vu

yx
uv

x
vu

x
D

)]()([
















   

       dxdy
y
uv

y
u

y
v

y
vu

y
v

y
u

x
uv

x
u

x
v

x
vu

x
v

x
u

D

)( 2

2

2

2

2

2

2

2



































   

       dxdyuvvudxdy
y
u

x
uv

y
v

x
vu

DD

)()]()([ 2

2

2

2

2

2

2

2



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






    

    9 求向量 Axiyjzk 通过闭区域{(x y z)|0x1 0y1 0z1}的边界曲面流向外

侧的通量  

    解 设为区域的边界曲面的外侧 则通量为 

       dv
z
R

y
Q

x
Pzdxdyydzdxxdydz )(











  

         33 

 dv   

    10 求力 Fyizjxk 沿有向闭曲线所作的功 其中为平面 xyz1 被三个坐标面所

截成的三角形的整个边界 从 z 轴正向看去 沿顺时针方向  

    解 设为平面xyz1在第一卦部分的下侧 则力场沿其边界L(顺时针方向)所作的功

为 

        
L

xdzzdyydxW   

    曲面的的单位法向量为 )coscos,(cos)1 ,1 ,1(
3

1 n  由斯托克斯公式有 



       dS

xzy
zyx

W












 coscoscos

 

         
2
3

3
sin)2(

2
133)111(

3
1 2 


 dSdS   

 

 



习题 111 
    1 写出下列级数的前五项  

    (1)


 


1
21

1

n n
n   

    解     
51
51

41
41

31
31

21
21

11
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1
1

22222
1

2 




















n n
n . 

    解     
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6
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5
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4

5
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1
1

1
2 





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    (2)


 


1 2    42
)12(    31

n n
n   

    解     
108642
97531
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2
1

2    42
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1
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
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






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. 

    解     
3840
945

384
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48
15

8
3

2
1

2    42
)12(    31
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    (3)
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    解     
5
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5
1

5
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5
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5
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n
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    解     
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1
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1
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5
1

5
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    (4)

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n
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    解     
5
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3
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2
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1
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1
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    解     
3125
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27
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4
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1
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1
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
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    2 写出下列级数的一般项  



    (1)     
7
1

5
1

3
11    

    解 一般项为
12

1



n

un . 

    (2)     
5
6

4
5

3
4

2
3

1
2    

    解 一般项为
n

nu n
n

1)1( 1   . 

    (3)     
8642642422

2









 xxxxx   

    解 一般项为
!2

2

n
xu

n

n  . 

    (4)     
9753

5432
 aaaa   

    解 一般项为
12

)1(
1

1







n
au

n
n

n . 

     3 根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的收敛性  

    (1)





1

)1(
n

nn   

    解 因为 

        )1(    )34()23()12( nnsn   

            )()11(  nn   

所以级数发散  

    (2)     
)12)(12(

1    
75

1
53

1
31

1 









 nn

  

    解 因为 

       
)12)(12(

1    
75

1
53

1
31

1












nn

sn  

         )
12

1
12

1(
2
1    )

7
1

5
1(

2
1)

5
1

3
1(

2
1)

3
1

1
1(

2
1







nn
 

         )
12

1
12

1    
7
1

5
1

5
1

3
1

3
1

1
1(

2
1







nn
 

         )(
2
1)

12
11(

2
1 


 n

n
 

所以级数收敛  



    (3)     
6

sin    
6

3sin
6

2sin
6

sin   n   

    解 
6

sin    
6

3sin
6

2sin
6

sin  nsn   

       )
6

sin
12

sin2    
6

2sin
12

sin2
6

sin
12

sin2(

12
sin2

1 


n  

        )]
12

12cos
12

12(cos    )
12
5cos

12
3(cos)

12
3cos

12
[(cos

12
sin2

1 


 nn  

       )
12

12cos
12

(cos

12
sin2

1 


 n . 

因为 
12

12coslim 


n
n

不存在 所以 n
n

s


lim 不存在 因而该级数发散  

    4 判定下列级数的收敛性  

    (1)     
9
8)1(    

9
8

9
8

9
8

3

3

2

2
 n

n
n ; 

    解 这是一个等比级数 公比为
9
8q  于是 1

9
8|| q  所以此级数收敛  

    (2)     
3
1    

9
1

6
1

3
1 

n
; 

    解 此级数是发散的 这是因为如此级数收敛 则级数 

        )    
3
1    

9
1

6
1

3
1(31

1




 nnn

 

也收敛 矛盾  

    (3)     
3

1    
3

1
3

1
3
1

3


n
; 

    解 因为级数的一般项 )(013
3

1 1




nu n
nn   

所以由级数收敛的必要条件可知 此级数发散  

    (4)     
2
3    

2
3

2
3

2
3

3

3

2

2
 n

n
; 

    解 这是一个等比级数 公比 1
2
3 q  所以此级数发散  

    (5)     )
3
1

2
1(    )

3
1

2
1()

3
1

2
1()

3
1

2
1( 3322  nn . 



    解 因为


12
1

n
n 和



13
1

n
n 都是收敛的等比级数 所以级数 

            )
3
1

2
1(    )

3
1

2
1()

3
1

2
1()

3
1

2
1()

3
1

2
1( 3322

1





nnn

n
n  

是收敛的  
 



    习题 112 

    1 用比较审敛法或极限形式的比较审敛法判定下列级数的收 

敛性  

    (1)     
)12(

1    
5
1

3
11 




n
  

    解 因为
2
1

1
12

1

lim 


n

n
n

 而级数


1

1

n n
发散 故所给级数发散  

    (2)     
1
1    

31
31

21
211 222 










n
n   

    解 因为
nnn

n
n
nun

11
1
1

22 




  而级数



1

1

n n
发散  

故所给级数发散 

    (3)     
)4)(1(

1    
63

1
52

1 






 nn

  

    解 因为 1
45

lim
1

)4)(1(
1

lim 2

2

2





 nn

n

n

nn
nn

 而级数


1
2

1

n n
收敛 

故所给级数收敛  

    (4)     
2

sin    
2

sin
2

sin
2

sin 32  n
   

    解 因为 








n

n

n
n

n

n

2

2
sin

lim

2
1
2

sin
lim  而级数



12
1

n
n 收敛 

故所给级数收敛 

    (5)





1

)0(
1

1

n
n a

a
  

    解 因为  

        




















1     1 

1    
2
1

10    0 

1
lim

1
1

1

lim

a

a

a

l
a

a

a

a
n

n

n
n

n

n
  

 



而当 a1 时级数


1

1

n
na
收敛 当 0a1 时级数



1

1

n
na
发散  

所以级数


 11
1

n
na
当 a1 时收敛 当 0a1 时发散  

    2 用比值审敛法判定下列级数的收敛性 

    (1)     
2

3    
23

3
22

3
21

3
3

3

2

2











 n

n

n
  

    解 级数的一般项为 n

n

n n
u

2
3


  因为 

        1
2
3

12
3lim

3
2

2)1(
3limlim 1

1
1 














 n
nn

nu
u

nn

n

n

n

nn

n

n
  

所以级数发散  

    (2)


1

2

3n
n

n   

    解 因为 1
3
1)1(

3
1lim3

3
)1(

limlim 2
21

2
1 




 n
n

n
n

u
u

n

n

nnn

n

n
  

所以级数收敛  

    (3)





1

!2

n
n

n

n
n   

    解 因为 12)
1

(lim2
!2)1(

)!1(2
limlim 1

1
1 

















 en
n

n
n

n
n

u
u n

nn

n

n

n

nn

n

n
  

所以级数收敛  

    (3)





1
12

tan
n

nn    

    解 因为 1
2
1

2

21lim

2
tan

2
tan)1(

limlim

1

2

1

21 
















n

n

n
n

n

nn

n

n n
n

n

n

u
u








 

所以级数收敛  

 



    3 用根值审敛法判定下列级数的收敛性 

    (1)


 1

)
12

(
n

n

n
n   

    解 因为 1
2
1

12
limlim 




 n
nu

n
n

n
n

 所以级数收敛 

    (2)


 1 )]1[ln(
1

n
nn
  

    解 因为 10
)1ln(

1limlim 



 n

u
n

n
n

n
 所以级数收敛 

    (3)





1

12)
13

(
n

n

n
n   

    解 因为 

        
n

n
n
n

n
n

n
n

n
n
nu 12

12

)13(

1lim)
13

(limlim










  

        1
3

1

)
3
11(3

1lim 321212








 e
n

nn
n

  

所以级数收敛 

    (4)


1

)(
n

n

na
b  其中 ana(n) an b a 均为正数   

    解 因为
a
b

a
bu
nn

n
n

n



limlim   

所以当 ba 时级数收敛 当 ba 时级数发散  

    4 判定下列级数的收敛性 

    (1)     )
4
3(    )

4
3(3)

4
3(2

4
3 32  nn   

    解 这里 n
n nu )

4
3(  因为 

        1
4
3

4
31lim

)
4
3(

)
4
3)(1(

limlim
1

1 










 n
n

n

n

u
u

nn

n

nn

n

n
  



所以级数收敛 

    (2)     
!

    
!3

3
!2

2
!1

1 4444


n
n   

    解 这里
!

4

n
nun   因为 

        10)1(1lim!
)!1(
)1(

limlim 3
4

4
1 







 n
n

nn
n

n
n

u
u

nnn

n

n
  

所以级数收敛 

    (3)


 


1 )2(
1

n nn
n   

    解 因为 1
2
1lim

1
)2(

1

lim 





 n
n

n

nn
n

nn
 而级数



1

1

n n
发散  

故所给级数发散 

    (4)


1 3
sin2

n
n

n    

    解 因为 1
3
2

3
2

3
2

lim

3
sin2

3
sin2

lim
1

1
1

1
















n

n

n
n

n
n

n

n
n

n 






  

所以级数收敛 
 

    (5)     1    
2
32 

n
n   

    解 因为 011limlim 
 n

nu
n

n
n

  

所以级数发散  

    (6) )0 ,0(    1    
2

11 








ba
bnababa

  

    解 因为
nabna

un
111 


  而级数



1

1

n n
发散  



故所给级数发散 
    5 判定下列级数是否收敛？如果是收敛的 是绝对收敛还是 

条件收敛？ 

    (1)     
4

1
3

1
2

11    

    解 这是一个交错级数 









 
1

1

1

1 1)1()1(
n

n

n
n

n

n
u  其中

n
un

1   

    因为显然 unun+1 并且 0lim 


n
n

u  所以此级数是收敛的  

    又因为 








 
11

1 1|)1(|
nn

n
n

n
u 是 p1 的 p 级数 是发散的  

所以原级数是条件收敛的  

    (2)






1

1
1

3
)1(

n
n

n n   

    解 










 
1

1
1

1
1

3
|

3
)1(|

n
n

n
n

n nn   

    因为 1
3
1

3

3
1

lim

1








n

n

n n

n

 所以级数





1
13n

n
n

是收敛的  

从而原级数收敛 并且绝对收敛  

    (3)     
2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

3
1

432    

    解 这是交错级数




 
1

1

2
1

3
1)1(

n
n

n  并且 








 
11

1

2
1

3
1|

2
1

3
1)1(|

n
n

n
n

n   

    因为级数





1 2
1

3
1

n
n 是收敛的 所以原级数也收敛 并且绝对收敛 

    (4)     
5ln

1
4ln

1
3ln

1
2ln

1    

    解 这是交错级数 












1

1

1

1

)1ln(
)1(

)1(
n

n

n
n

n

n
u  其中

)1ln(
1



n

un   



    因为 unun+1 并且 0lim 


n
n

u  所以此级数是收敛的  

    又因为
1

1
)1ln(

1



 nn

 而级数


 1 1
1

n n
发散  

故级数 












11

1

)1ln(
1|)1(|

nn
n

n

n
u 发散 从而原级数是条件收敛的  

    (5)





1

1

!
2)1(

2

n

n
n

n
  

    解 级数的一般项为
!

2)1(
2

1

n
u

n
n

n
   

    因为 






 1

2
2
2

3
2    

2
2

1
22lim

!
)2(

lim
!

2lim||lim
2 nnnnnn

n

n

n

n

n
n

n nnnnn
u   

所以级数发散  

 

 

 

 

     

 

 

 



    习题 113 

    1 求下列幂级数的收敛域  

    (1)x2x23x3    nxn     

    解 11lim||lim 1 



 n

n
a

a
nn

n
n

 故收敛半径为 R1  

    因为当 x1 时 幂级数成为


1n
n  是发散的  

    当 x1 时 幂级数成为





1
)1(

n

nn  也是发散的  

所以收敛域为(1 1)  

    (2)     )1(    
2

1 22

2


n
xxx

n
n   

    解 1
)1(

lim
1

)1(
1

lim||lim 2

2

2

2
1 







 n
n

n

n
a

a
nnn

n
n

 故收敛半径为 R1  

    因为当 x1 时 幂级数成为 





2
2

1)1(
n

n

n
 是收敛的 当 x1 时 幂级数成为 






1
2

11
n n

 

也是收敛的 所以收敛域为[1 1]  

    (3)     
)2(    42

    
642422

32











n
xxxx n

  

    解 0
)1(2

1lim
)!1(2

!2lim||lim 1
1 










 nn
n

a
a

nn

n

nn

n
n

 故收敛半径为 R 收敛域为

( )  

    (4)     
3

    
333231 3

3

2

2











 n

n

n
xxxx   

    解 
3
1

13
1lim

3)1(
3lim||lim 1

1 









 n
n

n
n

a
a

nn

n

nn

n
n

 故收敛半径为 R3  

    因为当 x3时 幂级数成为


1

1
n n

 是发散的 当 x3时 幂级数成为





1

1)1(
n

n

n
 也是



收敛的 所以收敛域为[3 3)  

    (5)     
1

2    
10
2

5
2

2
2

2
3

3
2

2



 n

n
x

n
xxx   

    解 2
1)1(

1lim2
2

1
1)1(

2lim||lim 2

22

2

1
1 














 n
nn

na
a

nn

n

nn

n
n

 故收敛半径为
2
1R   

    因为当
2
1x 时  幂级数成为 



 1
2 1
1

n n
 是收敛的  当 x1 时  幂级数成为




 


1
2 1
1)1(

n

n

n
 也是收敛的 所以收敛域为 ]

2
1 ,

2
1[   

    (6)









1

12

12
)1(

n

n
n

n
x   

    解 这里级数的一般项为
12

)1(
12






n
xu

n
n

n   

    因为 2
12

32
1 |12

32
|lim||lim x

x
n

n
x

u
u

n

n

nn

n
n




 







 由比值审敛法 当 x21 即|x|1 时 幂级数

绝对收敛 当 x21 即|x|1 时 幂级数发散 故收敛半径为 R1  

    因为当 x1 时 幂级数成为 


 


1 12
1)1(

n

n

n
 是收敛的 当 x1 时 幂级数成为










1

1

12
1)1(

n

n

n
 也是收敛的 所以收敛域为[1 1]  

    (7)





1

22

2
12

n

n
n xn   

    解 这里级数的一般项为 22

2
12  n

nn xnu   

    因为 2
221

2
1

2
1|

)12(
2

2
)12(

|lim||lim x
xn

xn
u

u
n

n

n

n

nn

n
n




 



 由比值审敛法 当 1

2
1 2 x  即

2|| x 时  幂级数绝对收敛  当 1
2
1 2 x  即 2|| x 时  幂级数发散  故收敛半径为



2R   

    因为当 2x 时 幂级数成为





1 2

12
n

n  是发散的 所以收敛域为 )2 ,2(   

    (8)





1

)5(

n

n

n
x

  

    解 1
1

lim||lim 1 






 n

n
a

a
nn

n
n

 故收敛半径为 R1 即当1x51 时级数收敛 当

|x5|1 时级数发散  

    因为当 x51 即 x4 时 幂级数成为





1

)1(

n

n

n
 是收敛的 当 x51 即 x6 时 幂

级数成为


1

1
n n

 是发散的 所以收敛域为[4 6)  

    2 利用逐项求导或逐项积分 求下列级数的和函数  

    (1)






1

1

n

nnx   

    解 设和函数为 S(x) 即 





1

1)(
n

nnxxS  则 

       ][][])([)(
1

0
1

0
1

1
0

  











n

x nx

n

nx
dxnxdxnxdxxSxS  

          )11( 
)1(

1]1
1

1[][ 2
1







 



x

xx
x

n

n   

    (2)






1

14

14n

n

n
x   

    解 设和函数为 S(x) 即 









1

14

14
)(

n

n

n
xxS  则 



       dxxdx
n

xdxxSSxS
x

n

nx

n

nx
  















0
1

4
0

1

14

0
]

14
[)()0()(  

            






 xx

dx
xx

dx
x 0 220 4 )

1
1

2
1

1
1

2
11()1

1
1(  

           )11( arctan
2
1

1
1ln

4
1 


 xxx

x
x   

    提示 由 )0()()(
0

SxSdxxS
x  得   x

dxxSSxS
0

)()0()(   

    (3) 





   
12

    
53

1253

n
xxxx

n
  

    解 设和函数为 S(x) 即 

       











    

12
    

5312
)(

1253

1

12

n
xxxx

n
xxS

n

n

n
   

则       













 x

n

nx

n

nx
dxxdx

n
xdxxSSxS

0
1

22
0

1

12

0
]

12
[)()0()(  

           )11( 
1
1ln

2
1

1
1

0 2 




  x

x
xdx

x
x

  

    提示 由 )0()()(
0

SxSdxxS
x  得   x

dxxSSxS
0

)()0()(   

 

 

 



    习题 114 

    1 求函数 f(x)cos x 的泰勒级数 并验证它在整个数轴上收敛于这函数  

    解 )
2

cos()()(  nxxf n  (n1 2   )  

        )
2

cos()( 00
)(  nxxf n  (n1 2   ) 

从而得 f(x)在 x0 处的泰勒公式 

            )(
!2

)cos(
))(

2
cos(cos)( 2

0
0

000  xx
x

xxxxxf
  

             )( )(
!

)
2

cos(
0

0
xRxx

n

nx
n

n





  

    因为
)!1(
||

|)(
)!1(

]
2

1)(cos[
||)(|

1
01

0

00












n
xx

xx
n

nxxx
xR

n
n

n


(01)  

而级数 









n

n

n
xx

)!1(
|| 1

0 总是收敛的 故 0
)!1(
||

lim
1

0 


 

 n
xx n

n
 从而 0|)(|lim 


xRnn

  

    因此     )(
!2

)cos(
))(

2
cos(cos)( 2

0
0

000  xx
x

xxxxxf
  

             


    )(
!

)
2

cos(
0

0
nxx

n

nx 
 x( )  

 

         

    2 将下列函数展开成 x 的幂级数 并求展开式成立的区间  

    (1)
2

sh
xx eex

   

    解 因为 

       





0 !n

n
x

n
xe  x( )  

所以   




 
0 !

)1(
n

n
nx

n
xe  x( ) 

故    














 


0

12

000 )!12(!
])1(1[

2
1]

!
)1(

!
[

2
1sh

n

n

n

n
n

n

n
n

n

n

n
x

n
x

n
x

n
xx  x( )  



    (2)ln(ax)(a0)  

    解 因为 )1ln(ln)1(ln)ln(
a
xa

a
xaxa    

           









0

1

1
)1()1ln(

n

n
n

n
xx  (1x1)  

所以   

















0
1

1

0

1

)1(
)1(

ln)(
1

1)1(ln)ln(
n

n
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n

nn

an
x

a
a
x

n
axa (axa)  

    (3)ax  

    解 因为 





0 !n

n
x

n
xe  x( )  

所以   








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ln

!
)(ln

!
)ln(

n

n
n

n

n
xaxx x

n
a

n
ax

eea  x( ) 

    (4)sin2x  

    解 因为 xx 2cos
2
1

2
1sin2    

       





0

2

)!2(
)1(cos

n

n
n

n
xx  x( ) 

所以   









1

212

0

2
2
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2)1(
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)2(

)1(
2
1

2
1sin

n
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n

n

n
n

n
x

n
x

x  x( )  

    (5)(1x)ln(1x)  

    解 因为 









0

1

1
)1()1ln(

n

n
n

n
xx  (1x1) 

所以   









0

1

1
)1()1()1ln()1(

n

n
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n
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       
















0

2

0

1

1
)1(

1
)1(

n

n
n

n

n
n

n
x

n
x 


















1

1
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1

1
)1(

1
)1(

n

n
n

n

n
n

n
x

n
xx  

       1

1

1
]

)1(
1
)1(

[ 






 

 n

n

nn
x

nn
x 1

1

1

)1(
)1( 







 
 n

n

n
x

nn
x  (1x1) 



    (6)
21 x

x


  

    解 因为 





 1

2
2/12 !)!2(

!)!12(
)1(1

)1(
1

n

nn x
n

n
x

(1x1)  

所以   









 
 1

12
2

1

12
2

)
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(
)!(

)!2(2
)1(

!)!2(
!)!12(

)1(
1 n

nn

n

nn x
n

n
xx

n
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x
x

x (1x1)  

    3 将下列函数展开成(x1)的幂级数 并求展开式成立的区间  

    (1) 3x   

    解 因为 

       )11(    
!

)1(    )1(
    

!2
)1(

1)1( 2  xx
n

nmmm
x

mm
mxx nm   

所以  2
3

3 )]1(1[  xx  

              )1(
!

)1
2
3(    )1

2
3(

2
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    )1(
!2

)1
2
3(

2
3

)1(
2
31 2 





 nx

n

n
xx  

                                                    )111(  x   

即        )1(
!2

)25(    )3()1(13
    )1(

!22
13)1(

2
31 2

2
3 





 n

n x
n

n
xxx  

                                                     )20(  x   

    上术级数当 x0 和 x2 时都是收敛的 所以展开式成立的区间是[0 2]  

    (2)lg x  

    解 
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    4 将函数 f(x)cos x 展开成 )
3

( x 的幂级数  

    解 
3
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    5 将函数
x

xf 1)(  展开成(x3)的幂级数 

    解 







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    6 将函数
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1)( 2 

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    解 
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1
1

1
23

1)( 2 








xxxx
xf   
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    习题 115  

    1 利用函数的幂级数展开式求下列各数的近似值  

    (1)ln3(误差不超过 00001)  

    解 )11( )    
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5
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3
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1
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因而取 n6 此时 
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    (3) 9 522 (误差不超过 000001)  
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    (4)cos 2(误差不超过 00001)  
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    2 利用被积函数的幂级数展开式求下列定积分的近似值  

    (1)  
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0 41
1 dx
x

(误差不超过 00001)  
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    3 将函数 excos x 展开成 x 的幂级数  
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    习题 117 

    1 下列周期函数 f(x)的周期为 2 试将 f(x)展开成傅里叶级数 如果 f(x)在[ )上的

表达式为  

    (1)f(x)3x21(x)  

    解 因为 
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所以 f(x)的傅里叶级数展开式为 
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    (2)f(x)e2x(x) 

    解 因为 
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所以 f(x)的傅里叶级数展开式为 
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所以 f(x)的傅里叶级数展开式为 
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                         (x(2n1) n0 1 2   )  

    2 将下列函数 f(x)展开成傅里叶级数  

    (1)
3

sin2)( xxf  (x) 

    解 将 f(x)拓广为周期函数 F(x) 则 F(x)在( )中连续 在 x间断 且 
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故 F(x)的傅里叶级数在( )中收敛于 f(x) 而在 x处 F(x)的傅里叶级数不收敛于 f(x) 

    计算傅氏系数如下  

    因为
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sin2 x (x)是奇函数 所以 an0(n0 1 2   )  

        


 00
])

3
1cos()

3
1[cos(2sin

3
sin22 dxxnxnnxdxxbn  



         
19

318)1( 2
1


 

n
nn


(n1 2   ) 

所以  









1
2

1

19
sin)1(318)(

n

n

n
nxnxf


(x)  

    (2)









x

xexf
x

0      1
0    )(   

    解 将 f(x)拓广为周期函数 F(x) 则 F(x)在( )中连续 在 x间断 且 

       )()]()([
2
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2
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故 F(x)的傅里叶级数在( )中收敛于 f(x) 而在 x处 F(x)的傅里叶级数不收敛于 f(x)  

    计算傅氏系数如下  
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


  



(n1 2   )  
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(x)  

    3 设周期函数 f(x)的周期为 2 证明 f(x)的傅里叶系数为 

         


2

0
cos)(1 nxdxxfan (n0 1 2   )  

         


2

0
sin)(1 nxdxxfbn (n1 2   )  

    证明 我们知道 若 f(x)是以 l 为周期的连续函数 则 

         
la

a
dxxf )( 的值与 a 无关 且  

 lla

a
dxxfdxxf

0
)()(   



因为 f(x) cos nx sin nx 均为以 2为周期的函数 所以 f(x)cos nx f(x)sin nx 均为以 2为周期

的函数 从而 

        











 
2

cos)(1cos)(1 nxdxxfnxdxxfan  

          



2

0
cos)(1 nxdxxf (n1 2   ) 

同理     


2

0
sin)(1 nxdxxfbn (n1 2   ) 

    4 将函数
2

cos)( xxf  (x)展开成傅里叶级数  

    解 因为
2

cos)( xxf  为偶函数 故 bn0(n1 2   ) 而 

        




  0
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2
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2
cos1 nxdxxnxdxxan  

          


 0
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2
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2
1[cos(1 dxxnxn  
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
 

n
n


(n1 2   )  

由于
2

cos)( xxf  在[ ]上连续 所以 
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








1
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2
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n nx
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x


(x)  

    5 设 f(x)的周期为 2 的周期函数 它在[ )上的表达式这 
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
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


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


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2
    

2

)(   

将 f(x)展开成傅里叶级数  

    解 因为 f(x)为奇函数 故 an0(n0 1 2   ) 而 

       ]sin
2

sin[2sin)(2

2

2
00  




 


nxdxnxdxxnxdxxfbn  



         
2

sin2)1(
2




n
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n
 (n1 2   ) 

又 f(x)的间断点为 x(2n1) n0 1 2    所以 

       nxn
nn

xf
n

n
sin]

2
sin2)1(

[)(
1

2

1







 


( x(2n1) n0 1 2   )  

    6 将函数
2

)( xxf  (0x)展开成正弦级数  

    解 作奇延拓得 F(x)  

       












0    )(
0           0

0         )(
)(

xxf
x
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


  

再周期延拓 F(x)到( ) 则当 x(0 ]时 F(x)f(x) )0(
2

0)0( fF     

    因为 an0(n0 1 2   ) 而 

        
n

nxdxxbn
1sin

2
2

0
 

 


 (n1 2   ) 

故     nx
n

xf
n

sin1)(
1




 (0x)  

级数在 x0 处收敛于 0  

    7 将函数 f(x)2x2(0x)分另别展开成正弦级数和余弦级数  

    解 对 f(x)作奇延拓 则 an0(n0 1 2   ) 而 

       ]2)2()1[(4sin22
3

2
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2
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nxdxxb n

n   



(n1 2   ) 

故正弦级数为 

       nx
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n sin]2)2()1[(4)(
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2
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


 


(0x)  

级数在 x0 处收敛于 0  

    对 f(x)作偶延拓 则 bn0(n1 2   ) 而 

       2
0

2
0 3
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  dxxa   
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n
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 (n1 2   ) 

故余弦级数为  

        nx
n

xf
n

n
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3
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1
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2 
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

  (0x)  

 

    8 设周期函数 f(x)的周期为 2 证明 

    (1)如果 f(x)f(x) 则 f(x)的傅里叶系数 a00 a2k0 b2k0(k1 2   )  

    解 因为  
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2
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00 )(1)(1  )(1 adttfdxtfdxxfa
xt
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所以 a00  

    因为 
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


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所以 a2k0 

    同理 b2k0(k1 2   ) 

    (2)如果 f(x)f(x) 则 f(x)的傅里叶系数 a2k10 b2k10(k1 2   )  

    解 因为 
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
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所以 a2k10(k1 2   ) 

    同理 b2k10(k1 2   ) 

 

 

 



    习题 118 

    1 将下列各周期函数展开成傅里叶级数(下面给出函数在一个周期内的表达式)  

    (1) )
2
1

2
1(1)( 2  xxxf   

    解 因为 f(x)1x2 为偶函数 所以 bn0(n1 2   ) 而 
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由于 f(x)在( )内连续 所以 
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而在( )上 f(x)的间断点为 x2k 
2
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而在( )上 f(x)的间断点为 
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(x3(2k1) k0 1 2   )          

    2 将下列函数分别展开成正弦级数和余弦级数  
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    解 正弦级数  

    对 f(x)进行奇延拓 则函数的傅氏系数为 
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    余弦级数  

    对 f(x)进行偶延拓 则函数的傅氏系数为 
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    (2)f(x)x2(0x2)  

    解 正弦级数  

    对 f(x)进行奇延拓 则函数的傅氏系数为 
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    余弦级数 
    对 f(x)进行偶延拓 则函数的傅氏系数为 
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    总习题十一 

    1 填空  

    (1)对级数


1n
nu  0lim 

 nn
u 是它收敛的________条件 不是它收敛的________条件  

    解 必要 充分  

    (2)部分和数列{sn}有界是正项级数


1n
nu 收敛的________条件  

    解 充分必要  

    (3)若级数


1n
nu 绝对收敛  则级数



1n
nu 必定________ 若级数



1n
nu 条件收敛  则级数




1

||
n

nu 必定________  

    解 收敛 发散  

    2 判定下列级数的收敛性  

    (1)


1

1

n
n nn

  

    解 因为 

       11lim
1

1

lim 
 nn

n

n n
n

nn   

而调和级数


1

1

n n
发散 故由比较审敛法知 级数发散  

    (2)


1
2

2

2
)!(

n n
n

  

    解 因为 

       







2

2

2

2

2
1 lim

)!(
2

)1(2
])!1[(

limlim n
n
n

n
n

u
u

nnn

n
n

  

故由比值审敛法知 级数发散  

    (3) 


1

2

2
3

cos

n
n

nn 
  



    解 因为 

       nn
n

nn

22
3

cos2




 1
2
1

2
1lim

2
lim 


n

n
n

nn
nn

 

所以由根值审敛法 级数


1 2n
n

n
收敛 由比较审敛法 级数



1

2

2
3

cos

n
n

nn 
收敛  

    (4)


1
10ln
1

n n
  

    解 因为 

       
 n

n

n

u
n

n
n 10ln

lim
1

lim   

而调和级数


1

1

n n
发散 故由比较审敛法知 原级数发散  

提示 





x
x

x
x

x

x
xx

x
xxxxx 1

1lim
!10

1
ln

lim 
!10

1   
ln

lim
10
1

1ln10

1lim
ln

lim 9910  

    (5)


1n
s

n

n
a (a0 s0)  

    解 因为 

       a
n
a

n
a

snn
n

s

n

n


 )(
limlim   

故由根值审敛法知 当 a1 时级数收敛 当 a1 时级数发散  

    当 a1 时 原级数成为


1

1

n
sn
 这是 ps 的 p级数 当 s1 时级数收敛 当 s1 时级数发散  

    3 设正项级数


1n
nu 和



1n
nv 都收敛 证明级数






1

2)(
n

nn vu 与收敛  

    证明 因为


1n
nu 和



1n
nv 都收敛 所以 0lim 

 nn
u  0lim 

 nn
v   

    又因为 0)2(lim
2

lim
2


 nnnn

nnn
n

vu
u

vuu
 0limlim

2


 nnn

n
n

v
v
v

  



所以级数





1

2 )2(
n

nnn vuu 和级数


1

2

n
nv 都收敛 从而级数 

        









1

2

1

22 )(])2[(
n

nn
n

nnnn vuvvuu  

也是收敛的  

    4 设级数


1n
nu 收敛 且 1lim 

 n

n
n u

v
 问级数



1n
nv 是否也收敛？试说明理由  

    解 级数


1n
nv 不一定收敛  

    当


1n
nu 和



1n
nv 均为正项级数时 级数



1n
nv 收敛 否则未必  

    例如级数





1

1)1(
n n

收敛 但级数





1

]11)1[(
n nn

发散 并且有 

        1
1)1(

11)1(
lim 







n

nn
n

  

    5 讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性  

    (1)





1

1)1(
n

p
n

n
  

    解 









11

1|1)1(|
n

p
n

p
n

nn
是 p 级数 故当 p1 时级数



1

1

n
pn
是收敛的 当 p1 时级数



1

1

n
pn

发散 因此当 p1 时级数





1

1)1(
n

p
n

n
绝对收敛  

    当 0p1 时 级数





1

1)1(
n

p
n

n
是交错级数 且满足莱布尼茨定理的条件 因而收敛 这时是

条件收敛的  

    当 p0 时 由于 01)1(lim 
 p

n
n n

 所以级数





1

1)1(
n

p
n

n
发散  



    综上所述 级数





1

1)1(
n

p
n

n
当 p1 时绝对收敛 当 0p1 时条件收敛 当 p0 时发散  

 

    (2)





 
1

1
1 1
sin

)1(
n

n
n n




  

    解  因为 11
1 1|1
sin

)1(| 
  nn

n n



 而级数 






1
1

1

n
n

收敛  故由比较审敛法知级数

|1
sin

)1(|
1

1
1






 
n

n
n n




收敛 从而原级数绝对收敛  

    (3) 





1

1ln)1(
n

n

n
n   

    解 因为 1ln)11ln(lim1lnlim
1

|1ln)1(|
lim 




e

nn
nn

n

n
n

n
nn

n

n
 而级数



1

1

n n
发散 故由

比较审敛法知级数 |1ln)1(|
1






n

n

n
n

发散 即原级数不是绝对收敛的  

    另一方面 级数





1

1ln)1(
n

n

n
n

是交错级数 且满足莱布尼茨定理的条件 所以该级数收敛 

从而原级数条件收敛  

    (4)






1
1
)!1(

)1(
n

n
n

n
n

  

    解 令 1
)!1(

)1( 
 n

n
n n

n
u  因为 

        11

)11(

1
1
2lim)

1
(

1
2lim

)!1()1(
)!2(

lim
||
||

lim
1

2
1 


























 e
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

u
u

nn
n

n

n

nnn

n
n

  

故由比值审敛法知级数 |
)!1(

)1(|
1

1






n
n

n

n
n

收敛 从而原级数绝对收敛  

    6 求下列级限  



    (1) 



n

k

k
kn kn 1

2
)11(

3
11lim   

    解 显然 



n

k

k
kn k

s
1

2
)11(

3
1

是级数





1

2
)11(

3
1

n

n
n n

的前 n 项部分和 

    因为 1
3

)11(
3
1lim)11(

3
1lim

2 


e
nn

n
n

n n
nn

 所以由根值审敛法 级数





1

2
)11(

3
1

n

n
n n

收敛

 从而部分和数列{sn}收敛  

    因此 01lim)11(
3
11lim

1

2 
  nn

n

k

k
kn

s
nkn

  

    (2) ])2(   842[lim 3
1

27
1

9
1

3
1

nn
n




  

    解 nn
n

n 3
    

27
3

9
2

3
1

3
1

27
1

9
1

3
1

2)2(   842


   

    显然 nn
ns
3

    
27
3

9
2

3
1  是级数



13n
n
n

的前 n 项部分和  

    设 





1

1)(
n

nnxxS  则 2
1

0 )1(
1]1

1
1[][])([)(

xx
xdxxSxS

n

nx





 




  

    因为
4
3

)
3
11(

1
3
1)

3
1(

3
1)

3
1(

3
1

3 21

1

1




 








Snn

n

n

n
n

 所以
4
3lim 

 nn
s  从而 

        4
3

3
1

27
1

9
1

3
1

22lim])2(   842[lim 


nn s

n
n

n
  

    7 求下列幂级数的收敛域  

    (1)





1

53

n

n
nn

x
n

  

    解 5
1)

5
3(

5)
5
3(3

1
lim

531
53lim||lim

11
1 






















 n

n

nnn

nn

nn

n
n n

nn
na

a
 所以收敛半径为

5
1R   



    因为当
5
1x 时 幂级数成为 ]1)

5
3[(1

1






n

n n
 是发散的  

    当
5
1x 时 幂级数成为 ]1)

5
3[(

)1(

1






n

n

n

n
 是收敛的  

所以幂级数的收敛域为 )
5
1 ,

5
1[   

    (2)





1

2
)11(

n

nn x
n

  

    解 nn
n x

n
u

2
)11(   因为 ||||)11(lim||lim xex

n
u n

n
n

nn



 由根值审敛法 当 e|x|1 即

e
x

e
11  时 幂级数收敛 当 e|x|1 时幂级数发散  

    当
e

x 1 时 幂级数成为





1

)1()11(
2

n

nn

en
  

    当
e

x 1 时 幂级数成为





1

)1()11()1(
2

n

nnn

en
  

 

    因为 

        
2
1)1ln(

lim
1

1)11ln(
lim])11ln([lim 20

2

2 



 t

tt

x

xxx
x

x
txx

  

所以    0lim)1()11(lim 2
1)11ln(2

2 



ee

en
n

n
n

n
nn

n
  

因此级数





1

)1()11()1(
2

n

nnn

en
和






1

)1()11(
2

n

nn

en
均发散 从而收敛域为 )1 ,1(

ee
   

    (3)





1

)1(
n

nxn   

    解 unn(x1)n  因为 

       |1||1|1lim||lim 1 





xx
n

n
u

u
nn

n
n

  



根据比值审敛法 当|x1|1 即2x0 时 幂级数收敛 当|x1|1 时 幂级数发散  

    又当 x0 时 幂级数成为


1n

n  是发散的 当 x2 时 幂级数成为





1

)1(
n

nn  也是发散的 

所以幂级数的收敛域为(2 0)  

    (4)


1

2

2n

n
n xn   

    解 n
nn xnu 2

2
  因为 

       22
1

1

2
12

2
1lim||lim xx

n
n

u
u n

nnn

n
n

 



  

根据比值审敛法 当 1
2
1 2 x  即 22  x 时 幂级数收敛 当 1

2
1 2 x 时 幂级数发散 

    又当 2x 时 幂级数成为


1n

n  是发散的 所以收敛域为 )2 ,2(   

    8 求下列幂级数的和函数  

    (1)





1

)1(2

2
12

n

n
n xn   

    解 设幂级数的和函数为 S(x) 则 

        ])
2

(
2

[]
2
1[])([)(

1

1
2

1

12
0

 











n

n

n

n
n

x xxxdxxSxS  

            )1
2

(  
)2(

2]

2
1

1
2

[
2

22

2

2 




 x

x
x

x
x   

即     )22(  
)2(

2)( 22

2



 x
x
xxS   

    (2)










1

12
1

12
)1(

n

n
n

x
n

  

    解 设幂级数的和函数为 S(x) 则 

       )1(  arctan
1

1)1()()( 2
0 20

1

221
0




  




 xxdx
x

xdxxSxS
xx

n

nn
x

  

    因为当 x1 时 幂级数收敛 所以有 



       S(x)arctan x (1x1)  

    (3)





1

)1(
n

nxn   

    解 设幂级数的和函数为 S(x) 则 

        ])1()[1()1()1()1()(
11

1

1

 











 n

n

n

n

n

n xxxnxxnxS  

           )1|1(|  
)2(

1]
)1(1

1)[1(])1()1)[(1( 2
1

1 




 





 x
x

x
x

xxxxx
n

n   

即    )20(  
)2(

1)( 2 

 x
x

xxS   

    (4)


 1 )1(n

n

nn
x   

    解 易知幂级数的收敛域为[1 1]  

    设幂级数的和函数为 S(x) 则当 x0 时 

       







 





1

1

1 )1(
11

)1(
1)(

n

n

n

n x
nnx

x
nn

xS  

           dxdxx
x

dxx
nx

x x

n

n
x

n

n ][111
0 0

1

1
0

1
   









  

           dxx
x

dxdx
xx

xx x

  



00 0

)1ln(1]
1

1[1  

           )]1ln()1ln([1 xxxx
x

  

           )1ln(11 x
x
x   x[1 0)(0 1]  

又显然 S(0)0 因此 

       









0                0

]1 ,0()0 ,1[    )1ln(11
)(

x

xx
x
x

xS   

 

    9 求下列数项级数的和  

    (1)


1

2

!n n
n   



    解  

















1 111

2

!!
)1(

!
)1(

! n nnn n
n

n
nn

n
nnn

n
n   

    因为 n

n

x x
n

e 





1 !
1  两边求导得 1

1 !





 n

n

x x
n
ne  再求导得 2

2 !
)1( 




  n

n

x x
n
nn

e  因此 

       xxn

n n

nn

n n

nn

n

eexx
n
nx

n
nn

xx
n
nx

n
nn

x
n
n    






















2

2 1

22

1 11

2

!!
)1(

!!
)1(

!
  

从而    eS
n
n

n

2)1(
!1

2





  

    (2)


 


0 )!12(
1)1(

n

n

n
n   

    解 










 








000 )!12(
1)1(

2
1

)!12(
12)1(

2
1

)!12(
1)1(

n

n

n

n

n

n

nn
n

n
n  

       1sin
2
11cos

2
1

)!12(
1)1(

2
1

)!2(
1)1(

2
1

00




 






 n

n

n

n

nn
  

提示 








0

12

)!12(
1)1(sin

n

nn x
n

x  


 


0

2

)!12(
12)1(cos

n

nn x
n
nx   

 

    10 将下列函数展开成 x 的幂级数  

    (1) )1ln( 2 xx   

    解  


xx
dx

x
dxxxxx

0 20
22

1
1])1[ln()1ln(   

因为   




 
 1

22
1

2
2 !)!2(

!)!12(
)1(1)1(

1
1

n

nx
n

n
x

x
 |x|1  

故     








1

122

)12(!)!2(
!)!12(

)1()1ln(
n

nn x
nn

n
xxx (1x1)  

    (2) 2)2(
1
x

  



    解 











 0
2 ])

2
([

2
1)

2
1

1(
2
1)

2
1(

)2(
1

n

nx
xxx

 

       










 

1

1
1

0
1 2

]
2

1[
n

n
n

n

n
n xnx (2x2)  

    11 设 f(x)是周期为 2 的函数 它在[ )上的表达式为 

        








) ,0[   
)0 ,[    0

)(



xe
x

xf x   

将 f(x)展开成傅里叶级数  

    解 




11)(1

00
 

edxedxxfa x   

       n

n
x

n an
e

nxdxenxdxxfa 2
0

1)1(
cos1cos)(1   




 

即     




)1(
1)1(

2


n
e

a
n

n (n1 2    )  

        




  0
sin1sin)(1 nxdxenxdxxfb x

n  

         n
x nanxdxen  



 0
cos1)( (n1 2    )  

因此   








1
2 )sin(cos

)1(
1)1(

2
1)(

n

n
xnnx

n
eexf



 

    (x且 xn n0 1 2   )  

        

    12 将函数 

        





 xh

hx
xf

   0
0    1

)(  

分别展开成正弦级数和余弦级数  

    解 若将函数进行奇延拓 则傅里叶系数为 

       an0(n0 1 2   )  

       




n
nh

nxdxnxdxxfb
h

n
)cos1(2

sin2sin)(2
00

    

因此 函数展开成正弦级数为 

       





1

sincos12)(
n

nx
n

nhxf


 x(0 h)(h )  



当 xh 时 
2
1)( hf   

    若将函数进行偶延拓 则傅里叶系数为 

       


 hdxdxxfa
h 22)(2
000     

       




n
nhnxdxnxdxxfa

h

n
sin2cos2cos)(2

00
  (n1 2   )  

       bn0(n1 2   )  

         

因此 函数展开成余弦级数为 

       





1

cossin2)(
n

nx
n
nhhxf


 x[0 h)(h )  

当 xh 时 
2
1)( hf   

        

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    习题 121 

    1 试说出下列各微分方程的阶数  

    (1)x(y)22yyx0  

    解 一阶  

    (2)x2yxyy0  

    解 一阶 

    (3)xy2yx2y0  

    解 三阶 

    (4)(7x6y)dx(xy)dy0  

    解 一阶 

    (5) 02

2


C
Q

dt
dQ

R
dt

Qd
L   

    解 二阶 

    (6) 

 2sin

d
d

  

    解 一阶 

    2 指出下列各题中的函数是否为所给微分方程的解  

    (1)xy2y y5x2  

    解 y10x  

    因为 xy10x22(5x2)2y 所以 y5x2 是所给微分方程的解 

    (2)yy0 y3sin x4cos x  

    解 y3cos x4sin x  

    因为 yy3cos x4sin x3sin x4cos x7sin xcos x0  

所以 y3sin x4cos x 不是所给微分方程的解 

    (3)y2yy0 yx2ex  

    解 y2xexx2ex y2ex2xex2xexx2ex2ex4xexx2ex   

    因为 y2yy2ex4xexx2ex2(2xexx2ex)x2ex2ex0  

所以 yx2ex不是所给微分方程的解 

    (4)y(12)y12y0 xx eCeCy 21
21

    

    解 xx eCeCy 21
2211

    xx eCeCy 21
2

22
2

11
     



    因为 yyy 2121 )(    

        )())(( 212121
2121221121

2
22

2
11

xxxxxx eCeCeCeCeCeC     

        0  

所以 xx eCeCy 21
21

  是所给微分方程的解 

    3 在下列各题中 验证所给二元方程所确定的函数为所给微分方程的解  

    (1)(x2y)y2xy x2xyy2C  

    解 将 x2xyy2C 的两边对 x 求导得 

       2xyxy2y y0  

即     (x2y)y2xy  

所以由 x2xyy2C 所确定的函数是所给微分方程的解 

    (2)(xyx)yxy2yy2y0 yln(xy)  

    解 将 yln(xy)的两边对 x 求导得 

       y
yx

y  11  即
xxy

y
y


   

再次求导得 

       )(1
)()(

)1()( 2
2

2

2 yyyy
y
x

xxyxxy
yyyx

xxy
yxyyxxyy

y 









   

注意到由 y
yx

y  11
可得 1 yxy

y
x  所以 

       )2(1])1([1 2 yyyyx
xxy

yyyyyx
xxy

y 





   

从而   (xyx)yxy2yy2y0  

即由 yln(xy)所确定的函数是所给微分方程的解 

        

    4 在下列各题中 确定函数关系式中所含的参数 使函数满足所给的初始条件  

    (1)x2y2C y|x05  

    解 由 y|x00 得 0252C C25 故 x2y225  

    (2)y(C1C2x)e2x y|x00 y|x01  

    解 yC2e
2x2(C1C2x)e2x  



    由 y|x00 y|x01 得 

       







1
0

12

1

CC
C

  

解之得 C10 C21 故 yxe2x  

    (3)yC1sin(xC2) y|x1 y|x0  

    解 yC1cos(xC2)  

    由 y|x1 y|x0 得 

    







0)cos(
1)sin(

21

21

CC
CC




 即







0cos
1sin

21

21

CC
CC

  

解之得 C11 
22
C  故 )

2
sin(  xy  即 ycos x   

    5 写出由下列条件确定的曲线所满足的微分方程  

    (1)曲线在点(x y)处的切线的斜率等于该点横坐标的平方  

    解 设曲线为 yy(x) 则曲线上点(x y)处的切线斜率为 y 由条件 yx2 这便是所求微

分方程  

    (2)曲线上点 P(x y)处的法线与 x 轴的交点为 Q 且线段 PQ 被 y 轴平分  

    解 设曲线为 yy(x) 则曲线上点 P(x y)处的法线斜率为
y

 1  由条件第 PQ 中点的横

坐标为 0 所以 Q 点的坐标为(x 0) 从而有 

      
yxx

y




 10

 即 yy2x0  

    6 用微分方程表示一物理命题 某种气体的气压P对于温度 T的变化率与气压成正比

 所温度的平方成反比  

    解 2T
Pk

dT
dP   其中 k 为比例系数  

 

 

     

 



    习题 122 

    1 求下列微分方程的通解  

    (1)xyyln y0  

    解 分离变量得 

       dx
x

dy
yy

1
ln
1    

两边积分得 

         dx
x

dy
yy

1
ln
1   

即     ln(ln y)=ln x+ln C, 

故通解为 y=eCx . 

    (2)3x25x5y0  

    解 分离变量得 

       5dy(3x25x)dx  

两边积分得 

         dxxxdy )53(5 2   

即     1
23

2
55 Cxxy    

故通解为 Cxxy  23

2
1

5
1  其中 15

1CC  为任意常数 

 

    (3) 22 11 yyx    

    解 分离变量得 

       
22 11 x

dx
y

dy





  

两边积分得  

        


 22 11 x
dx

y

dy
 

即     arcsin yarcsin xC  

故通解为 ysin(arcsin xC)  

    (4)yxya(y2y)  

    解 方程变形为(1xa)yay2  

分离变量得 



       dx
xa

ady
y 


1

1
2   

两边积分得 

        
 dx

xa
ady

y 1
1

2   

即     1)1ln(1 Cxaa
y

   

故通解为
)1ln(

1
xaaC

y


  其中 CaC1 为任意常数  

    (5)sec2x tan ydxsec2y tan xdy0  

    解 分离变量得 

       dx
x
xy

y
y

tan
sec

tan
sec 22

   

两边积分得 

         dx
x
xy

y
y

tan
sec

tan
sec 22

  

即     ln(tan y)ln(tan x)ln C  

故通解为 tan x tan yC   

    (6) yx

dx
dy 10   

    解 分离变量得 

       10ydy10xdx  

两边积分得 

         dxdy xy 1010   

即     
10ln10ln

10
10ln

10 Cxy



  

或     10y10xC 
故通解为 ylg(C10x)  

    (7)(exyex)dx(exyey)dy0  

    解 方程变形为 ey(ex1)dyex(1ey)dx  

分离变量得 

       dx
e

edy
e

e
x

x

y

y




 11
  

两边积分得 



        



dx

e
edy

e
e

x

x

y

y

11
 

即     ln(e y)ln(ex1)lnC  

故通解为(ex1)(ey1)C   

    (8)cos x sin ydxsin x cos ydy0  

    解 分离变量得 

       dx
x
xdy

y
y

sin
cos

sin
cos    

两边积分得 

         dx
x
xdy

y
y

sin
cos

sin
cos

 

即     ln(sin y)ln(sin x)ln C  

故通解为 sin x sin yC   

    (9) 0)1( 32  x
dx
dy

y   

    解 分离变量得 

       (y1)2dyx3dx  

两边积分得 

         dxxdyy 32)1(  

即     1
43

4
1)1(

3
1 Cxy    

故通解为 4(y1)33x4C (C12C1)  

    (10)ydx(x24x)dy0  

    解 分离变量得 

       dx
xx

dy
y

)
4

11(4


   

两边积分得 

        
 dx

xx
dy

y
)

4
11(4   

即     ln y4ln xln(4x)ln C   

故通解为 y4(4x)Cx   

    2 求下列微分方程满足所给初始条件的特解  

    (1)ye2xy y|x00  

    解 分离变量得 

       e ydye2xdx  

两边积分得 



         dxedye xy 2   

即     Cee xy  2

2
1   

或     )
2
1ln( 2 Cey x   

    由 y|x00 得 0)
2
1ln( C  

2
1C   

所以特解 )
2
1

2
1ln( 2  xey   

    (2)cos x sin ydycos y sin xdx 
4

| 0
xy   

    解 分离变量得 

       tan y dytan x dx  

两边积分得 

         xdxydy tantan   

即     ln(cos y)ln(cos x)ln C  

或     cos yC cos x   

    由
4

| 0
xy 得 CC  0cos

4
cos  

2
1C   

所以特解为 xy coscos2    

    (3)ysin xyln y ey
x


2
   

    解 分离变量得 

       dx
x

dy
yy sin

1
ln
1    

两边积分得 

         dx
x

dy
yy sin

1
ln
1   

即     Cxy ln)
2

ln(tan)ln(ln    

或     2
tan xC

ey    

    由 ey
x




2
 得 4

tanC
ee  C1  



所以特解为 2
tan x

ey    

    (4)cos ydx(1ex)sin ydy0 
4

| 0
xy  

    解 分离变量得 

       dx
e

edy
y
y

x

x




1cos
sin

  

两边积分得 

        
 dx

e
edy

y
y

x

x

1cos
sin

  

即     ln|cos y|ln(ex1)ln |C|  

或     cos yC(ex1)  

    由
4

| 0
xy 得 )1(

4
cos 4 

 eC  
4
2C   

所以特解为 )1(
4
2cos  xey   

    (5)xdy2ydx0 y|x21  

    解 分离变量得 

       dx
x

dy
y

21    

两边积分得 

         dx
x

dy
y

21  

即     ln y2ln xln C  

或     yCx2  

    由 y|x21 得 C221 C4  

所以特解为 2
4
x

y    

 

    3 有一盛满了水的圆锥形漏漏斗 高为 10cm 顶角为 60 漏斗下面有面积为 0 5cm2

的孔 求水面高度变化的规律及流完所需的时间  

    解 设 t 时该已流出的水的体积为 V 高度为 x 则由水力学有 

       x
dt
dV )9802(5.062.0   即 dtxdV )9802(5.062.0    

    又因为
3

30tan xxr    



故     dxxdxrV 22

3
    

从而   dxxdtx 2

3
)9802(5.062.0    

即     dxxdt 2
3

98025.062.03 
    

因此   Cxt 


 2
5

98025.062.03
2   

    又因为当 t0 时 x10 所以 2
5

10
98025.062.053 

 C   

故水从小孔流出的规律为 

       645.90305.0)10(
98025.062.053

2 2
5

2
5

2
5




 xxt    

    令 x0 得水流完所需时间约为 10s  

    4 质量为 1g(克)的质点受外力作用作直线运动 这外力和时间成正比 和质点运动的

速度成反比 在 t10s 时 速度等于 50cm/s 外力为 4g cm/s2 问从运动开始经过了一分钟

后的速度是多少？ 

    解 已知
v
tkF   并且法 t10s 时 v50cm/s F4g cm/s2 故

50
104 k  从而 k20 因

此
v
tF 20   

    又由牛顿定律 Fma 即
v
t

dt
dv 201   故 v dv20tdt  这就是速度与时间应满足的微

分方程 解之得 

       Ctv  22 10
2
1  即 Ctv 220 2   

    由初始条件有 C 22 101050
2
1  C250 因此 

       50020 2 tv   

    当 t60s 时 cm/s3.2695006020 2 v   

    5 镭的衰变有如下的规律 镭的衰变速度与它的现存量 R 成正比 由经验材料得知 
镭经过 1600 年后 只余原始量 R0 的一半 试求镭的量 R 与时间 t 的函数关系  



    解 由题设知  

       R
dt
dR   即 dt

R
dR    

两边积分得 

       ln RtC1  

从而   )( 1Ct eCCeR     

    因为当 t0 时 RR0 故 R0Ce0C 即 RR0e
t  

    又由于当 t1600 时 02
1 RR   故 1600

002
1  eRR  从而

1600
2ln   

因此   tt
eReRR 000433.0

0
1000

2ln

0


   

    6 一曲线通过点(2 3) 它在两坐标轴间的任一切线线段均被切点所平分 求这曲线

方程  

    解 设切点为 P(x y) 则切线在 x 轴 y 轴的截距分别为 2x 2y 切线斜率为 

       
x
y

x
y 


20

02
  

故曲线满足微分方程 
x
y

dx
dy   即 dx

x
dy

y
11    

从而   ln yln xln C xyC  
    因为曲线经过点(2 3) 所以 C236 曲线方程为 xy6  

    7 小船从河边点 O 处出发驶向对岸(两岸为平行直线) 设船速为 a 船行方向始终与

河岸垂直 又设河宽为 h 河中任一点处的水流速度与该点到两岸距离的乘积成正比(比例

系数为 k) 求小船的航行路线  

    解 建立坐标系如图 设 t 时刻船的位置为(x y) 此时水速为 )( yhky
dt
dxv   故

dxky(hy)dt   

    又由已知 yat 代入上式得 

       dxkat(hat)dt   

积分得  

       Ctkakahtx  322

3
1

2
1   

    由初始条件 x|t00 得 C0 故 322

3
1

2
1 tkakahtx    

    因此船运动路线的函数方程为 



       










ayy

tkakahtx 322

3
1

2
1

  

从而一般方程为 )
3
1

2
( 32 yyh

a
kx    

 

 



    习题 123 

    1 求下列齐次方程的通解  

    (1) 022  xyyyx   

    解 原方程变为 1)( 2
x
y

x
y

dx
dy

  

    令
x
y

u   则原方程化为 

       12 uu
dx
duxu  即 dx

x
du

u
1

1
1
2




  

两边积分得 

       Cxuu lnln)1ln( 2   即 Cxuu  12   

将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

       Cx
x
y

x
y  1)( 2  即 222 Cxxyy    

    (2)
x
y

y
dx
dy

x ln   

    解 原方程变为
x
y

x
y

dx
dy

ln   

    令
x
y

u   则原方程化为 

       uu
dx
duxu ln  即 dx

x
du

uu
1

)1(ln
1 


  

两边积分得 

       ln(ln u1)ln xln C 即 ueCx1  

将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

       yxeCx1  

     

    (3)(x2y2)dxxydy0  

    解 这是齐次方程 令
x
y

u   即 yxu 则原方程化为 

       (x2x2u2)dxx2u(udxxdu)0 即 dx
x

udu 1   



两边积分得 

       u2ln x2C  

将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

       y2x2(ln x2C)  

 

    (4)(x3y3)dx3xy2dy0  

    解 这是齐次方程 令
x
y

u   即 yxu 则原方程化为 

       (x3x3u3)dx3x3u2(udxxdu)0 即 dx
x

du
u

u 1
21

3
3

2



  

两边积分得 

       Cxu lnln)21ln(
2
1 3   即 2

3 12
x
Cu    

将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

        x32y3Cx   

    (5) 0ch3)ch3sh2(  dy
x
y

xdx
x
y

y
x
y

x   

    解 原方程变为
x
y

x
y

dx
dy  th

3
2   

    令
x
y

u   则原方程化为 

       uu
dx
duxu  th

3
2  即 dx

x
du

u
u 2

sh
ch3   

两边积分得 

       3ln(shu)2ln xln C 即 sh3uCx2  

将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

       22sh Cx
x
y    

    (6) 0)1(2)21(  dy
y
xedxe y

x
y
x

  

    解 原方程变为

y
x

y
x

e

e
y
x

dy
dx

21

)1(2




   



    令
y
xu   则原方程化为 

       u

u

e
eu

dy
duyu

21
)1(2


  即 u

u

e
eu

dy
duy

21
2


  

分离变量得 

       dy
y

du
eu
e

u

u 1
2
21 

   

两边积分得 

       ln(u2eu)ln yln C 即 y(u2eu)C  

将
y
xu  代入上式得原方程的通解 

       Ce
y
xy y

x

 )2(  即 Cyex y
x

2   

    2 求下列齐次方程满足所给初始条件的特解 
    (1)(y23x2)dy2xydx0 y|x01  

    解 这是齐次方程 令
x
y

u   即 yxu 则原方程化为 

       (x2u23x2)(udxxdu)2x2udx0  

即     dx
x

du
uu

u 13
3

2



  或 dx

x
du

uuu
1)

1
1

1
13( 





  

两边积分得 

       3ln |u|ln|u1|ln|u1|ln|x|ln|C| 即 u21Cxu3  

将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

       y2x2Cy3  

    由 y|x01 得 C1 故所求特解为 y2x2y3 

    (2)
x
y

y
xy   y|x12 

    解 令
x
y

u   则原方程化为 

       u
udx

duxu  1  即 dx
x

udu 1   

两边积分得 

       Cxu  ln
2
1 2   



将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

       y22x2(ln xC)  

    由 y|x12 得 C2 故所求特解为 y22x2(ln x2) 
 

    (3)(x22xyy2)dx(y22xyx2)dy0 y|x11  

    解 这是齐次方程 令
x
y

u   即 yxu 则原方程化为 

       (x22x2ux2u2)dx(x2u22x2ux2)(udxxdu)0 

即     dx
x

du
uuu

uu 1
1

12
23

2



   

或     dx
x

du
u

u
u

1)
1

2
1

1( 2 





  

两边积分得 

        ln|u1|ln(u21)ln|x|ln|C| 即 u1Cx(u21)  

将
x
y

u  代入上式得原方程的通解 

       xyC(x2y2)  

    由 y|x11 得 C1 故所求特解为 xy(x2y2) 
 

    3 设有连结点 O(0 0)和 A(1 1)的一段向上凸的曲线弧 AO


 对于 AO


上任一点 P(x y) 

曲线弧 PO  与直线段OP 所围图形的面积为 x2 求曲线弧 AO


的方程  

    解 设曲线弧 AO


的方程为 yy(x) 由题意得 

       2
0

)(
2
1)( xxxydxxy

x
   

两边求导得 

       xxyxxyxy 2)(
2
1)(

2
1)(    

即     4
x
y

y   

令
x
y

u   则有 

       4 u
dx
duxu  即 dx

x
du

u
41    

两边积分得 



       u4ln xC  

将
x
y

u  代入上式得方程的通解 

       y4xln xCx  

    由于 A(1 1)在曲线上 即 y(1)1 因而 C1 从则所求方程为 y4xln xx 
 

 



 

    习题 124 

    1 求下列微分方程的通解  

    (1) xey
dx
dy    

    解 )()()( CxeCdxeeeCdxeeey xxxxdxxdx      

    (2)xyyx23x2  

    解 原方程变为
x

xy
x

y 231   

       ])23([
11

Cdxe
x

xey
dx

x
dx

x  


 

        ])23([1])23([1 2 Cdxxx
x

Cxdx
x

x
x

   

        
x
CxxCxxx

x
 2

2
3

3
1)2

2
3

3
1(1 223   

    (3)yycos xesin x  

    解 )( cossincos Cdxeeey xdxxdx   
 

         )()( sinsinsinsin CxeCdxeee xxxx      

    (4)yytan xsin 2x  

    解 )2sin( tantan Cdxexey xdxxdx  
 

         )2sin( coslncosln Cdxexe xx     

           )
cos

1cossin2(cos Cdx
x

xxx  

         cos x(2cos x+C)C cos x2cos2x   

    (5)(x21)y2xycos x0  

    解 原方程变形为
1

cos
1

2
22 





x

xy
x

xy   

       )
1

cos( 1
2

2
1

2
22 Cdxe

x
xey

dx
x

xdx
x

x




  


 

        )(sin
1

1])1(
1

cos[
1

1
2

2
22 Cx

x
Cdxx

x
x

x






    



    (6) 23  



d
d

  

    解 )2( 33 Cdee dd    
 

         )2( 33 Cdee     

          333

3
2)

3
2(   CeCee   

    (7) xxy
dx
dy

42    

    解 )4( 22 Cdxexey xdxxdx  
 

        )4(
22

Cdxexe xx    

        
222

2)2( xxx CeCee     

    (8)yln ydx(xln y)dy0  

    解 原方程变形为
y

x
yydy

dx 1
ln
1    

       )1( ln
1

ln
1

Cdye
y

ex
dy

yy
dy

yy  


 

         )ln1(
ln
1 Cydy

yy
   

         
y

CyCy
y ln

ln
2
1)ln

2
1(

ln
1 2    

    (9) 3)2(2)2(  xy
dx
dy

x   

    解 原方程变形为 2)2(2
2

1 


 xy
xdx

dy
  

       ])2(2[ 2
1

22
1

Cdxexey
dx

x
dx

x   


  

         


 ]
2

1)2(2)[2( 2 Cdx
x

xx  

        (x2)[(x2)2C](x2)3C(x2)  

    (10) 02)6( 2  y
dx
dy

xy   



    解 原方程变形为 yx
ydy

dx
2
13    

       ])
2
1([

33

Cdyeyex
dy

y
dy

y  


 

        )1
2
1( 3

3 Cdy
y

yy    

        323

2
1)

2
1( CyyC
y

y    

    2 求下列微分方程满足所给初始条件的特解  

    (1) xxy
dx
dy

sectan   y|x00  

    解 )sec( tantan Cdxexey xdxxdx   
 

        )(
cos

1)cossec(
cos

1 Cx
x

Cxdxx
x

    

    由 y|x00 得 C0 故所求特解为 yxsec x   

    (2)
x

x
x
y

dx
dy sin  y|x1  

    解 )sin(
11

Cdxe
x

xey
dx

x
dx

x  


 

        )cos(1)sin(1 Cx
x

Cxdx
x

x
x

    

    由 y|x1 得 C1 故所求特解为 )cos1(1 x
x

y     

    (3) xexy
dx
dy cos5cot   4|

2


x

y   

    解 )5( cotcoscot Cdxeeey xdxxxdx  
 

        )5(
sin

1)sin5(
sin

1 coscos Ce
x

Cxdxe
x

xx     

    由 4|
2


x

y  得 C1 故所求特解为 )15(
sin

1 cos  xe
x

y   

    (4) 83  y
dx
dy

 y|x02 



    解 )8( 33 Cdxeey dxdx  
 

        xxxxx CeCeeCdxee 33333

3
8)

3
8()8(      

    由 y|x02 得
3
2C  故所求特解为 )4(

3
2 3xey    

    (5) 132
3

2
 y

x
x

dx
dy

 y|x10  

    解 )1( 3

2

3

2 3232

Cdxeey
dx

x
xdx

x
x

 


 

         )
2
1()1( 2222

11
3

1

3

1
3 CeexCdxe

x
ex xxxx 



   

    由 y|x10 得
e

C
2
1  故所求特解为 )1(

2
1 11

3 2


 xexy   

    3 求一曲线的方程 这曲线通过原点 并且它在点(x y)处的切线斜率等于 2xy   

    解 由题意知 y2xy 并且 y|x00  

    由通解公式得 

       )2()2( CdxxeeCdxxeey xxdxdx   
 

         ex(2xex2exC)Cex2x2   

    由 y|x00 得 C2 故所求曲线的方程为 y2(exx1)  

    4 设有一质量为 m 的质点作直线运动 从速度等于零的时刻起 有一个与运动方向一

至、大小与时间成正比(比例系数为 k1)的力作用于它 此外还受一与速度成正比(比例系数

为 k2)的阻力作用 求质点运动的速度与时间的函数关系  

    解 由牛顿定律 Fma 得 vktk
dt
dvm 21   即 t

m
k

v
m
k

dt
dv 12    

    由通解公式得 

        )()(
2222

11 Cdtet
m
k

eCdtet
m
k

ev
t

m
k

t
m
k

dt
m
k

dt
m
k

 


 

        )(
222

2
2

1

2

1 Ce
k

mk
te

k
k

e
t

m

k
t

m

k
t

m

k




  



    由题意 当 t0 时 v0 于是得 2
2

1

k
mk

C   因此 

       )( 2
2

1
2
2

1

2

1
222

k
mk

e
k
mk

te
k
k

ev
t

m
k

t
m
k

t
m
k




 

即     )1(
2

2
2

1

2

1 t
m
k

e
k
mk

t
k
k

v


   

    5 设有一个由电阻R10、电感 L2h(亨)和电源电压E20sin5t V(伏)串联组成的电路 
开关 K 合上后 电路中有电源通过 求电流 i 与时间 t 的函数关系  

    解 由回路电压定律知 

        01025sin20  i
dt
dit  即 ti

dt
di 5sin105    

    由通解公式得 

        tdtdt CettCdtetei 555 5cos5sin)5sin10(      

    因为当 t0 时 i0 所以 C1 因此 

        )
4

5sin(25cos5sin 55   teetti tt (A)  

 

    6 设曲 dyxxxfdxxyf
L

])(2[)( 2 在右半平面(x0)内与路径无关 其中 f(x)可导 且

f(1)1 求 f(x)  

    解 因为当 x0 时 所给积分与路径无关 所以 

       ])(2[)]([ 2xxxf
x

xyf
y






   

即     f(x)2f(x)2xf(x)2x  

或    1)(
2
1)(  xf
x

xf   

因此   
x

CxCdxx
x

Cdxeexf
dx

x
dx

x  


3
2)(1)1()( 2

1
2
1

  

由 f(1)1 可得
3
1C  故

x
xxf

3
1

3
2)(    

    7 求下列伯努利方程的通解  

    (1) )sin(cos2 xxyy
dx
dy    



    解 原方程可变形为 

       xx
ydx

dy
y

sincos11
2   即 xxy

dx
yd

cossin
)( 1

1

 


  

       ])cossin([1 Cdxexxey dxdx     

           xCeCdxexxe xxx sin])sin(cos[     

原方程的通解为 xCe
y

x sin1    

    (2) 23 xyxy
dx
dy    

    解 原方程可变形为 

       x
y

x
dx
dy

y
 131

2  即 xxy
dx
yd  


1
1

3
)(

  

       ])([ 331 Cdxexey xdxxdx    

           )(
22

2
3

2
3

Cdxxee
xx

 


 

           
3
1)

3
1(

222

2
3

2
3

2
3


 xxx

CeCee   

原方程的通解为
3
11 2

2
3


 x

Ce
y

  

    (3) 4)21(
3
1

3
1 yxy

dx
dy    

    解 原方程可变形为 

       )21(
3
11

3
11

34 x
ydx

dy
y

  即 12
)( 3

3
 


xy

dx
yd

  

       ])12([3 Cdxexey dxdx     

           xxx CexCdxexe    12])12([   

原方程的通解为 121
3  xCe

y
x   



    (4) 5xyy
dx
dy    

    解 原方程可变形为 

       x
ydx

dy
y

 45
11  即 xy

dx
yd

44
)( 4

4
 


  

       ])4([ 444 Cdxexey dxdx    

           )4( 44 Cdxxee x    

           xCex 4

4
1    

原方程的通解为 xCex
y

4
4 4

11    

         

    (5)xdy[yxy3(1ln x)]dx0  

    解 原方程可变形为 

       )ln1(111
23 x

yxdx
dy

y
  即 )ln1(22)( 2

2
xy

xdx
yd  


  

       ])ln1(2[
22

2 Cdxexey
dx

x
dx

x  
  

          ])ln1(2[1 2
2 Cdxxx

x
   

          xxx
x
C

9
4ln

3
2

2    

原方程的通解为 xxx
x
C

y 9
4ln

3
21

22    

    8 验证形如 yf(xy)dxxg(xy)dy0的微分方程 可经变量代换 vxy化为可分离变量的方

程 并求其通解  

    解 原方程可变形为 

       
)(
)(

xyxg
xyyf

dx
dy    

    在代换 vxy 下原方程化为 

        
)(

)(
22 vgx

vvf
x

v
dx
dvx




  



即      dx
x

du
vfvgv

vg 1
)]()([

)( 


  

积分得  Cxdu
vfvgv

vg 
 ln

)]()([
)(

  

对上式求出积分后 将 vxy 代回 即得通解  

 

    9 用适当的变量代换将下列方程化为可分离变量的方程 然 

后求出通解  

    (1) 2)( yx
dx
dy    

    解 令 uxy 则原方程化为 

       21 u
dx
du   即 21 u

dudx


   

两边积分得 

       xarctan uC  

将 uxy 代入上式得原方程的通解 

       xarctan(xy)C 即 yxtan(xC)  

    (2) 11 



yxdx

dy
  

    解 令 uxy 则原方程化为 

       111 
udx

du  即 dxudu  

两边积分得 

       1
2

2
1 Cux    

将 uxy 代入上式得原方程的通解 

       1
2)(

2
1 Cyxx   即(xy)22xC(C2C1)  

    (3)xyyy(ln xln y)  

    解 令 uxy 则原方程化为 

       u
x
u

x
u

x
u

dx
du

x
x ln)1( 2   即 du

uu
dx

x ln
11    

两边积分得 

       ln xln Clnln u 即 ueCx  

将 uxy 代入上式得原方程的通解 

       xyeCx 即 Cxe
x

y 1   

    (4)yy22(sin x1)ysin2x2sin xcos x1  



    解 原方程变形为 

       y(ysin x1)2cos x  

令 uysin x1 则原方程化为 

       xux
dx
du coscos 2  即 dxdu

u
2

1   

两边积分得  

       Cx
u

 1   

将 uysin x1 代入上式得原方程的通解 

       Cx
xy





1sin

1  即
Cx

xy


 1sin1   

 

    (5)y(xy1)dxx(1xyx2y2)dy0   

    解 原方程变形为 

       
)1(

)1(
22yxxyx

xyy
dx
dy


   

令 uxy 则原方程化为 

       
)1(

)1(1
222 uux

uu
x
u

dx
du

x 
  即

)1(
1

22

3

uux
u

dx
du

x 
   

分离变量得 

       du
uuu

dx
x

)111(1
23    

两边积分得 

       u
uu

Cx ln1
2
1ln 21    

将 uxy 代入上式得原方程的通解 

       xy
xyyx

Cx ln1
2

1ln 221    

即     2x2y2ln y2xy1Cx2y2(C2C1)  

 

 

 



习题 125 

    1 判别下列方程中哪些是全微分方程 并求全微分方程的通解  

    (1)(3x26xy2)dx(6x2y4y2)dy0  

    解 这里 P3x26xy2 Q6x2y4y2 因为 

       
x
Q

xy
y
P





 12   

所以此方程是全微分方程 其通解为 

       Cdyyyxdxx
yx

 0
22

0
2 )46(3   

即     Cyyxx  3223

3
43   

    (2)(a22xyy2)dx(xy)2dy0  

    解 这里 Pa22xyy2 Q(xy)2 因为 

       
x
Q

yx
y
P





 22  

所以此方程是全微分方程 其通解为 

       Cdyyxdxa
yx

 0
2

0
2 )(   

即     a2xx2yxy2C  

        

    (3)eydx(xey2y)dy0  

    解 这里 Pey Qxey2y 因为 

       
x
Q

e
y
P y





  

所以此方程是全微分方程 其通解为 

       Cdyyxedxe
y yx

 00
0 )2(   

即     xeyy2C  

    (4)(xcos ycos x)yysin xsin y0  

    解 原方程变形为(xcos ycos x)dy(ysin xsin y)dx0  

    这里 P(ysin xsin y) Qxcos ycos x 因为 

       
x
Q

xy
y
P





 sincos  



所以此方程是全微分方程 其通解为 

       Cdyxyxdx
yx

 00
)coscos(0   

即     xsin yycos xC  

    解  

    (5)(x2y)dxxdy0  

    解 这里 Px2y Qx  因为 

       
x
Q

y
P





 1  

所以此方程是全微分方程 其通解为 

       Cxdydxx
yx

 00
2   

即     Cxyx 3

3
1   

    (6)y(x2y)dxx2dy0  

    解 这里 Py(x2y) Qx2 因为 

       yx
y
P 4

  x

x
Q

2



  

所以此方程不是全微分方程  

    (7)(1e2)d2e2d0  

    解 这里 P1e2 Q2e2 因为 

       
x
Q

e
y
P





 22  

所以此方程是全微分方程 其通解为 

       Cded 
 


0

2
0

22   

即     (e 21)C   

    (8)(x2y2)dxxydy0  

    解 这里 Px2y2 Qxy 因为 

       y
y
P 2

  y

x
Q 



  

所以此方程不是全微分方程  

 



    2 利用观察法求出下列方程的积分因子 并求其通解  

    (1)(xy)(dxdy)dxdy  

    解 方程两边同时乘以
yx

1
得 

       
yx
dydx

dydx

  即 d(xy)dln(xy)  

所以
yx

1
为原方程的一个积分因子 并且原方程的通解为 

       xyln(xy)C  

    (2)ydxxdyy2xdx0  

    解 方程两边同时乘以 2
1
y

得 

       02 
xdx

y
xdyydx

 即 0)
2

()(
2
 xd

y
xd   

所以 2
1
y

为原方程的一个积分因子 并且原方程的通解为 

       Cx
y
x 

2

2
  

    (3)y2(x3y)dx(13y2x)dy0  

    解 原方程变形为 

       xy2dx3y3dxdy3x2dy0  

两边同时乘以 2
1
y

并整理得 

       0)33(2  xdyydx
y
dy

xdx  即 0)(3)1()
2

(
2

 xyd
y

dxd   

所以 2
1
y

为原方程的一个积分因子 并且原方程的通解为 

       Cxy
y

x  31
2

2
  

    (4)xdxydy(x2y2)dx  

    解 方程两边同时乘以 22
1

yx 
得 



       022 



dx
yx
ydyxdx

 即 0)]ln(
2
1[ 22  dxyxd   

所以 22
1

yx 
为原方程的一个积分因子 并且原方程的通解为 

       x2y2Ce2x  

    (5)(xy2)dx2xydy0  

    解 原方程变形为 

       xdxy2dx2xydy0  

两边同时乘以 2
1
x

得 

       0
2

2

2


x
dxyxydy

x
dx  即 0)()(ln

2


x
y

dxd   

所以 2
1
x

为原方程的一个积分因子 并且原方程的通解为 

       C
x
y

x 
2

ln  即 xln xy2Cx  

    (6)2ydx3xy2dxxdy0  

    解 方程两边同时乘以 x 得 

       2xydxx2dy3x2y2dx0 即 yd(x2)x2dy3x2y2dx0  

再除以 y2 得 

       03
)( 2

2

22


dxx
y

dyxxyd
 即 0)( 3

2
x

y
xd  

所以 2y
x

为原方程的一个积分因子 并且原方程的通解为 

       03
2

x
y
x   

    3 验证
)]()([

1
xygxyfxy 

是微分方程 yf(xy)dxxg(xy)dy0 的积分因子 并求下列方程

的通解  

    解 方程两边乘以
)]()([

1
xygxyfxy 

得 



       0])()([
)]()([

1 


dyxyxgdxxyyf
xygxyfxy

  

这里
)]()([

)(
xygxyfx

xyf
P


  

)]()([
)(

xygxyfy
xyg

Q


   

    因为
x
Q

xygxyf
xygxyfxygxyf

y
P











2)]()([
)()()()(

  

所以
)]()([

1
xygxyfxy 

是原方程的一个积分因子  

    (1)y(x2y22)dxx(22x2y2)dy0  

    解 这里 f(xy)x2y22 g(xy)22x2y2  所以 

       333
1

)]()([
1

yxxygxyfxy



 

是方程的一个积分因子 方程两边同乘以 333
1
yx

得全微分方程 

       0
3

2
3

2
32

22

23

2
 dy

yx
yx

dx
yx

x   

其通解为 

      Cdy
yx
yx

dx
x

x yx
  1 32

22

1 3

2

3
2

3
2   

即    C
yx

yx  )11ln(ln
3
1

22
2  或

22
1

2 yxeCyx   

 

    (2)y(2xy1)dxx(12xyx3y3)dy0  

    解 这里 f(x y)2x y1 g(x y)12x yx3 y3 , 所以 

       44
1

)]()([
1

yxxygxyfxy



 

是方程的一个积分因子 方程两边同乘以 44
1
yx

得全微分方程 

       0
2112

43

33

34 
dy

yx
yxxy

dx
yx

xy
  

其通解为 



      Cdy
yx

yxxy
dx

x
x yx

  1 43

33

1 4
2112   

即    Cy
yxyx

 ||ln
3

11
3322   

    4 用积分因子法解下列一阶线性方程  

    (1)xy2y4ln x  

    解 原方程变为 x
x

y
x

y ln42   其积分因子为 

       2
2

)( xex
dx

x   

在方程 x
x

y
x

y ln42  的两边乘以 x2 得 

       x2y2xy4x ln x 即(x2y)4xln x  

两边积分得 

       Cxxxxdxxyx   222 ln2ln4   

原方程的通解为 21ln2
x
Cxy    

    (2)ytan xyx  

    解 积分因子为 xex xdx cos)( tan     

在方程的两边乘以 cos x 得 

       cos xysin xy xcos x 即(cos xy)xcos x  

两边积分得 

       Cxxxxdxxyx   cossincoscos   

方程的通解为
x

Cxxy
cos

1tan    

 

 



习题 126  

    1 求下列各微分方程的通解  

    (1)yxsin x  

    解 1
2 cos

2
1)sin( Cxxdxxxy     

       21
3

1
2 sin

6
1)cos

2
1( CxCxxdxCxxy     

原方程的通解为 

       21
3 sin

6
1 CxCxxy    

    (2)yxex  

    解 12Cexedxxey xxx     

       211 22)2( CxCexedxCexey xxxx     

       32
2

121 3)22( CxCxCexedxCxCexey xxxx     

原方程的通解为 

       32
2

13 CxCxCexey xx    

    (3) 21
1
x

y


   

    解 12 arctan
1

1 Cxdx
x

y 


   

       xCdx
x

xxxdxCxy 121 1
arctan)(arctan 


   

        21
2)1ln(

2
1arctan CxCxxx    

原方程的通解为 

        21
21lnarctan CxCxxxy    

 

    (4)y1y2  

    解 令 py 则原方程化为 

       p1p2 即 dxdp
p


 21
1   

两边积分得 

       arctan pxC1 即 yptan(xC1)  



       211 |)cos(|ln)tan( CCxdxCxy     

原方程的通解为 

       21 |)cos(|ln CCxy    

    (5)yyx  

    解 令 py 则原方程化为 

       ppx  

由一阶线性非齐次方程的通解公式得 

       1)()( 111    xeCCdxxeeCdxexep xxxdxdx   

即     yC1e
xx1  

于是   2
2

11 2
1)1( CxxeCdxxeCy xx     

原方程的通解为 

       2
2

1 2
1 CxxeCy x    

    (6)xyy0  

    解 令 py 则原方程化为 

       x pp0 即 01  p
x

p   

由一阶线性齐次方程的通解公式得 

       
x
C

eCeCp xdx
x 1ln

1

1

1  
  

即     
x
C

y 1   

于是   21
1 ln CxCdx

x
C

y     

原方程的通解为 

       yC1ln xC2   

    (7)yyy2  

    解 令 py 则
dy
dp

p
dx
dy

dy
dp

y   原方程化为 

       21 p
dy
dp

yp   即 dy
y

dp
p

p 1
12 


  

两边积分得 



       ||ln||ln|1|ln
2
1

1
2 Cyp   即 22

1
2 1 yCp    

    当|y||p|1 时 方程变为   

       22
11 yCy   即 dxdy

yC


 2
1 )(1

1   

两边积分得 

       arcsh(C1y)C1xC2  

即原方程的通解为 

       )(sh1
12

1
xCC

C
y    

    当|y||p|1 时 方程变为   

       22
11 yCy   即 dxdy

yC


 2
1 )(1

1   

两边积分得 

       arcsin(C1y)C1xC2  

即原方程的通解为 

       )(sin1
12

1
xCC

C
y    

 

    (8)y3y10  

    解 令 py 则
dy
dp

py   原方程化为 

       013 
dy
dp

py  即 pdpy3dy  

两边积分得 

       1
22

2
1

2
1

2
1 Cyp    即 p2y2C1  

故     2
1

 yCy  即 dxdy
yC


 2

1

1   

两边积分得 

       )(1 21
2

1 CxCyC    

即原方程的通解为 

       C1y
2(C1xC2)

2   



    (9)
y

y 1   

    解 令 py 则
dy
dp

py   原方程化为 

       
ydy

dp
p 1  即 dy

y
pdp 1   

两边积分得 

       1
2 22

2
1 Cyp   即 1

2 44 Cyp    

故     12 Cyy   即 dxdy
Cy


 1

1   

两边积分得原方程的通 

       211
2
3

1 ]2)(
3
2[ CCyCCyx    

    (10)yy3y  

    解 令 py 则
dy
dp

py   原方程化为 

       pp
dy
dp

p  3  即 0)]1([ 2  p
dy
dp

p   

    由 p0 得 yC 这是原方程的一个解  

    由 0)1( 2  p
dy
dp

得 

       arctan pyC1 即 yptan(yC1)  

从而   )sin(ln
)tan(

1
1

1
2 Cydy

Cy
Cx 


    

故原方程的通解为 

       1
2arcsin Cey Cx     

    2 求下列各微分方程满足所给初始条件的特解  

    (1)y3 y10 y|x11 y|x10  

    解 令 py 则
dy
dp

py   原方程化为 



       013 
dy
dp

py  即 dy
y

pdp 3
1   

两边积分得  

       12
2 1 C

y
p   即

y
yC

y
2

11
   

    由 y|x11 y|x10 得 C11 从而
y

y
y

21
   

分离变量得  

       dxdy
y

y 



21

  

两边积分得 

       2
21 Cxy   即 2

2)(1 Cxy    

    由 y|x11 得 C21 2)1(1  xy  从而原方程的通解为 

       22 xxy    

    (2)yay20 y|x00 y|x01  

    解 令 py 则原方程化为 

       02 ap
dx
dp

 即 adxdp
p

2
1   

两边积分得 

       1
1 Cax
p

  即
1

1
Cax

y


   

    由 y|x01 得 C11 
1

1



ax

y  两边积分得 

       2)1ln(1 Cax
a

y    

    由 y|x00 得 C20 故所求特解为 )1ln(1  ax
a

y   

    (3)yeax y|x1y|x1y|x10  

    解 1
1 Ce
a

dxey axax     



    由 y|x10 得 ae
a

C 1
1    

       22
11)11( Cxe
a

e
a

dxe
a

e
a

y aaxaax     

    由 y|x10 得 aa e
a

e
a

C 22
11    

       dxe
a

e
a

xe
a

e
a

y aaaax )1111( 22   

        32
2

3
11

2
11 Cxe

a
xe

a
xe

a
e

a
aaaax    

    由 y|x10 得 aaaa e
a

e
a

e
a

e
a

C 323
1

2
111   故所求特解为 

       3

2

2

2

3 2
)22()1(

2 a
aae

a
xae

a
xe

a
ey

aaaax    

    (4)ye2y y|x0y|x00  

    解 令 py 则
dy
dp

py   原方程化为 

       ye
dy
dp

p 2  即 pdpe2ydy  

积分得 

       p2e2yC1 即 1
2 Cey y   

    由 y|x0y|x00 得 C11 故 12  yey  从而 

       dxdy
e y


1

1
2

  

积分得 

       arcsin eyxC2  

    由 y|x00 得
22
C  故 

        xxe y cos)
2

sin(     

从而所求特解为 ylncos x   

       

    (5) yy 3  y|x01 y|x02  

    解 令 py 则
dy
dp

py   原方程化为 



       y
dy
dp

p 3  即 dyypdp 3   

两边积分得 

       1
2
3

2 22
2
1 Cyp   即 1

2
3

2 Cyy    

    由 y|x01 y|x02 得 C10 4
3

2yy   从而 dxdyy 24
3




  

两边积分得 

       2
4
1

24 Cxy   即 4
2)

4
1

2
1( Cxy    

    由 y|x01 得 C24 故原方程的特解为 4)1
2
1(  xy   

    (6)yy21 y|x00 y|x00  

    解 令 py 则
dy
dp

py   原方程化为 

       12  p
dy
dp

p  即 22 2
2

 p
dy
dp

  

于是   1)2( 2
11

222    ydydy eCCdyeep   

即     12
1   yeCy   

    由 y|x00 y|x00 得 C11 yey 21    

故     dxdy
e y


 21
1   

两边积分得 

       2
2 )1ln( Cxee yy    

    由 y|x00 得 C20 xee yy  )1ln( 2   

从而得原方程的特解 ylnch x  

    3 试求 yx 的经过点 M(0 1)且在此点与直线 1
2
1  xy 相切的积分曲线  

    解 1
2

2
1 Cxy    



       21
3

6
1 CxCxy    

    由题意得 y|x01 
2
1| 0 xy   

    由
2
1| 0 xy 得

2
1

1C  再由 y|x01 得 C21 因此所求曲线为 

       1
2
1

6
1 3  xxy   

    4 设有一质量为m的物体 在空中由静止开始下落 如果空气阻力为Rc2v2(其中 c为

常数 v 为物体运动的速度) 试求物体下落的距离 s 与时间 t 的函数关系  

    解 以 t0 对应的物体位置为原点 垂直向下的直线为 s 正轴 建立坐标系  

    由题设得 

       










 0| | 00

22

tt vs

vcmg
dt
dvm

  

    将方程分离变量得 

       dt
vcmg

mdv 
 22   

两边积分得 

       1||ln Ckt
mgcv

mgcv





(其中
m

gc
k

2
 ) 

    由 v|t00 得 C10 kt
mgcv

mgcv





||ln  即 kte
mgcv

mgcv





  

    因为 mgc2v2 故 ktecvmgmgcv )(   即 

       )1()1( ktkt emgecv    

或     kt

kt

e
e

c
mg

dt
ds




1
1   

分离变量并积分得 

       21
1ln C

e
e

ck
mg

s kt

kt






  

    由 s|t00 得 C20 故所求函数关系为 



       kt

kt

e
e

ck
mg

s





1
1ln  即 )(chln2 t

m
g

c
c
ms   

        

 

 

 



    习题 127 

    1 下列函数组在其定义区间内哪些是线性无关的？ 

    (1)x x2  

    解 因为 x
x
x 

2
不恒为常数 所以 x x2 是线性无关的  

    (2)x 2x  

    解 因为 22 
x
x  所以 x 2x 是线性相关的   

    (3)e2x 3e2x  

    解 因为 33 2
x

x

e
e  所以 e2x 3e2x是线性相关的 

    (4)ex ex  

    解 因为 x
x

x
e

e
e 2 不恒为常数 所以 ex ex是线性无关的 

    (5)cos2x sin2x  

    解 因为 x
x
x 2tan

2cos
2sin  不恒为常数 所以 cos2x sin2x 是线性无关的 

    (6) 
2xe  

2
2 xxe   

    解 因为 x
e
xe

x

x
22

2

2

 不恒为常数 所以
2xe  

2
2 xxe 是线性无关的 

    (7)sin2x cos xsin x  

    解 因为 2
sincos
2sin 

xx
x  所以 sin2x cos xsin x 是线性相关的 

    (8)excos2x exsin2x  

    解 因为 x
xe
xe

x

x
2tan

2cos
2sin  不恒为常数 所以 excos2x exsin2x 是 

线性无关的 

    (9)ln x xln x  

    解 因为 x
x
xx 

ln
ln

不恒为常数 所以 ln x xln x 是线性无关的 

    (10)eax ebx(ab)  

    解 因为 xab
ax

bx
e

e
e )(  不恒为常数 所以 eax ebx是线性无关的 



    2 验证 y1cosx 及 y2sinx 都是方程 y2y0 的解 并写 

出该方程的通解  

    解 因为 

       y12y12cosx2cosx0  

       y22y22sinx2sinx0  

并且 x
y
y cot

2

1  不恒为常数 所以 y1cosx 与 y2sinx 是方程的 

线性无关解 从而方程的通解为 yC1cosxC2sinx 

 

提示  y1 sinx y12cosx  y2 cosx y12sinx 

     

    3 验证
2

1
xey  及

2

2
xxey  都是方程 y4xy(4x22)y0 的解  

并写出该方程的通解  

    解 因为 

    0)24(2442)24(4
2222 22

1
2

11  xxxx exxexexeyxyxy   

    0)24()2(446)24(4
22222 223

2
2

22  xxxxx xexexexexxeyxyxy   

并且 x
y
y 

1

2 不恒为常数 所以
2

1
xey  与

2
22

xxey  是方程的线性无关解  

从而方程的通解为
22

221
xx xeCeCy   

提示 
2

21
xxey   

22 2
1 42 xx exey    

      
22 2

2 2 xx exey   
22 3

2 46 xx exxey    

 

    4 验证  

    (1) xxx eeCeCy 52
21 12

1 (C1、C2 是任意常数)是方程 

                y3y2ye5x 



的通解  

    解 令 y1ex y2e2x xey 5

12
1*  因为 

       y13y12y1ex3ex2ex0  

       y23y22y24e2x3(2e2x2e2x0 

且 xe
y
y 

1

2 不恒为常数 所以 y1与 y2 是齐次方程 y3y2y0 的线 

性无关解 从而 YC1e
xC2e

2x是齐次方程的通解  

    又因为 

       xxxx eeeeyyy 5555

12
12

12
53

12
25*2*3*    

所以 y*是方程 y3y2ye5x的特解  

    因此 xxx eeCeCy 52
21 12

1 是方程 y3y2ye5x的通解  

    (2) )sincos4(
32
13sin3cos 21 xxxxCxCy  (C1、C2 是任意常 

数)是方程 y9yxcos x 的通解  

    解 令 y1cos3x y2sin3x )sincos4(
32
1* xxxy   因为 

       y19y19cos3x9cos3x0  

       y29y29sin3x9sin3x0 

且 x
y
y

3tan
1

2  不恒为常数 所以 y1与 y2 是齐次方程 y9y0 的线 

性无关解 从而 YC1e
xC2e

2x是齐次方程的通解 

    又因为 

       xxxxxxxxyy cos)sincos4(
32
19)cos4sin9(

32
1*9*    

所以 y*是方程 y9yxcos x 的特解 

    因此 )sincos4(
32
13sin3cos 21 xxxxCxCy  是方程 y9yxcos x 

的通解  

     



 

    (3)yC1x
2C2x

2ln x(C1、C2 是任意常数)是方程 x2y3xy4y0 

的通解  

    解 令 y1x2 y2x2ln x 因为 

       x2y13xy14y1x223x2x4x20  

       x2y23xy24y2x2(2ln x3)3x(2xln xx)4x2ln x0  

且 x
y
y

ln
1

2  不恒为常数 所以 y1与 y2 是方程 x2y3xy4y0 的线性 

无关解 从而 yC1x
2C2x

2ln x 是方程的通解 

    (4) xx
x

C
xCy ln

9

2
25

1  (C1、C2 是任意常数)是方程 

                x2y3xy5yx2ln x 

的通解 

    解 令 y1x5 
x

y 1
2   xxy ln

9
*

2
  因为 

       x2y13xy15y1x220x33x5x45x50  

       015)1(3253 23
2

222
2 

xx
x

x
xyyxyx   

且 6

2

1 x
y
y  不恒为常数 所以 y1与 y2 是齐次方程 x2y3xy5y0 的 

线性无关解 从而
x

C
xCY 25

1  是齐次方程的通解 

    又因为 

       *5*3*2 yxyyx   

       xxxxxxxxxx ln)ln
9

(5)
9

ln
9
2(3)

3
1ln

9
2( 2

2
2    

所以 y*是方程 x2y3xy5yx2ln x 的特解 

    因此 xx
x

C
xCy ln

9

2
25

1  是方程 x2y3xy5yx2ln x 的通解  

    (5)
2

)(1
21

x
xx eeCeC

x
y   (C1、C2 是任意常数)是方程 

                xy2yxyex 



的通解 

    解 令 xe
x

y 1
1  xe

x
y  1

2  
2

*
xey   因为 

    0)(2)22(2 223111 
x
ex

x
e

x
e

x
e

x
e

x
exxyyyx

xxxxxx
  

    0)(2)22(2 223222 


x
ex

x
e

x
e

x
e

x
e

x
exxyyyx

xxxxxx
  

且 xe
y
y 2

2

1  不恒为常数 所以 y1与 y2 是齐次方程 xy2yxy0 的 

线性无关解 从而 )(1
21

xx eCeC
x

Y  是齐次方程的通解 

    又因为 

        x
xxx

eexeexxyyxy 
22

2
2

**2*   

所以 y*是方程 xy2yxyex的特解 

    因此
2

)(1
21

x
xx eeCeC

x
y   是方程 xy2yxyex的通解  

    (6)yC1e
xC2e

xC3cos xC4sin xx2(C1、C2、C3、C4 是任意常 

数)是方程 y(4)yx2 的通解  

    解 令 y1ex y2ex y3cos x y4sin x y*x2  因为 

       y1
(4)y1exex0  

       y2
(4)y2exex0 

       y3
(4)y3cos xcos x0 

       y4
(4)y4sin xsin x0 

并且 

       04

cossin
sincos

cossin
sincos













xxee
xxee
xxee
xxee

xx

xx

xx

xx

  

所以 y1ex y2ex y3cos x y4sin x 是方程 y(4)y0 的线性无关解  

从而 YC1e
xC2e

xC3cos xC4sin x 是方程的通解  

    又因为 

       y*(4)y*0(x2)x2  



所以 y*x2是方程 y(4)yx2 的特解  

    因此 yC1e
xC2e

xC3cos xC4sin xx2 是方程 y(4)yx2 的通解 

  

提示  

    令 k1e
xk2e

xk3cos xk4sin x0  

则    k1e
xk2e

xk3sin xk4cos x0 

      k1e
xk2e

xk3cos xk4sin x0 

      k1e
xk2e

xk3sinxk4cos x0  

上术等式构成的齐次线性方程组的系数行列式为 

      04

cossin
sincos

cossin
sincos













xxee
xxee
xxee
xxee

xx

xx

xx

xx

  

所以方程组只有零解 即 y1ex y2ex y3cos x y4sin x 线性无关  

          

 

 



    习题 128 

    1 求下列微分方程的通解  

    (1)yy2y0  

    解 微分方程的特征方程为 

       r2r20 即(r2)(r1)0  

其根为 r11 r22 故微分方程的通解为 

       yC1e
xC2e

2x  

    (2)y4y0  

    解 微分方程的特征方程为 

       r24r0 即 r(r4)0  

其根为 r10 r24 故微分方程的通解为 

       yC1C2e
4x  

    (3)yy0  

    解 微分方程的特征方程为 

       r210  

其根为 r1i r2i 故微分方程的通解为 

       yC1cos xC2sin x  

    (4)y6y13y0  

    解 微分方程的特征方程为 

       r26r130  

其根为 r132i r232i 故微分方程的通解为 

       ye3x(C1cos2xC2sin2x)  

    (5) 025204 2

2
 x

dt
dx

dt
xd   

    解 微分方程的特征方程为 

       4r220r250 即(2x5)20  

其根为
2
5

21  rr  故微分方程的通解为 

       
tt

xeCeCx 2
5

2
2
5

1   即
t

etCCx 2
5

21 )(    

    (6)y4y5y0  



    解 微分方程的特征方程为 

       r24r50  

其根为 r12i r22i 故微分方程的通解为 

       ye2x(C1cos xC2sin x)  

    (7)y(4)y0  

    解 微分方程的特征方程为 

       r410 即(r1)(r1)(r21)0 

其根为 r11 r21 r1i r2i 故微分方程的通解为 

       yC1e
xC2e

xC3cos xC4sin x  

    (8)y(4)2yy0  

    解 微分方程的特征方程为 

       r4r210 即(r21)20  

其根为 r1r2i r3r4i 故微分方程的通解为 

       y(C1C2x)cos x(C3C4x)sin x  

    (9)y(4)2yy0  

    解 微分方程的特征方程为 

       r42r3r20 即 r2(r1)20 

其根为 r1r20 r3r41 故微分方程的通解为 

       yC1C2xC3e
xC4xex  

    (10)y(4)5y360  

    解 微分方程的特征方程为 

       r45r2360  

其根为 r12 r22 r33i r43i 故微分方程的通解为 

       yC1e
2xC2e

2x C3cos3xC4sin3x  

    2 求下列微分方程满足所给初始条件的特解  

    (1)y4y3y0 y|x06 y|x010  

    解 微分方程的特征方程为 

       r24r30 即(r1)(r3)0  

其根为 r11 r23 故微分方程的通解为 

       yC1e
xC2e

3x  



    由 y|x06 y|x010 得 

       







103
6

21

21

CC
CC   

解之得 C14 C22 因此所求特解为 

       y4ex2e3x 

    (2)4y4yy0 y|x02 y|x00  

    解 微分方程的特征方程为 

       4r24r10 即(2r1)20  

其根为
2
1

21  rr  故微分方程的通解为 

       )( 21
2
1

xCCey
x




  

    由 y|x02 y|x00 得 

       










0
2
1

2

21

1

CC

C
  

解之得 C12 C21 因此所求特解为 

       )2(2
1

xey
x




 

    (3)y3y4y0 y|x00 y|x05  

    解 微分方程的特征方程为 

       r23r40 即(r4)(r1)0  

其根为 r11 r24 故微分方程的通解为 

       yC1e
xC2e

4x  

    由 y|x00 y|x05 得 

       







54
0

21

21

CC
CC   

解之得 C11 C21 因此所求特解为 

       yexe4x 

    (4)y4y29y0 y|x00 y|x015 

    解 微分方程的特征方程为 



       r24r290  

其根为 r1 225i 故微分方程的通解为 

       ye2x(C1cos5xC2sin5x)  

    由 y|x00 得 C10 yC2e
2xsin5x  

    由 y|x015 得 C23  

    因此所求特解为 y3e2xsin5x 

    (5)y25y0 y|x02 y|x05 

    解 微分方程的特征方程为 

       r2250  

其根为 r1 25i 故微分方程的通解为 

       yC1cos5xC2sin5x 

    由 y|x02 得 C12 y2cos5xC2sin5x 

    由 y|x05 得 C21  

    因此所求特解为 y2cos5xsin5x 

    (6)y4y13y0 y|x00 y|x03  

    解 微分方程的特征方程为 

       r24r130  

其根为 r1 223i 故微分方程的通解为 

       ye2x(C1cos3xC2sin3x) 

    由 y|x00 得 C10 yC2e
2xsin3x 

    由 y|x03 得 C21  

    因此所求特解为 ye2xsin3x 

 

    3 一个单位质量的质点在数轴上运动 开始时质点在原点 O 处且速度为

v0 在运动过程中 它受到一个力的作用 这个力的大小与质点到原点的距离

成正比(比例系数 k10)而方向与初速一至 又介质的阻力与速度成正比(比例系

数 k20) 求反映这质点的运动规律的函数  

    解 设数轴为 x 轴 v0 方向为正轴方向 由题意得微分方程  

       xk1xk2x 即 xk2xk1x0  

其初始条件为 x|t00 x|t0v0  



    微分方程的特征方程为 

       r2k2rk10  

其根为
2

4 1
2
22

1
kkk

r


 
2

4 1
2
22

2
kkk

r


  故微分方程的通解为 

       
t

kkk
t

kkk

eCeCx 2

4

2
2

4

1

1
2
221

2
22 

   

    由 x|t00 x|t0v0 得







02211

21 0
vrCrC

CC  解之得 

       
1

2
2

0
1

4kk

v
C


  

1
2
2

0
2

4kk

v
C


   

    因此质点的运动规律为 

        )(
4

2

4

2

4

1
2
2

0
1

2
221

2
22 t

kkk
t

kkk

ee
kk

v
x






  

          

    4 在如图所示的电路中先将开关 K 拨向 A 达到稳定状态后再将开关 K 拨

向 B 求电压 uc(t)及电流 i(t) 已知 E20V C05106F(法) L01H(亨) 

R2000  

    解 由回路电压定律得 

       0 Ri
C
q

dt
diLE   

    由于 qCuc 故 cuC
dt
dq

i   cuC
dt
di   所以 

       0 ccc uRCuuLC  即 01  ccc u
LC

u
L
Ru   

    已知 4102
1.0

2000 
L
R  8

6 10
5
1

105.01.0
11 


 LC
 故 

       010
5
1102 84  ccc uuu   

    微分方程的特征方程为 

       010
5
1102 842  rr   



其根为 r119104 r2103 故微分方程的通解为 

       tt
c eCeCu

34 10
2

109.1
1

    

    由初始条件 t0 时 uc20 uc0 可得
9

10
1 C  

9
190

2 C   

    因此所求电压为 

        )19(
9

10)(
43 109.110 tt

c eetu   (V)  

    所求电流为 

        )(10
18
19)(

34 10109.12 tt eeti   (A)  

    5 设圆柱形浮筒 直径为 0.5m 铅直放在水中 当稍向下压后突然放开 

浮筒在水中上下振动的周期为 2s 求浮筒的质量  

    解 设  为水的密度 S 为浮筒的横截面积 D 为浮筒的直径 且设压下的位

移为 x(如图所示) 则 

       fgSx 

    又 2

2

dt
xdmmaf   因而 

       2

2

dt
xdmxgS   即 02

2
 gSx

dt
xdm    

    微分方程的特征方程为 mr2gS0 其根为 

       i
m
gS

r
2 ,1   

故微分方程的通解为 

       t
m
gS

Ct
m
gS

Cx


sincos 21    

即     )sin(   t
m
gS

Ax   

    由此得浮筒的振动的频率为
m
gS    



    因为周期为 T2 故 222 
gS
m




  2

gS
m   

    由 1000kg/m3 g9.8m/s2 D05m 得 

        km195
4

5.08.91000 2

2 


gS
m   

         

         

 

 



    习题 129 

    1 求下列各微分方程的通解  

    (1)2yyy2ex  

    解 微分方程的特征方程为 

        2r2r10  

其根为
2
1

1r  r21 故对应的齐次方程的通解为 

       xx
eCeCY  2

2
1

1   

    因为 f(x)2ex  1 不是特征方程的根  

故原方程的特解设为 

       y*Aex  

代入原方程得 

       2AexAexAex2ex  

解得 A1 从而 y*ex  

    因此 原方程的通解为 

       xxx
eeCeCy  

2
2
1

1  

     

    (2)ya2yex  

    解 微分方程的特征方程为 

        r2a20  

其根为 rai 故对应的齐次方程的通解为 

        YC1cos axC2sin ax  

    因为 f(x)ex 1 不是特征方程的根  

故原方程的特解设为 

        y*Aex  

代入原方程得 

        Aexa2Aexex  

解得 21
1
a

A


  从而 21
*

a
ey

x


   

    因此 原方程的通解为 

        221 1
sincos

a
eaxCaxCy

x


  

 

    (3)2y5y5x22x1  

    解 微分方程的特征方程为 

        2r25r0  



其根为 r10 
2
5

2 r  故对应的齐次方程的通解为 

        
x

eCCY 2
5

21


   

    因为 f(x)5x22x1 0 是特征方程的单根  

故原方程的特解设为 

        y*x(Ax2BxC) 
代入原方程并整理得 

        15Ax2(12A10B)x(4B5C)5x22x1  

比较系数得
3
1A  

5
3B  

25
7C  从而 xxxy

25
7

5
3

3
1* 23    

    因此 原方程的通解为 

       xxxeCCy
x

25
7

5
3

3
1 232

5

21 

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    (4)y3y2y3xex  

    解 微分方程的特征方程为 

        r23r20  

其根为 r11 r22 故对应的齐次方程的通解为 

        YC1e
xC2e

2x  

    因为 f(x)3xex 1 是特征方程的单根  

故原方程的特解设为 

       y*x(AxB)ex  

代入原方程并整理得 

       2Ax(2AB)3x  

比较系数得
2
3A  B3 从而 )3

2
3(* 2 xxey x     

    因此 原方程的通解为 

       )3
2
3( 22

21 xxeeCeCy xxx    

    (5)y2y5yexsin2x  

    解 微分方程的特征方程为 

       r22r50  

其根为 r1 212i 故对应的齐次方程的通解为 

       Yex(C1cos2xC2sin2x)  

    因为 f(x)exsin2x i12i 是特征方程的根  

故原方程的特解设为 

       y*xex(Acos2xBsin2x)  



代入原方程得 

       ex[4Bcos2x4Asin2x]exsin2x  

比较系数得
4
1A  B0 从而 xxey x 2cos

4
1*    

    因此 原方程的通解为 

       xxexCxCey xx 2cos
4
1)2sin2cos( 21   

    (6)y6y9y(x1)e3x  

    解 微分方程的特征方程为 

       r26r90  

其根为 r1r23 故对应的齐次方程的通解为 

        Ye3x(C1C2x)  

    因为 f(x)(x1)e3x 3 是特征方程的重根  

故原方程的特解设为 

       y*x2e3x(AxB)  

代入原方程得 

       e3x(6Ax2B)e3x(x1)  

比较系数得
6
1A  

2
1B  从而 )

2
1

6
1(* 233 xxey x    

    因此 原方程的通解为 

       )
2
1

6
1()( 233

21
3 xxexCCey xx   

    (7)y5y4y32x  

    解 微分方程的特征方程为 

       r25r40  

其根为 r11 r24 故对应的齐次方程的通解为 

       YC1e
xC2e

4x  

    因为 f(x)32x(32x)e0x 0 不是特征方程的根  

故原方程的特解设为 

       y*AxB  

代入原方程得 

       4Ax(5A4B)2x3  

比较系数得
2
1A  

8
11B  从而

8
11

2
1*  xy   

    因此 原方程的通解为 

       
8
11

2
14

21   xeCeCy xx  

    (8)y4yxcos x  



    解 微分方程的特征方程为 

       r240  

其根为 r2i 故对应的齐次方程的通解为 

       YC1cos2xC2sin2x  

    因为 f(x) xcos xe0x(xcos x0sin x) ii 不是特征方程的根  

故原方程的特解设为 

       y*(AxB)cos x(CxD)sin x  

代入原方程得 

       (3Ax3B2C)cos x(3Cx2A3D)sin xxcos x  

比较系数得
3
1A  B0 C0

9
2D  从而 xxxy sin

9
2cos

3
1*    

    因此 原方程的通解为 

       xxxxCxCy sin
9
2cos

3
1sin2cos 21   

    (9)yyexcos x  

    解 微分方程的特征方程为 

       r210  

其根为 ri  故对应的齐次方程的通解为 

       YC1cos xC2sin x  

    因为 f(x)f1(x)f2(x) 其中 f1(x)ex f2(x)cos x 而 

    方程 yyex具有 Aex形式的特解  

    方程 yycos x 具有 x(Bcos xCsin x)形式的特解  

故原方程的特解设为 

       y*Aexx(Bcos xCsin x)  

代入原方程得 

        2Aex2Ccos x2Bsin xexcos x  

比较系数得
2
1A  B0

2
1C  从而 xxey x sin

22
1*    

    因此 原方程的通解为 

       xxexCxCy x sin
22

1sincos 21   

    (10)yysin2x   

    解 微分方程的特征方程为 

       r210  

其根为 r11 r21 故对应的齐次方程的通解为 

       YC1e
xC2e

x  

    因为 xxxf 2cos
2
1

2
1sin)( 2   而 



    方程
2
1 yy 的特解为常数 A  

    方程 xyy 2cos
2
1 具有 Bcos2xCsin2x 形式的特解  

故原方程的特解设为 

        y*A+Bcos2xCsin2x 
代入原方程得 

        xxCxBA 2cos
2
1

2
12sin52cos5    

比较系数得
2
1A 

10
1B  C0 从而 xy 2cos

10
1

2
1*    

    因此 原方程的通解为 

       
2
12cos

10
1

21   xeCeCy xx  

    2 求下列各微分方程满足已给初始条件的特解  

    (1)yysin x0 y|x1 y|x1  

    解 微分方程的特征方程为 

       r210  

其根为 ri 故对应的齐次方程的通解为 

        YC1cos xC2sin x  

    因为 f(x)sin2xe0x(0cos2xsin2x) ii 是特征方程的根  

故原方程的特解设为 

       y*Acos2xBsin2x  

代入原方程得 

        3Acos 2x3Bsin2xsin2x  

解得 A0 
3
1B  从而 xy 2sin

3
1*   

    因此 原方程的通解为 

       xxCxCy 2sin
3
1sincos 21   

    由 y|x1 y|x1 得 C11 
3
1

2 C   

故满足初始条件的特解为 

        xxxy 2sin
3
1sin

3
1cos    

    (2)y3y2y5 y|x01 y|x02 
    解 微分方程的特征方程为 

       r23r+2=0  



其根为 r11 r22 故对应的齐次方程的通解为 

        YC1e
xC2e

2x  

    容易看出
2
5*y 为非齐次方程的一个特解  

故原方程的通解为 

       
2
52

21  xx eCeCy  

    由 y|x01 y|x02 得 

       










22

1
2
5

21

21

CC

CC
  

解之得 C15 
2
7

2 C  因此满足初始条件的特解为 

       
2
5

2
75 2

1  xx eey   

    (3)y10y9ye2x 
7
6| 0xy  

7
33| 0 xy   

    解 微分方程的特征方程为 

       r210r90  

其根为 r11 r29 故对应的齐次方程的通解为 

       YC1e
xC2e

9x  

    因为 f(x)e2x 2 不是特征方程的根  

故原方程的特解设为 

       y*Ae2x  

代入原方程得 

       (4A20A9A)e2xe2x  

解得
7
1A  从而 xey 2

7
1*    

    因此 原方程的通解为 

       xxx eeCeCy 29
21 7

1  

    由
7
6| 0xy  

7
33| 0 xy 得

2
1

21 CC   

因此满足初始条件的特解为 

       xxx eeey 29

7
1

2
1

2
1    

        

    (4)yy4xex y|x00 y|x01 



    解 微分方程的特征方程为 

       r210  

其根为 r11 r21 故对应的齐次方程的通解为 

       YC1e
xC2e

x  

    因为 f(x)4xex 1 是特征方程的单根  

故原方程的特解设为 

       y*xex(AxB)  

代入原方程得 

       (4Ax2A2B)ex4xex  

比较系数得 A1 B1 从而 y*xex(x1)  

    因此 原方程的通解为 

       y*C1e
xC2e

xxex(x1) 
    由 y|x00 y|x01 得 

       







11
0

21

21

CC
CC

  

解之得 C11 C21 因此满足初始条件的特解为 

       yexexxex(x1) 
    (5)y4y5 y|x01 y|x00  

    解 微分方程的特征方程为 

       r24r0  

其根为 r10 r24 故对应的齐次方程的通解为 

       YC1C2e
4x  

    因为 f(x)55e0x 0 是特征方程的单根  

故原方程的特解设为 

       y*Ax  

代入原方程得 

       4A5 
4
5A   

从而 xy
4
5*    

    因此 原方程的通解为 

       xeCCy x

4
54

21   

    由 y|x01 y|x00 得
16
11

1C  
16
5

2 C   

因此满足初始条件的特解为 



       xey x

4
5

16
5

16
11 4    

    3 大炮以仰角、初速度 v0 发射炮弹 若不计空气阻力 求弹道曲线  

    解 取炮口为原点 炮弹前进的水平方向为 x 轴 铅直向上为 y 轴 弹道运动的微分方

程为 

       












0

2

2

dt
dx

g
dt

yd

  

且满足初始条件 

       













cos| ,0|
sin| ,0|

000

000

vxx
vyy

tt

tt   

    易得满足方程和初始条件的解(弹道曲线)为 

       









2

0

0

2
1sin

cos

gttvy

tvx




  

    4 在 R、L、C 含源串联电路中 电动势为 E 的电源对电容器 C 充电 已知 E20V 
C02F(微法) L01H(亨) R1000 试求合上开关 K 后电流 i(t)及电压 uc(t)  

    解 (1)列方程 由回路定律可知 

       EuuCRuCL ccc    

即     
LC
Eu

LC
u

L
Ru ccc  1   

且当 t0 时 u c0 uc0  

    已知 R1000 L0.1H C02F 故 

       410
1.0

1000 
L
R   

       7
6 105

102.01.0
11 


 LC
  

       977 1020105105  E
LC
E   

因此微分方程为 974 1010510  ccc uuu   

    (2)解方程 微分方程的特征方程为 r2104r51070  

其根为 r 1 251035103i 因此对应的齐次方程的通解为   

        ])105sin()105cos([ 3
2

3
1

105 3
tCtCeu t

c     



    由观察法易知 y*20 为非齐次方程的一个特解  

    因此非齐次方程的通解为 

       20])105sin()105cos([ 3
2

3
1

105 3   tCtCeu t
c   

    由 t0 时 u c0 uc0 得 C120 C220 因此 

        ])105sin()105[cos(2020 33105 3
tteu t

c   (V)  

        )]105sin(104102.0)( 310526 3
teuuCti t

cc   (A)  

 

    5 一链条悬挂在一钉子上 起动时一端离开钉子 8m 另一端离开钉子 12m 分别在以

下两种情况下求链条滑下来所需的时间  

    (1)若不计钉子对链条所产生的摩擦力  

    解 设在时刻 t 时 链条上较长的一段垂下 xm 且设链条的密度为  则向下拉链条下

滑的作用力 

       Fxg(20x)g2g(x10)   

由牛顿第二定律 有 

       20x2g(x10) 即 gx
g

x 
10

  

    微分方程的特征方程为 

       0
10

2  g
r   

其根为
101
g

r  
102
g

r   故对应的齐次方程的通解为 

       
t

g
t

g

eCeCx 10
2

10
1 


  

    由观察法易知 x*10 为非齐次方程的一个特解 故通解为 

       1010
2

10
1 
 t

g
t

g

eCeCx   

    由 x(0)12 及 x(0)0 得 C1C21 因此特解为 

       101010 
 t

g
t

g

eex . 

    当 x=20 即链条完全滑下来时有 101010 
 t

g
t

g

ee   

解之得所需时间 



        )625ln(10 
g

t s. 

    (2)若摩擦力为 1m 长的链条的重量  

    解 此时向下拉链条的作用力变为 

       Fxg(20x)g1g2gx21g    

由牛顿第二定律 有 

       20x2gx21g 即 gx
g

x 05.1
10

   

    微分方程的通解为 

        5.1010
2

10
1 
 t

g
t

g

eCeCx   

    由 x(0)12 及 x(0)0 得
4
3

21 CC  因此特解为 

        5.10)(
4
3 1010 

 t
g

t
g

eex   

    当 x=20 即链条完全滑下来时有 5.9)(
4
3 1010 

 t
g

t
g

ee   

解之得所需时间 

        )
3
224

3
19ln(10 

g
t s. 

    6 设函数(x)连续 且满足 

         
xxx dttxdtttex

00
)()()(    

求(x)  

    解 等式两边对 x 求导得 

        
xx dttex

0
)()(    

再求导得微分方程 

        (x)ex(x) 即(x)(x)ex  

    微分方程的特征方程为 

        r210  

其根为 r1 2i 故对应的齐次方程的通解为 

        C1cos xC2sin x  



    易知 xe
2
1* 是非齐次方程的一个特解  

故非齐次方程的通解为 

        xexCxC
2
1sincos 21    

    由所给等式知(0)=1 (0)1 由此得
2
1

21 CC   

因此 

        )sin(cos
2
1 xexx    

 

 



习题 1211 

    1 试用幂级数求下列各微分方程的解  

    (1)yxyx1  

    解 设方程的解为 





1
0

n

n
nxaay  代入方程得 

       1
1

1
0

1

1  









 xxaxaxna
n

n
n

n

n
n   

即     0])2[()12()1( 1

1
2021  




 n

n
nn xaanxaaa   

可见   a110 2a2a010 (n2)an2an0(n1 2   )  

于是   11a  
2

1 0
2

a
a

  
!!3

1
3 a  

!!4
1 0

4
a

a
       

       
!)!12(

1
12 
 k

a k  
!)!2(

1 0
2 k

a
a k

      

所以   ]
!)!2(

1
!)!12(

1[
1

2012
0 





 



k

kk x
k
a

x
k

ay  

        








 



1

2

0
1

12
0 )

2
(

!
1)1(

!)!12(
1

k

k

k

k x
k

ax
k

a  

        








1

122
0 !)!12(

1)1(1
2

k

k
x

x
k

ea   

即原方程的通解为 








1

122
!)!12(

11
2

k

k
x

x
k

Cey   

    (2)yxyy0  

    解 设方程的解为 





0n

n
nxay  代入方程得 

       0)1(
01

1

2

2  















n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxxann   



即     0])1()1)(2[(2
1

220  





n

n
nn xanannaa   

于是   02 2
1 aa   13 3

1 aa      1

1

12 !)!12(
)1(

a
k

a
k

k 




  02 !)!2(
)1(

a
k

a
k

k
      

所以   ]
!)!12(

)1(
!)!2(

)1(
[ 121

1
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


 
  k

k

k

k
k

x
k

a
x

k
a

xaay  

        







 


1
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1

1
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2

0 !)!12(
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)
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k

k
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k

ax
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        










1

12
1

1
2

0 !)!12(
)1(

2

k

k
kx

x
k

aea   

即原方程的通解为 

       










1
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1

2
2

1 !)!12(
)1(

2

k

k
kx

x
k

CeCy   

    (3)xy(xm)ymy0(m 为自然数)  

    解 设方程的解为 





0n

n
nxay  代入方程得 

       0)()1(
01

1

2

2  















n

n
n

n

n
n

n

n
n xamxnamxxannx   

即     0])())(1[()(
1

110  





n
n

n
n xamnamnnaam   

可见   (a0a1)m0 (nm)[(n1)an1an]0 (nm)  

于是   a0a1 )2( 
)2()1(

1 


  mn
mnn

a
a m

n  )( 
!

1
1 mna

n
an    

所以   







 


2

11
1

1

0
0 )2()1(! mn

nmm
m

m

n

n x
mnn

a
xax

n
a

ay  



        











2
1

1
1

0
0 !

)!1(
! mn

n

m
n

m

m

n

n

n
xamxa

n
xa  

        








1
1

0
0 !

)!1(
! mn

n

m

m

n

n

n
xam

n
xa  

        )
!

()!1(
! 0

1
0

0 






m

n

n
x

m

m

n

n

n
xeam

n
xa  

        


 
m

n

n

m
x

m n
xamaeam

0
101 !
])!1([)!1(   

即原方程的通解为 

        



m

n

n
x

n
xCeCy

0
21 !

(其中 C1 C2为任意常数)  

    (4)(1x)yx2y  

    解 设方程的解为 





0n

n
nxay  代入方程得 

       








 
0

2

1

1)1(
n

n
n

n

n
n xaxxnax   

即     0])1[()13(2
3

1
2

23201  





n

n
nnn xanaanxaaxaaa   

可见   a1a00 2a20 3a3a210 (n1)an1(n1)an0(n3)  

于是   a1a0 a20 
3
1

3 a  
)1(

22
1 
  nn

a
n

na nn (n4)  

因此原方程的通解为 

       


 


4

3

)1(
2

3
1)1(

n

nx
nn

xxCy (Ca0 为任意常数)   

    (5)(x1)yx22xy  

    解 设方程的解为 





0n

n
nxay  代入方程得 



       








 
0

2

1

1 2)1(
n

n
n

n

n
n xaxxxnax   

即     0])1()1[()13()1(2
3

1
2

32210  





n

n
nn xananxaaxaaa   

于是   a1a0 a21
3
2

3 a  )4(
)1(

4)1( 2 3
1 


 

 n
nn

a
n

na n
nn   

因此原方程的通解为 

       








4

332

)1(
4)1(

3
2)1(

n

nn x
nn

xxxCy (Ca0 为任意常数)  

    2 试用幂级数求下列方程满足所给初始条件的解 

    (1)yy2x3 
2
1| 0xy   

    解 根据初始条件 可设方程的解为 





12
1

n

n
nxay  代入方程得 

       32

11

1 )
2
1( xxaxna

n

n
n

n

n
n  









   

即      








    )2(2
4
1 4

31
2
2

3
21

22
1

1

3

2

1
1 xaaaxaaxaxaxxnaa

n

n
n

n

n
n   

比较两边同次幂的系数得 

       
4
1

1a  2a2a1 3a3a2a1
2 4a4a32a1a21     

于是     
4
1

1a  
8
1

2 a  
16
1

3 a  
32
9

4 a      

因此所求特解为 

           
32
9

16
1

8
1

4
1

2
1 432  xxxxy   

    (2)(1x)yy1x y|x00  

    解 根据初始条件 可设方程的解为 





1n

n
nxay  代入方程得 



       xxaxnax
n

n
n

n

n
n  









 1)1(
11

1   

即     xxanana
n

n
nn 




 1])1()1[(

1
11   

比较系数得 

       11a  
2
1

2 a  )3( 
)1(

12
1 


  n

nn
a

n
na nn   

因此所求特解为 

       






 





23

2

)1(
1

)1(
1

2
1

n

n

n

n x
nn

xx
nn

xxy   

    因为


 2 )1(
1

n

nx
nn

的和函数为(1x)ln(1x)x 所以特解还可以写成 

       y2x(1x)ln(1x)x  

    (3) 0cos2

2
 tx

dt
xd  x|t0a 0| 0tdt

dx   

    解 根据初始条件 可设方程的解为 





2n

n
ntaax   

    将 





2n

n
ntaax  






2

2
2

2
)1(

n

n
ntann

dt
xd

和 





0

2

)!2(
)1(

cos
n

n
n
t

n
t 代 

入方程得 

       0
)!2(
)1(

)()1(
0

2
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2  














n

n
n

n

n
n

n

n
n t

n
taatann   

将级数展开、整理合并同次项 并比较系数得 

       aa 0  01a  
!22

aa   03 a  
!4

2
4

aa    

       05 a  
!6

9
6

aa   07 a  
!8

55
8

aa       

故所求特解为 

           
!8

55
!6

9
!4

2
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11( 8642  ttttax   

 



    总习题十二  

    1 填空  

    (1)xy2x2y2x3yx41 是______阶微分方程  

    解 是 3 阶微分方程  

    (2)若 M(x y)dxN(x y)dy0 是全微分方程 则函数 M、N 应满足______  

    解 
x
N

y
M





   

    (3)与积分方程 
x

x
dxyxfy

0

),( 等价的微分方程初值问题是______  

    解 方程两边对 x 求导得 yf(x y) 显然当 xx0 时 y0  

    因此与积分方程等价的微分方程初值问题是 

       yf(x y) 0|
0
xxy   

    (4)已知 y1、yx、yx2 是某二阶非齐次线性微分方程的三个解 则该方程

的通解为______  

    解 容易证明非齐次线性微分方程的任意两个解的差是对应齐次线性微分

方程的的解 因此 y1x1 和 y2x21 都是对应齐次线性微分方程的的解 显然

y1 与 y2 是线性无关 所以非齐次线性微分方程的通解为 

        yC1(x1)C2(x
21)1  

    2 求以下列各式所表示的函数为通解的微分方程  

    (1)(xC)2y21(其中 C 为任意常数)  

    解 将等式变形 

       21 yCx    

两边对 x 求导得 

       
21

1
y

yy




   

从而 1y2y2y2 即所求微分方程为 y2(1y2)1  

    (2)yC1e
xC2e

2x(其中 C1、C2 为任意常数)  

    解 两边对 x 求导得 

       yC1e
x2C2e

2xyC2e
2x   



即     yyC2e
2x  (1) 

再求导得 

       yy2C2e
2x    (2) 

(2)(1)2 得 

       y2yy2y  

即所求微分方程为 y3y2y0  

    3 求下列微分方程的通解  

    (1) xyyyx 2   

    解 将方程变形为 

       
x

y
xy

y 1
2
1

2



 即

x
y

x
y 1

2
1)(    

其通解为 

       )(1)1( 2
1

2
1

Cx
x

Cdxe
x

ey
dx

x
dx

x  


  

即原方程的通解为
x
Cx

y
2)(    

    (2) xyln xyax(ln x1)  

    解 将方程变形为 

       )
ln
11(

ln
1

x
ay

xx
y    

其通解为 

       )ln(
ln
1])

ln
11([ ln

1
ln
1

Cxax
x

Cdxe
x

aey
dx

xx
dx

xx  


 

即原方程的通解为
x

Caxy
ln

   

    (3)
)(ln2 xy

y
dx
dy


   

    解 将方程变形为 

       
y

y
x

ydy
dx ln22    



其通解为 

       )
2
1ln(1)

ln2
( 22

2

22

Cyyy
y

Cdye
y

y
ex

dy
y

dy
y  


  

即原方程的通解为 22
1ln

y
Cyx    

    (4) 033  yxxy
dx
dy   

    解 将方程变形为 

       32
3

1 xxy
dx
dy

y
   即 32

2
22

)(
xxy

dx
yd  


  

其通解为 

       )())2([
222 22322 CeexeCdxexey xxxxdxxdx      

即原方程的通解为 122 2  xCey x   

    (5) 022 



yx
xdyydx

ydyxdx   

    解 因为 

       )
2

(
22 yx

dydyxdx
   

       2222
)(1

1
y

xdyydx

y
xyx

xdyydx 






 

       )(arctan)(
)(1

1
2 y

xd
y
xd

y
x




   

所以原方程可写成 

       0)arctan
22

(
22


y
xyxd   

从而原方程的通解为 

       C
y
xyx  arctan222   



 

    (6) yyy210  

    解 令 yp 则
dy
dp

py   原方程化为 

       012  p
dy
dp

yp   

或     
y

p
ydy

pd 22)( 2
2

   

其通解为 

       1)()2( 222
22

2  


 CyCyyCdye
y

ep
dy

y
dy

y   

于是   12 Cyy  即 dx
yC

dy 
1)( 2

1

(CC1
2)  

积分得 

       2
2

11 )1)(ln( CxyCyC    

化简得原方程的通解 )(ch1
2

1
Cx

C
y    

    (7) y2y5ysin2x  

    解 齐次方程 y2y5y0 的特征方程为 r22r50  

其根为 r1 212i   

    因为 f(x)sin2x i2i 不是特征方程的根  

所以非齐次方程的特解应设为 

       y*Acos2xBsin2x  

代入原方程得 

       (A2B)cos2x(B4A)sin2xsin2x  

比较系数得
17
4A  

17
1B  xxy 2sin

17
12cos

17
4*    

    因此原方程的通解为 

       xxxCxCey x 2sin
17
12cos

17
4)2sin2cos( 21     



    (8) yy2yx(ex4)  

    解 齐次方程 yy2y0 的特征方程为 r 3r22r0  

其根为 r10 r21 r32  

    齐次方程 yy2y0 的通解为 yC1C2e
xC3e

2x   

    原方程中 f(x)f1(x)f2(x) 其中 f1(x)xex f2(x)4x  

    对于方程 yy2yxex 因为1 是特征方程的根 故其特解可设为 

        y1*x(AxB)ex   

代入 yy2yxex得 

        (6Ax8A3b)exxex  

比较系数得
6
1A  

9
4B  故 xexxy )

9
4

6
1(*1    

    对于方程 yy2y4x 因为0 是特征方程的根 故其特解可设为 

        y2*x(CxD)   

代入 yy2y4x 得 

       4Cx2C2D4x  

比较系数得 C1 D1 故 y2*x(x1)  

    因此原方程的通解为 

       xxexxeCeCCy xxx   222
321 )

9
4

6
1(   

 

    (9) (y43x2)dyxydx0  

    解 将原方程变形为 

       323 yx
ydy

dxx   或 32
2

26)(
yx

ydy
xd    

其通解为 

       )(])2([ 26
6

3
6

2 CyyCdyeyex
dy

y
dy

y  


   

即原方程的通解为 x2y4Cy6  

 

    (10) yxxy  2   



    解 令 yxu  2  则 yu2x2 x
dx
duu

dx
dy

22   故原方程化为 

       ux
dx
duu 2  即

2
1)(

2
1 

u
x

dx
du   

这是齐次方程 因此令 z
x
u   则 uxz 

dx
dzxz

dx
du   则上述齐次方程化为 

       
2
1

2
1 
zdx

dzxz  即 )112(
2
1 

z
z

dx
dzx   

分离变量得 

       
x

dx
zz

zdz
2
1

12 2 


  

积分得 1
23 ln

2
1)132ln(

6
1 Cxzz    

即     2z33z21Cx3 )( 16CeC    

将
x
uz  代入上式得 

       2u33xu2x3C  

再代入 yxu  2  得原方程的通解 Cxyxyx  32)(2 332   

    4 求下列微分方程满足所给初始条件的特解  

    (1) y3dx2(x2xy2)dy0 x1 时 y1  

    解 原方程变形为 

       2
3

22 x
y

x
ydy

dx    

即     3
12 22

y
x

ydy
dxx     

或     3
1

1 22)(
y

x
ydy

xd  


  

其通解为 

       )ln2(1)2( 2

2

3

2
1 Cy

y
Cdye

y
ex y

dy
y  


   

即原方程的通解为 

       y2x(2ln yC)  



    由 y|x11 得 C1 故满足所给初始条件的特解为 y2x(2ln y1) 

     

    (2) yay20 x0 时 y0 y1  

    解 令 yp 则原方程化为 

       02 ap
dx
dp   

分离变量得 

       adx
p
dp 2   

两边积分得 

       1
1 Cax
p

  即
1

1
Cax

y


  

代入初始条件 y(0)1 得 C11  

故     
1

1



ax

y   

方程两边积分得 

       2)1ln(1 Cax
a

y    

代入初始条件 y(0)0 得 C20  

    因此满足所给初始条件的特解为 )1ln(1  ax
a

y  

     

    (3) 2ysin2y0 x0 时
2
y  y1  

    解 令 yp 则原方程化为 

       02sin2  y
dy
dp

p   

分离变量得 

       2pdpsin2ydy   

两边积分得 

       1
2 2cos

2
1 Cyp    



代入初始条件 y(0)1 得
2
1

1C   

因而   yyy 22 sin
2
12cos

2
1    

即     ysin y   

分离变量得 

      dx
y

dy 
sin

  

两边积分得 

      2cos1
cos1

ln
2
1 Cx

y
y 


   

代入初始条件
2

)0( y 得 C20  

    因此满足所给初始条件的特解为
y
y

x
cos1
cos1

ln
2
1


   

    (4) y2yycos x x0 时 y0 
2
3y   

    解 齐次方程 y2yy0 的特征方程为 

       r22r10  

其根为 r1 21  

齐次方程 y2yy0 的通解为 y(C1C2x)ex  

    因为 f(x)cos x ii 不是特征方程的根 所以非齐次方程的特解应设为 

       y*Acos xBsin x  

代入原方程得 

       2Asin x2Bcos xcos x  

比较系数得 A0 
2
1B  故 xy sin

2
1*  从而原方程的通解为  

       xexCCy x sin
2
1)( 21      

将初始条件代入通解得 

       










2
3

2
1

0

21

1

CC

C
   

解之得 C10 C21  



    因此满足所给初始条件的特解为 xxey x sin
2
1    

    5 已知某曲线经过点(1 1) 它的切线在纵轴上的截距等于切点的横坐标 

求它的方程  

    解 设点(x y)为曲线上任一点 则曲线在该点的切线方程为 

       Yyy(Xx)  

其在纵轴上的截距为 yxy 因此由已知有 

       yxyx 即 11  y
x

y   

这是一个一阶线性方程 其通解为 

       )ln(])1([
11

CxxCdxeey
dx

x
dx

x  


  

即方程的通解为 yx(Cln x)  

    由于曲线过点(1 1) 所以 C1  

    因此所求曲线的方程为 yx(1ln x)  

    6 已知某车间的容积为 30306m3 其中的空气含 012%的 CO2(以容积计

算) 现以含 CO2004%的新鲜空气输入 问每分钟应输入多少 才能在 30min 后

使车间空气中 CO2 的含量不超过 006%?(假定输入的新鲜空气与原有空气很快

混合均匀后 以相同的流量排出)  

    解 设每分钟应输入的空气为 a m3 t 时刻车间中 CO2 的浓度为 x(t) 则车间

中 CO2 的含量(以体积计算)在 t 时刻经过 dt min 的改变量为 

       30306 dx00004adtaxdt  

分离变量得 

       dtadx
x 54000004.0

1 


  

由于 x00004 故两边积分得 

       Ctax ln
5400

)0004.0ln(    

即     
ta

Cex 54000004.0


   

    由于开始时车间中的空气含 012%的CO2 即当 t0时 x00012 代入上式

得 C0 0008 因此
ta

ex 54000008.00004.0


  



    由上式得
0008.0

004.0ln5400  x
t

a   

    由于要求 30min后车间中CO2的含量不超过 006% 即当 t30时 x00006  

将 t30 x0 0006 代入上式得 a180ln 4250  

    因为 0
5400
0008.0 5400 

 ta

ex  所以 x 是 a 的减函数 考试当 a250 时可保证

x00006  

    因此每分钟输入新鲜空气的量不得小于 250m3  

    7 设可导函数(x)满足 

        1sin)(2cos)(
0

  xtdttxx
x
   

求(x)  

    解 在等式两边对 x 求导得 

        (x)cos x(x)sin x2(x)sin x1  

即      (x)tan x(x)sec x  

这是一个一阶线性方程 其通解为 

        )sec()( tantan Cdxxeex xdxxdx    

            cos x(tan xC)sin xCcos x  

    在已知等式中 令 x0 得(0)1 代入通解得 C1 故(x)sin xcos x  

    8 设函数 uf(r) 222 zyxr  在 r0 内满足拉普拉斯(Laplace)方程 

        02

2

2

2

2

2











z
u

y
u

x
u   

其中 f(r)二阶可导 且 f(1)f (1)1 试将拉普拉斯方程化为以 r 为自变量的常微

分方程 并求 f(r)  

    解 因为
r
x

zyx
x

x
r 







2222
2   

所以   )()( rf
r
x

x
rrf

x
u 





   



       )()()()( 2

2

3

22

22

2
rf

r
xrf

r
xr

x
rrf

r
xrf

r
x
rxr

x
u 








   

    同理可得 

       )()( 2

2

3

22

2

2
rf

r
y

rf
r

yr
y
u 


  )()( 2

2

3

22

2

2
rf

r
zrf

r
zr

z
u 


   

于是   )()(
3

2

222

3

2222

2

2

2

2

2

2
rf

r
zyx

rf
r

zyxr
z
u

y
u

x
u 








  

       2

2

3

2 2)()(2
dr

ud
dr
du

r
rfrf

r
r    

因此拉普拉斯方程化为 

       02
2

2


dr
ud

dr
du

r
 即 02

2

2


dr
du

rdr
ud   

    令 )(rp
dr
du   则以上方程进一步变成 

       02 
dr
dp

p
r

 即 02  p
rdr

dp   

其通解为 

       2
1

2

1 r
C

eCp
dr

r 


 即 2
1

r
C

dr
du    

由于 f (1)1 即 r1 时 1
dr
du  所以 C11 2

1
rdr

du    

    在方程 2
1
rdr

du  的两边积分得 

       2
1 C
r

u    

    又由于 f(1)1 即 r1 时 u1 所以 C22  

从而 21
r

u  即 21)( 
r

rf   

 

    9 设 y1(x)、y2(x)是二阶齐次线性方程 yp(x)yq(x)y0 的两个解 令 

        )()()()()()(
)()()( 2121

21

21 xyxyxyxyxyxy
xyxyxW    



证明  

    (1)W(x)满足方程 W p(x)W0  

    证明 因为 y1(x)、y2(x)都是方程 yp(x)yq(x)y0 的解  

所以   y1p(x)y1q(x)y10  y2p(x)y2q(x)y20 

从而   W p(x)W(y1y2 y1y2 y1y2 y1y2)p(x)( y1y2 y1y2) 

       y1[y2p(x)y2] y2[y1p(x)y1] 

       y1[q(x)y2] y2[q(x)y1] 

       0  

即 W(x)满足方程 W p(x)W0  

    (2) 


x

x
dttp

exWxW 0
)(

0)()(   

    证明 已知 W(x)满足方程 

        W p(x)W0  

分离变量得 

        dxxp
W
dW )(   

将上式两边在[x0 x]上积分 得 

        
x

x
dttpxWxW

0

)()(ln)(ln 0   

即      


x

x
dttp

exWxW 0
)(

0)()(   
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