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!
你最熟悉的朋友!!!自然数"

有一位数学家克罗内克!!"#$"!"%!#说$%上帝创造了自然
数&其余的都是人工!’其实&自然数也是人类创造出来的&它是
我们最熟悉的朋友!
自然数!也就是正整数#

!&#&$&&&’&(&)&"&%&!*&!!&!#&!$&(

可以分为三类$
第一类只有一个成员&就是!&称为单位!
第二类中的成员称为素数!也就是质数#&每个素数恰好有

两个因数!即约数#$!和这个数本身!例如$

#&$&’&)&!!&!$&!)&!%&#$&#%&$!&$)&&!&&$&&)&

’$&’%&(!&()&)!&)$&)%&"$&"%&%)

都是素数!
第三类中的成员称为合数&每个合数至少有三个因数&即除

了!和这个数本身以外还有其他的因数!这样的因数称为真因
数#!例如&&有三个因数!)#)&&其中#是真因数&所以&是合数!
每一个自然数"都可以分解为质!素#因数的乘积&即有分解式

" 编辑注$本书所述自然数是正整数&不包括数字*+
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" #$!%!$#%#($&%&! !!#

其中$!&(&$& 是不同的素数&%!&%#&(&%& 是正整数!当
" #!时&约定!!#式右边为!#&例如

!###’#’$&!’#$’’!

并且除了因数的顺序以外&这种分解是唯一的!这称为算术基本
定理&也叫做唯一分解定理!
除非特别说明&本书中的数!字母#都表示自然数!

##

!"!
###########################
华生的第一个问题

*福尔摩斯探索+是脍炙人口的故事!
且说&有一天&大侦探歇洛克,福尔摩斯在家里闲着无事&

他觉得十分烦闷!
%太无聊了&’福尔摩斯说&%最近一件值得动点脑筋的案子

都没有!’
%我知道你又要犯老毛病了’&他的挚友华生医生说&%忧郁

症&你得做点体操’!
%对&得做点思维的体操!你出个数学题给我做吧!’
%那好’&华生看了看桌上的纸说&%我这里有三个自然数&它

们的和是$$"&你能求出这三个数是多少吗"’
%你不觉得条件少了点吗"’
%我再添个条件!嗯&它们的积是!%"(!’
%!%"(" 哈哈! 你这个条件太有用了!你面前的三个数是

!&(&$$!!’
%你可真行! 怎么求出来的"’
%虽然你先说的条件是和&但我解题的时候并不一定非要从
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第一个条件开始!这类问题得从乘积入手
!!!!!

&把它分解为

!%"(##’$’$$!!

你那三个数的和是$$"&所以最大的一个一定是$$!&不能
是#’$$!&$’$$!&更不能是(’$$!!另两个呢" 如果是#)$&
它们的和是$$(&所以只能是!)(&它们的和恰好是$$"!’

##

!"#
###########################
巨轮的长

阿道克船长!*丁丁历险记+中的主要人物#远航归来&一些
朋友来拜访他&其中一位问道$

%阿道克&你驾驶的这艘巨轮长多少英尺!"’
%英尺数是个整数&’船长回答说&%如果把它乘以我的年龄&

再乘以这里的人数&得出的积是$#!!"!’
这位朋友如果懂一点算术&他就会把$#!!"分解为

$#!!"##’$’’$’!*!!

由此可以得出巨轮长!*!英尺&阿道克的年龄是’$&客人的人
数是’!

##

!"$
###########################
孩子与门牌号码

主人对客人说$
%院子里有三个小孩在做游戏&他们的年龄的积是)#&年龄

的和恰好等于我家的门牌号码"""这你是知道的!你能求出这

! 英尺是英制长度单位&!英尺 #*,$*&"米!
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些孩子的年龄吗"’
聪明的客人想了一下说$%我不能马上就确定答案!’
他站起来&走到窗前看了看楼下的孩子!
%哦&有两个很小的孩子!我知道他们的年龄了!’
更聪明的读者&你能知道主人的门牌号码是多少吗"
这个问题有点难&不过用到的知识并不多&只要读者弄清题

!!!
意
!
&仔细思考&就可以解决!
首先&三个孩子年龄的积是)#&因此&我们把)#分解为三

个因数!不一定是质因数#的积&并把各种可能的结果列成下表
!表中的每个因数都小于#&&因为它们表示孩子们的年龄

!!!!!!
#!

年

龄

! ! ! # # # # $ $
& ( " # $ & ( $ &
!" !# % !" !# % ( " (

和 #$ !% !" ## !) !’ !& !& !$

!!表中每一列的前三个数表示小孩的年龄&最下面的一个数
是它们的和!例如&第一列表示三个小孩的年龄分别是!&&&!"
!乘积为)##&他们的和是#$!
在表中只有两个和是相等的&都等于!&&!&就是主人的门

牌号码!
为什么呢" 因为聪明的客人知道主人的门牌号码&也就是

三个小孩的年龄的和&如果门牌号码不是!&&他就可以立即确
!

定
!
孩子们的年龄&而不会说%我不能马上就确定答案’!
至于孩子的年龄&我们也能够求出来!因为客人说%有两个

很小的孩子’&所以孩子们的年龄应当是$&$&"!和为!&#&而不
是#&(&(!和也为!&#!
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##

!"%
###########################
荷兰人买猪

%现在我出一个真正的难题给你做&歇洛克!’
%你出吧!’福尔摩斯躺在沙发上懒懒地说!
%好&你听我说!三个荷兰人()))*与他们的妻子+),)

- 上集镇去买猪!每个人买的猪的头数恰好等于他!她#买的每
一头猪所用的元数!每个男人比他的妻子多用($元&并且(比
,多买#$头猪&)比+少!%头猪&问谁是谁的妻子"’

%你的题目中没有肯定(的妻子是+&)的妻子是,&*的妻
子是-"’福尔摩斯问!

%当然&当然没有肯定谁的妻子是谁!’华生说&%否则&我还
会问你吗"’

%这道题确实有点难!不过&’福尔摩斯一跃而起&用铅笔在
纸上写了几道式子!

%我们可以这样来解$用. 表示一位男人买的猪的头数&/
表示他的妻子买的猪的头数&根据题意他们用的钱分别为.#

元与/#元&并且

.#0/# #($!
一方面

.#0/# #!. 1/#!. 0/#&

另一方面&把($表示成两个因数!不一定是质因数#之积&有以
下几种方式

($#($’!##!’$#%’)!
如果

. 1/ #($&
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. 0/ #!&

那么

. #($1!# #$#&

/ #($0!# #$!!

其余的两种情况可以同样处理&综合起来得到下面的表$

. $#!!!!!!!!#!!!!!!!"

/ $!!!!!!!!!%!!!!!!!!

在表中只有$#与%的差是#$&因此(买了$#头猪&,买了%头
猪!同样&由于表中只有$!与!#的差是!%&所以)买了!#头
猪&+买了$!头猪!
表中$#)$!是一对夫妻分别买的猪的头数&所以+是(的

妻子!同样&,是)的妻子!最后&- 当然是*的妻子!

##

!"&
###########################
创纪录的因数分解

别以为分解因数容易&数一大可就不好办了!例如

&#%&%()#%)

是合数还是质数" 如果是合数&你能找出它的质因数吗" 你能
把它分解为质因数的连乘积吗"
这是一个!*位数&如果是!**位数&那就更困难了!虽然用

超高速计算机不难判别它是不是质数&但是要找出一个大合数



’!!!!

的分解式却极不容易!数太大了&连计算机对它也无可奈何!因
此&有人建议用"*位以上的数作为密钥!译解密码的钥匙#&发
送密码!己方接收人员预先知道这密钥的因数分解&可以把密码
译出来!敌方即使知道发送密码时所用的密钥!"*位以上的
数#&但不知道它的分解式&借助于计算机也无法在短期内破译&
所以这种密钥称为公开密钥!
但是&这种想法!利用难分解的大合数作公开密钥#后来受

到了严重的冲击!!%"&年美国的西蒙斯与沃诺克利用一种新型
计算机及新编制的程序&仅花了$小时!#分就把一个(%位数

!$#("(!*&$%"%)#*’$!))(*"’)’’*(*%*’(!&#%$’$
%$’%"%*$$’#’"*#"%!&(%&’%(%)

分解为

!)"#$*#")#!&*($#"%’!!
-(!()(""#!%"(%’#’)’*!$()

-!#*)*$%(!)"#&%"%$*$%(%("!!

上面的(%位数是梅森数!见第三章第)节###’!.!的因
数!##’!.!是一个)(位数&早已知道它被’*$#整除&并且所得
的商是上面所说的(%位数&但从!)世纪到现在&一直未能把这
个(%位数分解&所以西蒙斯夸耀说他们解决了一个存在了三个
世纪之久的问题!

##

!"’ 被"!&(
###########################

整除的立方数

自然数的平方称为平方数!例如

&###&$(#(#
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是平方数!
自然数的立方称为立方数!例如

#)#$$&!#’#’$

是立方数!
如果自然数"可以分解为

" #$2!!$2##($2&& !

这里$!&(&$& 是不同的质数&2!&2#&(&2& 是自然数&那么

"$ #$$2!! $$2## ($$2&& !

因此&在一个立方数"$ 的质因数分解式中&各个幂指数$2!&

$2#&(&$2& 都是$的倍数!类似地&在平方数的分解式中各个
幂指数都是#的倍数#!
问题!你能在一秒钟内求出一个被#!(*整除的立方数吗"

能求出最小的)被#!(*整除的立方数吗" 能求出所有被#!(*
整除的立方数吗"
显然#!(*$就是被#!(*整除的立方数!为了回答后两个问

题&先把#!(*分解为

#!(*##&’$$’’!

于是被#!(*整除的数一定被#&整除&也就是说在它的质因数
分解式中&质数#的幂指数$&!
如果这个数是立方数&那么在它的分解式中&#的幂指数是

$的倍数$2!由

$2$&

可知2$#&从而被#!(*整除的立方数一定被#$’# ##(整除!
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同样&被#!(*整除的立方数一定被$$及’$整除!
于是&被#!(*整除的立方数是

#(’$$’’$3$ ##!(***3$!

其中3 是自然数!
最小的一个是#!(***&接在它后面的是

#!(***’#$&#!(***’$$&(

##

!"( 哪几盏灯亮着
###########################

!

一百盏灯分别标上号码!&#&(&!**!第一个人把每盏灯
的拉线开关各拉一下&使得每一盏灯都亮了!第二个人把标号是
#的倍数的灯的开关各拉一下&第三个人把标号是$的倍数的
灯的开关各拉一下&依此类推&直至第一百个人把标号为!**的
灯的开关拉一下!
问最后有哪几盏灯亮着"
答案是标号为平方数&即

!&&&%&!(&#’&$(&&%&(&&"!&!**

的那!*盏灯亮着!
理由很简单!如果4是"的因数&那么标号为"的灯的开

关就被第4个人拉了一次!而在4为"的因数时&"4也是"的

因数&并且在"不是平方数时&4与"4绝不会相等
!否则" #

4##&所以"的因数两两成对&标号为"的灯一共被拉了偶数次&
因而不亮!在"是平方数3#时&除因数3 外&其余因数两两成



!(!!!

对&因此标号为"的灯一共被拉了奇数次&这盏灯是亮的!

在4是"的因数时&我们把"4称为4的共轭因数!于是在"

为平方数时&它有一个自共轭!自己和自己共轭#的因数槡"!反
过来&如果"有自共轭的因数&那么它一定是平方数!

##

!")
###########################
何时重逢

华生每十天到桥牌俱乐部去一次!有一天他遇到一位教授
戈德菲尔德&两人一见如故&谈起话来很投机!如果这位教授每
十二天去桥牌俱乐部一次&问他们什么时候再在桥牌俱乐部
相遇"
解!我们分别把!*&!#分解为

!*##’’&!####’$&

它们的最小公倍数是

##’$’’#(*!

也就是(*天后&他们在俱乐部再次相遇!
一般地&如果两个自然数%)5的质因数分解为

% #$!!!$
!#
#
($!"" &

5#$"!!$"## ($""" &

其中$!&$#&(&$" 是不同质数&!!&(&!"&"!&(&"" 都是
自然数或零&那么%)5的最小公倍数!用-%&5.表示#

-%&5.#$6!!$
6#
#
($6"" !

其中67是!7)"7中较大的一个!7#!&#&(&"#!



!!!!!

##

!"*
###########################
丢番图的墓碑

丢番图是古希腊的大数学家&生活在$世纪!
他对数论的贡献极大&所以数论中有两个分支用了他的

名字$丢番图方程!即不定方程#与丢番图逼近!参看第(章与
第)章#!
据说&有人给他立了一块墓碑&碑文是一道有名的数学题&

大意如下$
这里埋葬着丢番图!他生命的六分之一是欢乐的童年&再

度过十二分之一&他长出了胡须&又度过了七分之一&他结了
婚!五年后&他生了儿子&可惜儿子的寿命只有父亲的一半&在
儿子死后四年&丢番图也结束了人生的旅程!问丢番图的一生
究竟有多长"
这个问题可以列方程来解!不过&下面的解法更为简单$
丢番图的岁数应当是!#与)的倍数&而!#与)的最小公倍

数是!#’)#"&&所以丢番图的年龄就是"&岁!!#与)的下一
个公倍数是#’"&#!("&丢番图不可能活那么长久#!
如果读者对这个答案不太放心的话&可以把这个答案代到

原题中验证一下!

##

!"!+
###########################
请添三个数字

请在’*$后面添三个数字&使所得的六位数被))%)!!
整除!
如果分别考虑这个数如何能被)整除)被%整除)被!!

整除&那么问题将变得十分繁难!解决这个问题的第一个关键
是"""说起来很简单&却有人会忽视它"""考虑))%)!!的



!"!!!

最小公倍数&即)’%’!!#(%$!被))%)!!整除的数也就是
被(%$整除的数!
第二个关键是做除法"""这是每个小学生都会的)十分简

单的问题!
列出除法算式’*&***8(%$如下$

余数为!"%&而

’*&***
0 !"%
’*$"!!

&
’*$"!!
0 (%$
’*$!!"!

因此’*$"!!与’*$!!"都能被(%$整除&即所添的三个数字应
当是")!)!或!)!)"!

##

!"!!
###########################
欧几里得永垂不朽

一本古老的数学书"""两千多年前写的&它的内容现在的
中学生还在学习!这本书就是欧几里得写的*原本+!
欧几里得生活在公元前$世纪的埃及&是一位教师&他对那

时的数学进行了系统的总结&写下了上面所说的那本不朽的
名著!
这本书在明朝末年传入我国的时候被译为*几何原本+&其

实*原本+中讲的不仅是几何&其中有好几卷说的是数论&包括最



!#!!!

大公约数的求法)唯一分解定理)素数的无限性等等!
*原本+中讨论过带余除法&也就是上节所做的那种除法$

’*&***8(%$#)#)(!"%!

这个式子也可以写成

’*&***#)#)’(%$1!"%!

一般地&对于两个自然数%)5!5 %*#&一定有整数9)6满足

% #9516&*&6 ’5! !!#

这里9称为商!或不完全商#&6称为余数!它们可以用大家在小
学里就知道的尝试法!试除#来定出&即考虑5的倍数

*,5&!,5&#5&$5&( !##

!##中的数严格增加&最后一定有大于%的!在不超过%的那些
倍数中最大的一个就是95$

95&% ’!91!#5! !$#

%095就是6&由于!$#&

*&6’5!

!!#称为!欧几里得#带余除法!上面的叙述表明在自然数集
中带余除法成立!类似地&在整数集中也有带余除法成立&即对
于整数%)5!5%*#&一定有整数9)6满足

% #9516&:6:’:5:! !!#

欧几里得带余除法虽然简单&却很有用处!简单的东西往往
有很大的用处#!



“奥数”课外阅读篇

《单墫老师教你学数学》7种

当读书不只是为了考试

你才会真正爱上数学

单墫老师娓娓道来

与你分享他所理解的数学之美

读者对象：初高中学生初高中学生初高中学生初高中学生，，，，数学教师数学教师数学教师数学教师，，，，数学爱好者数学爱好者数学爱好者数学爱好者

《单墫老师教你学数学》7种

◆平面几何中的小花

◆十个有趣的数学问题

◆趣味数论

◆棋盘上的数学

◆覆盖

◆组合数学的问题与方法

◆解析几何的技巧



学奥数，这里总有一本适合你

自从 2000 年《奥数教程》中首次在图书中使用“奥数”一词以来，华东师

范大学出版社已陆续出版近 200 种“奥数”图书, 形成多品种、多册层次全系列。

“奥数”入门篇——《从课本到奥数》（1-9 年级）Ａ、B版

“奥数”智优篇——《优等生数学》（1-9 年级）

“奥数”辅导篇——《奥数教程》、《学习手册》、《能力测试》（一至高三年级）

“奥数”小学顶级篇——《高思学校竞赛数学课本》、《高思学校竞赛数学导引》

“奥数”专题篇——《数学奥林匹克小丛书》（小学、初中、高中共 30 种）

“奥数”题库篇——《多功能题典 数学竞赛》（小学、初中、高中共 3 种）

“奥数”高中预赛篇——《高中数学联赛备考手册（预赛试题集锦）》

“奥数”联赛冲刺篇——《高（初）中数学联赛考前辅导》

“奥数”IMO 终极篇——《走向 IMO：数学奥林匹克试题集锦》

“奥数”域外篇——《日本小学数学奥林匹克》、《全俄中学生数学奥林匹

克》

http://searchb.dangdang.com/?key=%B0%C2%CA%FD+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%B0%C2%CA%FD+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%B0%C2%CA%FD+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%B4%D3%BF%CE%B1%BE%B5%BD%B0%C2%CA%FD%20%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%D3%C5%B5%C8%C9%FA%CA%FD%D1%A7+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%B0%C2%CA%FD%BD%CC%B3%CC+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%B8%DF%CB%BC%D1%A7%D0%A3%BE%BA%C8%FC%CA%FD%D1%A7+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB%D0%A1%B4%D4%CA%E9+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%B6%E0%B9%A6%C4%DC%CC%E2%B5%E4%20%CA%FD%D1%A7%BE%BA%C8%FC+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%B8%DF%D6%D0%CA%FD%D1%A7%C1%AA%C8%FC%B1%B8%BF%BC%CA%D6%B2%E1+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%D6%D0%CA%FD%D1%A7%C1%AA%C8%FC%BF%BC%C7%B0%B8%A8%B5%BC+%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%D7%DF%CF%F2IMO+%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB%CA%D4%CC%E2%BC%AF%BD%F5%20%BB%AA%B6%AB%CA%A6%B7%B6%B4%F3%D1%A7%B3%F6%B0%E6%C9%E7
http://searchb.dangdang.com/?key=%C8%D5%B1%BE%D0%A1%D1%A7%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+%C8%AB%B6%ED%D6%D0%D1%A7%C9%FA%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+
http://searchb.dangdang.com/?key=%C8%D5%B1%BE%D0%A1%D1%A7%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+%C8%AB%B6%ED%D6%D0%D1%A7%C9%FA%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+
http://searchb.dangdang.com/?key=%C8%D5%B1%BE%D0%A1%D1%A7%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+%C8%AB%B6%ED%D6%D0%D1%A7%C9%FA%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+
http://searchb.dangdang.com/?key=%C8%D5%B1%BE%D0%A1%D1%A7%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+%C8%AB%B6%ED%D6%D0%D1%A7%C9%FA%CA%FD%D1%A7%B0%C2%C1%D6%C6%A5%BF%CB+

