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离散数学（第四版） ((((耿素云 屈婉玲 张立昂 著)))) 清华大学出版社

第第第第 1111 章章章章 习题解答习题解答习题解答习题解答

1．1 除（3），（ 4），（ 5），（ 11）外全是命题，其中，（1），（ 2），（ 8），（ 9），

（10），（ 14），（ 15）是简单命题，（6），（ 7），（ 12），（ 13）是复合命题。

分析 首先应注意到，命题是陈述句，因而不是陈述句的句子都不是命题。

本题中，（3）为疑问句，（5）为感叹句，（11）为祈使句，它们都不是陈述句，

所以它们都不是命题。

其次，（4）这个句子是陈述句，但它表示的 判断结果是不确定。又因为（1），

（2），（ 8），（ 9），（ 10），（ 14），（ 15）都是简单的陈述句，因而作为命题，它们

都是简单命题。（6）和（7）各为由联结词“当且仅当”联结起来的复合命题，

（12）是由联结词“或”联结的复合命题，而（13）是由联结词“且”联结起来

的复合命题。这里的“且”为“合取”联结词。在日常生活中，合取联结词有许

多表述法，例如，“虽然……，但是……”、“不仅……，而且……”、“一面……，

一面……”、“……和……”、“……与……”等。但要注意，有时“和”或“与”

联结的是主语，构成简单命题。例如，（14）、（ 15）中的“与”与“和”是联结

的主语，这两个命题均为简单命题，而不是复合命题，希望读者在遇到“和”或

“与”出现的命题时，要根据命题所陈述的含义加以区分。

1．2 （1） 是无理数，p为真命题。2:p

（2） 能被 2整除，p为假命题。5:p

（6） 。其中， 是素数，q：三角形有三条边。由于 p与 q都是真qp → 2:p

命题，因而 为假命题。qp →

（7） ，其中，p：雪是黑色的，q：太阳从东方升起。由于 p为假命qp→

题，q为真命题，因而 为假命题。qp →

（8） 年 10 月 1 日天气晴好，今日（1999 年 2 月 13 日）我们还不2000:p
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知道 p的真假，但 p的真值是确定的（客观存在的），只是现在不知道而已。

（9）p：太阳系外的星球上的生物。它的真值情况而定，是确定的。

（10）p：小李在宿舍里. p 的真值则具体情况而定，是确定的。

（12） ，其中， 是偶数， 是奇数。由于 q是假命题，所以，qqp ∨ 4:p 4:q

为假命题， 为真命题。qp ∨

（13） ，其中， 是偶数， 是奇数，由于 q是假命题，所以，qp ∨ 4:p 4:q

为假命题。qp ∨

（14） p：李明与王华是同学，真值由具体情况而定（是确定的）。

（15） p：蓝色和黄色可以调配成绿色。这是真命题。

分析 命题的真值是唯一确定的，有些命题的真值我们立即可知，有些则不

能马上知道，但它们的真值不会变化，是客观存在的。

1．3 令 则以下命题分别符号化为,633:,422: =+=+ qp

（1） qp→

（2） qp ¬→

（3） qp→¬

（4） qp ¬→¬

（5） qp↔

（6） qp ¬↔

（7） qp→¬

（8） qp ¬↔¬

以上命题中，（1），（ 3），（ 4），（ 5），（ 8）为真命题，其余均为假命题。

分析 本题要求读者记住 及 的真值情况。 为假当且仅当qp→ qp ↔ qp→

p 为真,q 为假,而 为真当且仅当 p与 q真值相同.由于 p与 q 都是真命题，qp↔

在 4个蕴含式中，只有（2） ，其中，p同（1）， r：明天为 3号。rp →
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在这里，当 p为真时，r一定为假， 为假，当 p为假时，无论 r为真rp→

还是为假， 为真。rp →

1．5 （1） ，其中，p：2是偶数，q：2是素数。此命题为真命题。qp ∧

（2） ，其中，p：小王聪明，q：小王用功qp ∧

（3） ，其中，p：天气冷，q：老王来了qp ∧

（4） ，其中，p：他吃饭，q：他看电视qp ∧

（5） ，其中，p：天下大雨，q：他乘公共汽车上班qp ∧

（6） ，其中，p，q的含义同（5）qp→

（7） ，其中，p，q的含义同（5）qp →

（8） ，其中，p：经一事，q：长一智qp ¬↔¬

分析 1°在前 4个复合命题中，都使用了合取联结词，都符号化为合取式，

这正说明合取联结词在使用时是很灵活的。在符号化时，应该注意，不要将联结

词部分放入简单命题中。例如，在（2）中，不能这样写简单命题：p：小王不但

聪明，q：小王而且用功。在（4）中不能这样写：p：他一边吃饭， q：他一边

看电视。

2° 后 4个复合命题中，都使用了蕴含联结词，符号化为蕴含式，在这里，

关键问题是要分清蕴含式的前件和后件。

所表达的基本逻辑关系为，p是 q的充公条件，或者说 q是 p的必要qp →

条件，这种逻辑关系在叙述上也是很灵活的。例如，“因为 p，所以q”，“只要 p，

就 q”“ p 仅当 q”“ 只有 q才 p”“ 除非 q，否则 ”“ 没有 q，就没有 p”等都表p¬

达了 q是 p的必要条件，因而都符号化为 或 的蕴含式。qp → qp ¬↔¬

在（5）中，q是 p的必要条件，因而符号化为 ，而在（6）（7）中，pqp →

成了 q的必要条件，因而符号化为 。pq→

在（8）中，虽然没有出现联结词，但因两个命题的因果关系可知，应该符
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号化为蕴含式。

1．6 （1），（ 2）的真值为 0，（ 3），（ 4）的真值为 1。

分析 1° （1）中公式含 3个命题变项，因而它应该有 个赋值：000，823 =

001，…，111 题中指派 p, q 为 0, r 为 1，于是就是考查 001 是该公式

的成真赋值，还是成假赋值，易知 001 是它的成假赋值。)( rqp ∧∧

2° 在公式（2），（ 3），（ 4）中均含 4个命题就项，因而共有 个赋值 ：1624 =

0000，0001，…，1111。现在考查 0011 是它的成假赋值。

1.7 （1），（ 2），（ 4），（ 9）均为重言式，（3），（ 7）为矛盾式，（5），（ 6），

（8），（ 10）为非重言式的可满足式。

一般说来，可用真值表法、等值演算法、主析取范式（主合取范式）法等判

断公式的类型。

（1）对（1）采用两种方法判断它是重言式。

真值表法

表 1.2 给出了（1）中公式的真值表，由于真值表的最后一列全为 1，所以，

（1）为重言式。

等值演算法

)( rqpp ∨∨→

（蕴含等值式）)( rppp ∨∨∨¬⇔

（结合律）rppp ∨∨∨¬⇔ )(

p q r rqp ∨∨ )( rqpp ∨∨→

0 0 0 0 1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 1 1

1 0 0 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 1 1
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（排中律）rq ∨∨⇔ 1

（零律）1⇔

由最后一步可知，（1）为重言式。

（2）用等值演算法判（2）为重言式。

ppp ¬→¬→ )(

（蕴含等值式）pp ¬→¬∨¬⇔ )(

（等幂律）pp ¬∨¬⇔

（蕴含等值式）pp ¬∨⇔

（排中律）1⇔

（3）用等值演算法判（3）为矛盾式

qqp ∧→¬ )(

（蕴含等值式）qqp ∧∨¬¬⇔ )(

（德·摩根律）qqp ∧¬∨⇔

（结合律）)( qqp ∧¬∨⇔

（矛盾律）0∧⇔ p

（零律）0⇔

由最后一步可知，（3）为矛盾式。

（5）用两种方法判（5）为非重言式的可满足式。

真值表法

由表 1.3 可知（5）为非重言式的可满足式。

p q p¬ qp→¬ pq ¬→ )()( pqqp ¬→→→¬

0 0 1 0 1 1

0 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1

1 1 0 1 0 0
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主析取范式法

)()( pqqp ¬→→→¬

)()( pqqp ¬∨¬→∨⇔

)()( pqqp ¬∨¬∨∨¬⇔

pqqp ¬∨¬∨¬∨¬⇔ )(

qp ¬∨¬⇔

)1()1( qp ¬∧∨∧¬⇔

))(()(( qppqqp ¬∧∨¬∨∨¬∧¬⇔

)()()()( qpqpqpqp ¬∨∨¬∧¬∨∨¬∨¬∧¬⇔

)()()( qpqpqp ¬∧¬∨∨¬∨¬∧¬⇔

.210 mmm ∨∨⇔

在（3）的主析取范式中不含全部（4个）极小项，所以（3）为非重言式的

可满足式，请读者在以上演算每一步的后面，填上所用基本的等值式。

其余各式的类型，请读者自己验证。

分析 真值表法判断公式的类别是万能。公式 A为重言式当且仅当 A的�1

真值表的最后一旬全为 1；A为矛盾式当且仅当 A的真值表的最后一列全为 0；A

为非重言式的可满足式当且仅当 A的真值表最后一列至少有一个 1，又至少有一

个 0。真值表法不易出错，但当命题变项较多时，真值表的行数较多。

用等值演算法判断重言式与矛盾式比较方例，A为重言式当且仅当 A与�2

1 等值；A为矛盾式当且仅当 A与 0等值，当 A为非重言式的可满足式时，经过

等值演算可将 A化简，然后用观察法找到一个成真赋值，再找到一个成假赋值，

就可判断 A为非重言式的可满足式了。例如，对（6）用等值演算判断它的类型。

qpp ↔¬∧ )(

（矛盾律）q↔⇔ 0

（等价等值式）)0()( →∧→⇔ qqp
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（蕴含等值式）)0()0( ∨¬∧∨¬⇔ qq

（同一律）qq ¬∧∨⇔ )1(

（零律）q¬∧⇔1

（同一律）q¬⇔

到最后一步已将公式化得很简单。由此可知，无论 取 0或 1值，只要p q

取 0值，原公式取值为 1，即 00 或 10 都为原公式的成真赋值，而 01，11 为成

假赋值，于是公式为非重言式的可满足式。

用主析取范式判断公式的类型也是万能的。A为重言式当且仅当 A的主析取

范式含 （ 为 A中所含命题变项的个数）个极小项；A为矛盾式当且仅当 A的n2 n

主析取范式中不含任何极小项，记它的主析取范式为 0；A为非重言式的可满足

式当且仅当 A的主析取范式中含极小项，但不是完全的。

当命题变项较多时，用主析取范式法判公式的类型，运算量是很大的。

用主合取范式判断公式的类型也是万能的。A为重言式当且仅当 A的主合取

范式中不含任何极大项，此时记 A的主合取范式为 1；A为矛盾式当且仅当 A的

主合取范式含 个极大项（ 为 A中含的命题变项的个数）；A为非重言式的可n2 n

满足式当且仅当 A的主析取范式中含含极大项，但不是全部的。

1.8 （1）从左边开始演算

)()( qpqp ¬∧∨∧

（分配律）)( qqp ¬∨∧⇔

（排中律）1∧⇔ p

（同一律）.p⇔

（2）从右边开始演算

)( rqp ∧→

（蕴含等值式）)( rqp ∧∨¬⇔

（分配律）)()( rpqp ∨¬∧∨¬⇔
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（蕴含等值式）).()( rpqp →∧→⇔

（3）从左边开始演算

)( qp↔¬

))()(( pqqp →∧→⇔

))()(( qpqp ∨¬∨∨¬¬⇔

))()(( qpqp ∧∨¬∧¬¬⇔

).()( qpqp ∧¬∧∨⇔

请读者填上每步所用的基本等值式。

本题也可以从右边开始演算

)()( qpqp ∧¬∧∨

)()(( qpqp ∧¬∧∨¬¬⇔

))()(( qpqp ∧¬¬∨∨¬¬⇔

))()(( qpqp ∧∨¬∨¬¬⇔

))()()()(( qqpqqpqp ∨¬∧∨¬∧∨¬∧∧¬¬⇔

1)()1( ∧∨¬∧∨∧¬⇔ pqqp

))()(( pqqp →∧→¬⇔

).( qp↔¬⇔

读者填上每步所用的基本的等值式。

1.9 （1）

))(( pqp →∧¬

（蕴含等值式）pqp ∨∧¬¬⇔ )((

（德·摩根律）))(( pqp ∨∧¬¬⇔

))()()()(( qpqqpqp ∧∨¬∧∨∧¬∨∧¬¬⇔

课后答案网 www.khdaw.com



9

（结合律、交换律）pqp ¬∧∧⇔

（矛盾式）qpp ∧¬∧⇔ )(

（零律）.0⇔

由最后一步可知该公式为矛盾式。

（2） )())()(( qppqqp ↔→→∧→

（蕴含等值式）))(( pqp ∨∧¬¬⇔

由于较高层次等价号两边的公式相同，因而此公式无成假赋值，所以，它为

重言式。

（3） )()( pqqp ¬→→→¬

（蕴含等值式）)()( pqqp ¬∨¬→∨⇔

（蕴含等值式）)()( pqqp ¬∨¬∨∨¬⇔

（德·摩根律）pqqp ¬∨¬∨∧¬⇔ )(

（吸收律）pq ¬∨¬⇔

（交换律）.qp ¬∨¬⇔

由最后一步容易观察到，11 为该公式成假赋值，因而它不是重言式，又00，

01，10 为成真赋值，因而它不是矛盾式，它是非重言式的可满足式。

1.10 题中给出的 F，G，H，R都是 2元真值函数。给出的 5个联结词集都

是全功能集，可以用观察法或等值演算法寻找与真值函数等值的公式。

首先寻找在各联结词集中与 F等值的公式。

（1）设 ，易知 A是 中公式且与 F等值，即)( qpA →¬= },{ →¬ .AF ⇔

（2）设 ，易知 B是 中公式且与 F等值，即qpB ¬∧= },{ ∧¬ .BF ⇔

（3）设 ，易知 C是 中公式，且)( qpC ∨¬¬= },{ ∧¬ .CF ⇔

（4）设 ，易知 D为 中公式，且))(())(( qqpqqpD ↑↑↑↑↑= }{↑ .DF ⇔

（5）设 ，易知 E为 中公式，且qppE ↓↓= )( }{↓ .EF ⇔
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分析 只要找到一个联结词集中与 F等值的公式，经过等值演算就可以°1

找出其他联结词集中与 F等值的公式。例如，已知 是 公式，)( qpA →¬= },{ →¬

且 。进行以下演算，就可以找到 F等值的其他联结词集中的公式。对 AAF ⇔

进行等值演算，消去联结词 ，用 ， 取代，得→ ¬ ∧

)( qpA →¬=

)( qp∨¬¬⇔

.Bqp 记为¬∧⇔

则 B 为 中公式，且 。再对 A进行等值演算，消去 ，用 ，},{ ∧¬ BF ⇔ → ¬

取代，得∧

)( qpA →¬=

.)( Cqp 记为∨¬¬⇔

则 C为 中公式，且 。再对B进行演算，消去 ， ，用 取代 ，},{ ∧¬ CF ⇔ ¬ → ↑

在演算中，注意，对于任意的公式 A，有

.)( AAAAA ↑⇔∧¬⇔¬

qpB ¬∧=

)( qqp ↑∧⇔

))(( qqp ↑∧¬¬⇔

))(( qqp ↑↑¬⇔

.)(())(( Dqqpqqp 记为↑↑↑↑↑⇔

则 D为 中公式，且 再对 C进行演算，消去 用 取代，在演算}{↑ .DF ⇔ ,,∨¬ ↓

中注意，对于任意的公式 A

.)( AAAAA ↓⇔∨¬⇔¬

)( qpC ∨¬¬=

qp ↓¬⇔
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.)( Eqpp 记为↓↓⇔

则 E为 中公式，且}{↓ .EF ⇔

开始找一个与某真值函数等值的公式的方法，除观察法外，就是根据°2

该真值函数的真值表，求它的主析取范式，而后进行等值演算即可。例如，由 G

的真值表可知 G的主析取范式为 ，于是31 mm ∨

31 mmG ∨⇔

)()( qpqp ∧∨∧¬⇔

qpp ∧∨¬⇔ )(

.q⇔

由于公式 不带联结词，所以，它应该为任何联结词集中的合式公式。q

在各联结词集中找到的与某真值函数等值的公式并不唯一。例如，取°3

中公式).qqA →¬= },({ →¬

中公式).qqB ∧= },({ ∧¬

中公式).qqC ∨= },({ ∨¬

中公式)).()( qqqqD ↑↑↑= }({↑

中公式)).()( qqqqE ↓↓↓= }({↓

则 对于同一个真值函数 ，找到与它等值的形,EDCBAG ⇔⇔⇔⇔⇔ G

式各异的公式。

对于 H和 R，请读者自己去完成。

1.11 （1）对 C是否为矛盾式进行讨论。

当 C不是矛盾式时， ，则一定有 ，这是因为，此时，CBCA ∨⇔∨ BA⇔

，所以，有BCBACA ⇔∨⇔∨ ,

BBCAA ⇔∨⇔∨⇔

必有 BA⇔

而当 C不是矛盾式时， ，不一定有 ，举反例如下：CBCA ∨⇔∨ BA⇔
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设 A,B,C 均为含命题变项 的公式，A，B，C 及 的真值表如表qp, CBCA ∨∨ ,

1.4 所示，从表 1.4 可看出， ，但 B。CBCA ∨⇔∨ ⇔A

表 1.4

(2) 对 C 是否为重言式进行讨论:

若 C为重言式,则 于是,, BCACA ⇔⇔∧

.BCBCAA ⇔∧⇔∧⇔

因而有

BA⇔

当 C 不是重言式时 ,请读者举反例说明 , 时, 不一定有CBCA ∧⇔∧

.BA⇔

(3) 若 则 .证明如下:,BA ¬⇔¬ BA⇔

(双重否定律)AA ¬¬⇔

( )B¬¬⇔ BA ¬⇔¬

(双重否定律)B⇔

所以

BA⇔

1.12 (1) 设(1)中公式为 A.

)())(( rqprqpA ∧∧→∧∨⇔

)())(( rqprqpA ∧∧∨∧∨¬⇔

)()( rqprqpA ∧∧∨¬∧¬∧¬⇔

)()()( rqprqqpA ∧∧∨¬∧¬∨¬∧¬⇔

p q A B C AVC BVC

0

0

1

1

0

1

0

1

0

0

1

0

0

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1
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)())())(( rqprrqprrqpA ∧∧∨¬∧∧∧¬∨∧¬∧¬∧¬⇔

)()( rqprqp ∧∧∨¬∧∧¬∨

710 mmmA ∨∨⇔

于是,公式 A的主析取范式为

7210 mmmm ∨∨∨

易知,A 的主合取范式为

6543 MMMM ∨∨∨

A 的成真赋值为

000, 001, 010, 111

A 的成假赋值为

011,100,101,110

(2)设(2)中公式为 B

)()( pqqpB ∧¬→→¬⇔

)()( pqqp ∧¬→∨¬¬⇔

)()( pqqp ∧¬→∨⇔

)()( pqqp ∧¬∨∨¬⇔

pqqp ∧¬∨¬∨¬⇔ )(

(吸收律)pq ∧¬⇔

)())(( pqpqp ∧¬∧∨¬∧∨¬⇔

)()()( qpqppqp ∧∨¬∧∧∨¬∨¬⇔

320 mmm ∨∨⇔

所以,B 的主析取范式为 .320 mmm ∨∨

B 的主合取范式为 1M

B 的成真赋值为 00,10,11.
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B 的成假赋值为 01.

(3)设(3)中公式为 C.

rqqpC ∧∧→¬⇔ )(

]rqqp ∧∧¬∧⇔ )(

rqqp ∧∧¬∧⇔ )(

rp ∧∧⇔ 0

.0⇔

所以,C 的主析取范式为 0.

C 的主合取范式为 3210 MMMM ∧∧∧

C 的成假赋值为 00,01,10,11

C 无成真赋值,C 为矛盾式.

分析 1°设公式 A 中含 个命题变项 ,且 A 的主析取范式中含)1( ≥nn

个极小项,则A的主合邓范式中含 个极大项,而且极大项的角标)20( nll ≤≤ ln −2

分别为0到 这 个十进制数中未在A的主析取范式的极小项角标中出现过12 −n n2

的十进制数.

在(1)中,n=3,A 的主析取范式中含 4个极小项,所以,A 的主合取范式中必含

个极大项,它们的角标为 0到7中未在主析取范式的极小项角标中出现4423 =−

过的 3,4,5,6. 这样,只要知道 A的主析取范式,它的主合邓范式自然也就知道

了,在(2),(3)中情况类似.

2° A 的主析取范式中极小项角标的二进制表示即为 A 的成真赋值.在

(1)中,由于主析取范式中的极小项角标分别为 0,1,2,7,它们的二进制表示分别

为 000,001,010,111,所以,A 的成真赋值为以上各值.类似地,A 的主合取范式中

所含极大项角标的二进制表示,即为 A的成假赋值.

1.13 (1) 首先求 的主析取范式.)( rqp →→

错误！链接无效。

)( rqp ∨¬∨¬⇔
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.)rqp ∨¬∨¬⇔

由于演算过程较长,可以分别先求出由 派生的极小项.注意,本公式rqp ,,¬¬

中含 3个命题变项,所以,极小项长度为 3.

)()( rrqqpp ∨¬∧∨¬∧¬⇔¬

)()( rqprqp ∧¬∧¬∨∧¬∧¬⇔

)()( rqprqp ∧¬∧¬∨¬∧∧¬∨

3210 mmmm ∨∨∨⇔

)()( rrqppp ∨¬∧¬∧∨¬⇔¬

)()( rqprqp ∧¬∧¬∨¬∧¬∧¬⇔

)()( rqprqp ∧¬∧∨¬∧¬∧¬∨

5410 mmmm ∨∨∨⇔

rqqppr ∧∨¬∧∨¬⇔ )()(

)()( rqprqp ∧¬∧¬∨∧¬∧¬⇔

)()( rqprqp ∧∧∨∧¬∧⇔

75311 mmmm ∨∨∨⇔

7543210)( mmmmmmmrqp ∨∨∨∨∨∨⇔→→

类似地,可求出 主的析取范式也为上式,由于公式的主析取范式)( rpq →→

的唯一性,可知,

)).(())(( rpqrqp →→⇔→→

(2) ①

qp ↑

)( qp ∧¬⇔

qp ¬∨¬⇔
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))(())(( qppqqp ¬∧∨¬∨∨¬∧¬⇔

)()(())()( qpppqpqp ¬∧∨¬∨¬∨∧¬∨¬∧¬⇔

)()()( ppqpqp ¬∨∨∧¬∨¬∧¬⇔

.210 mmm ∨∨⇔

② qp ↓

)( qp ∧¬⇔

qp ¬∨¬⇔

.0m⇔

由于 与 的主析取范式不同.因而它们不等值,即 .qp ↑ qp ↓ qp ↑ ⇔ qp ↓

1.14 设 p:A 输入;

设 q:B 输入;

设 r:C 输入;

由题的条件,容易写出 的真值表,见表1.5所示.由真值表分别写出CBA FFF ,,

它们的主析范邓范式,而后,将它们都化成与之等值的 中的公式即可.}{↓

表 1.5

)()())()( rqprqprqprqpFA ∧∧∨¬∧∧∨∧¬∧∨¬∧¬∧⇔

p q r AF BF CF

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

0

0

0

0

1

1

1

1

0

0

1

1

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0
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)()()()( rrqprrqp ∨¬∧∧∨∨¬∧¬∧⇔

)()( qpqp ∧∨¬∧⇔

p⇔

)( qp ∧¬¬⇔

)( qp ↓¬⇔

)( qp ↓¬⇔

)( qp ↓⇔ )( pp ↓↓

)()( rqprqpFB ∧∧¬∨¬∧∧¬⇔

)()( rrqp ∨¬∧∧¬⇔

)( qp ∧¬⇔

)( qp ∧¬¬¬⇔

)( qp ¬∧¬⇔

)qp ¬↓⇔

.)( qqp ↓↓⇔

)( rppFC ∧¬∧¬⇔

rqp ∧∨¬⇔ )(

rqp ∧↓⇔ )(

rqp ∧↓¬¬⇔ )((

rqp ¬∨↓¬¬⇔ )((

rqp ¬↓↓¬⇔ )(

\)())()(( rrqpqp ↓↓↓↓↓⇔

分析 在将公式化成 或 中公式时,应分以下几步:}{↑ }{↓
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(1)先将公式化成全功能集 中的公式.},,{ ∨∧¬

(2) 使用

,)( AAAAA ↑⇔∧¬⇔¬

或

.)( AAAAA ↓⇔∨¬⇔¬

使用双重否定律

)()( BABABA ↑¬⇔∧¬¬⇔∧

)()( BABA ↑↑↑⇔

或

)()( BABABA ↓¬⇔∨¬¬⇔∨

)()( BABA ↓↓↓⇔

使用德·摩根律

)()( BABABA ¬∨¬¬⇔∧¬¬⇔∧

)()( BBAABA ↓↓↓⇔¬↓¬⇔

或

)()( BABABA ¬∧¬¬⇔∨¬¬⇔∨

)()( BBAABA ↑↑↑⇔¬↑¬⇔

1．15 设 p：矿样为铁；

q：矿样为铜；

r：矿样为锡.

设

，)()()(1 丙全错乙对一半甲全对 ∧∧⇔F

)())()(()( rprprpqp ∧¬∧∧∨¬∧¬∧¬∧¬⇔

)( rprpqp ∧¬∧¬∧¬∧¬∧¬⇔

)( rprpqp ∧¬∧∧∧¬∧¬∨
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.000 ⇔∨⇔

)()()(2 丙对一半乙全错甲全对 ∧∧⇔F

)()(()()( rprprpqp ¬∧¬∨∧∧¬∧∧¬∧¬⇔

)( rprpqp ∧∧¬∧∧¬∧¬⇔

)( rprpqp ¬∧¬∧∧∧¬∧¬∨

)()()(3 丙全错乙全对甲对一半 ∧∧⇔F

)()())()(( rprpqpqp ¬∧¬∨∧¬∧¬∧∨∧¬⇔

rprpqp ∧¬∧∧¬∧∧¬⇔ (

)( rprpqp ∧¬∧∧¬∧¬∧∨

0)( ∨∧∧¬⇔ rqp

.rqp ∧∧¬⇔

)()()(4 丙全对乙全错甲对一半 ∧∧⇔F

)()())()(( rprpqpqp ¬∧∧¬∧∧¬∧∨∧¬⇔

rprqp ¬∧∧¬∧¬∧¬⇔ (

)( rprpqp ¬∧∧¬∧∧¬∧∨

)(0 rqp ¬∧¬∧∨⇔

.rqp ¬∧¬∧⇔

)()()(5 丙全对乙对一半甲会错 ∧∧⇔F

)())()(()( rprprpqp ¬∧∧∧∨¬∧¬∧∧⇔

rprpqp ¬∧∧¬∧¬∧∧⇔ (

)( rprpqp ¬∧∧∧∧∧∨

00 ∨⇔

.0⇔

000 ⇔∨⇔
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)()()(6 丙对一半乙全对甲全错 ∧∧⇔F

)()(()(()( rprprpqp ¬∧¬∨∧∧∧¬∧∧⇔

rprpqp ∧∧∧¬∧∧⇔ (

)( rprpqp ¬∧¬∧∧¬∧∧∨

00 ∨⇔

.0⇔

设

)()()( 一人全错一人对一半一人全对 ∧∧⇔F

则 F为真命题，并且

654321 FFFFFFF ∨∨∨∨∨⇔

.1)()( ⇔¬∧¬∧∨∧∧¬⇔ rqprqp

但，矿样不可能既是铜又是锡，于是 q,r 中必有假命题，所以

因而必有,0⇔∧∧¬ rqp

.1⇔¬∧¬∧ rqp

于是，必有 P为真，q与 r为假，即矿样为铁。

1.16 令 p：今天是 1号；

q：明天是 5号.

由于本题给出的推理都比较简单，因而可以直接判断推理的形式结构是否为

重言式。

（1）推理的形式结构为

.)( qpqp →∧→

可以用多种方法判断上公式为重言式，其实，本推理满足假言推理定律，即

.)( qpqp ⇒∧→

所以，推理正确。

（2）推理的形式结构为

.)( qpqp →∧→
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可以用多种方法证明上公式不是重言式，其实，当 p为假（即今天不是 1

号），q 为真（明天真是 5 号），也即01 是上面公式的成假赋值，所以，推理的

形式结构不是重方式，故，推理不正确。

（3）推理的形式结构为

.)( qpqp ¬→¬∧→

可以用多种方法证明上面公式为重言式，其实，它满足拒取式推理定律，即

.)( qpqp ¬⇒¬∧→

所以，推理正确。

（4）推理的形式结构为

.)( qpqp ¬→¬∧→

可以用多种方法证明上公式不是重言式，01 为上公式的成假赋值，所以，

推理不正确。

分析 对于前提与结论都比较简单的推理，最好直接判推理的形式结构是否

为重言式，来判断推理是否正确，若能观察出一个成假赋值，立刻可知，推理不

正确。

1．17 (1)

证明 ① 前提引入rq ∨¬

② 前提引入r¬

③ ①②析取三段论q¬

④ 前提引入)( qp ¬∧¬

⑤ ④置换qp ∨¬

⑥ ②⑤析取三段论p¬

（2）

证明 ① 前提引入)( sqp →→

② ①置换)( sqq →→

③q 前提引入
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④ ②③假言推理sp→

⑤ 前提引入rp ¬∨

⑥ ⑤置换pr→

⑦ ④⑥假言三段论sr →

（3）

证明 ① 附加前提引入p

② 前提引入qp →

③q ①②假言推理

④ ①③合取qp ∧

或者

证明 ① 前提引入qp →

② ①置换qp∨¬

③ ②置换)()( qppp ∨¬∧∨¬

④ ③置换)( qpp ∧∨¬

⑤ ④置换)( qpp ∧→

（4）

证明 ① 前提引入

② ①置换)()( stts →∧→

③ ②化简

④ 前提引入rt ∧

⑤ t

⑥s ③⑤假言推理

⑦ 前提引入

⑧ ⑦置换)()( qssq →∧→

⑨ ⑧化简qs↔
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⑩q ⑥⑨似言推理

⑪ 前提引入pq↔

⑫p ⑩⑪ 假言推理

⑬r ④化简

⑭ ⑥⑩⑪⑫合取rsqp ∧∧∧

分析 由于

)()( 21 BCAAA k →→∧∧∧ ⋯

)()( 21 BCAAA k ∨¬∨∧∧∧¬⇔ ⋯

BCAAA k ∨∧∧∧∧¬⇔ )( 21 ⋯

BCAAA k →∧∧∧∧⇔ ⋯21

所以,当推理的结论也为蕴含式时,可以将结论的前件作为推理的前提,称为

附加前提,并称使用附加前提的证明方法为附加前提证明法.(3)中第一个证明,

即为附加前提证明法.

1.18 设 p：他是理科生

q：他是文科生

r：他学好数学

前提 rpqrp ¬→¬→ ,,

结论 q

通过对前提和结论的观察，知道推理是正确的，下面用构造证明法给以证明 。

证明 ① 前提引入rp →

前提引入r¬

③ ①②拒取式p¬

④ 前提引入pq→¬

⑤ ③④拒邓式q¬¬

⑥q ⑤置理

1．19 本题可以用多种方法求解，根据要求回答问题，解本题最好的方法
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是真值表示或主析取范式法。这里采用主析取范式的主析取范式（过程略）

)( rqp ¬∧∨

76542 mmmmm ∨∨∨∨⇔

所以，成真赋值为 010，100，101，110，111，由④给也，成假赋值为 000，

001，011，由③给出，公式是非重言式的可满足式，由③给出。

1．20 答案 A：③； B：④； C：②

分析 解本题的方法不限于求主析取范式或主合取范式，也可以利用真值表

法。

方法 1： 求主析取范式

rqp →∧¬ )(

rqp ∨∧⇔ )(

rqqpprrqp ∧¬∨∧¬∨∨¬∨∧∧⇔ )()()()(

76531 mmmmm ∨∨∨∨⇔

从上式可知， 的主析取范式中含 5个极小项。极小项角码的二rqp →∧¬ )(

进制表示为成真赋值，因而成真赋值为 001，011，101，110，111。由成真赋值

立即可知成假赋值为 000，

010，100，成假赋值的十进制的十进表示为极大项的角码，因而极大项为

，故有 3个极大项。420 ,, MMM

方法 2：求主合取范式，分析类似主析取范式法。

方法 3：真值表法

由真值表，求出成真赋值，将成真赋值转化成十进制数做为极小项的角码，

这样就求出了全部极小项，也容易求出极大项。

1．21 答案 A：③； B：⑤； C：⑥

分析 可用构造证明法解此题。

（1） ① 前提引入rq∨¬

② 前提引入r¬
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③ ①②析取三段论q¬

④ 前提引入)( qp ¬∧¬

⑤ ④置换qp∨¬

⑥ ③⑤析取三段论p¬

至此可知 是（1）的逻辑结论。p¬

（2） ① 前提引入sr ∨¬

② 前提引入s¬

③ ①②析取三段论r¬

④ 前提引入rqp →∧ )(

⑤ ④置换)( qp ∧¬

⑥ ⑤置换qp ¬∨¬

至此可知 是（2）的国逻辑结论。qp ¬∨¬

（3） ① 前提引入qp∨¬

② ①置换前提引入qp →

③ 前提引入rq∨¬

④ ③置换rq→

⑤ ②④假言推理rp →

⑥ 前提引入sr →

⑦ ⑤⑥假言推理sp→

至此可知 是（3）的逻辑结论。sp →

1．22 答案 A：④

分析 在本题中，设 A，B，C分别表示 3个开关状态的命题变项，开关的

扳键向上时，对应命题变项的真值为 1，否则为 0，由真值表易知。

)()( CBACBAF ¬∧∧¬∨∧¬∧¬⇔
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)()( CBACBA ∧∧∨¬∧¬∧∨

))()(( CBCBA ¬∧∨∧¬∧¬⇔

))()(( CBCBA ∧∨¬∧¬∧∨

))()(())(( CBCBACBA ¬∨∧∨¬∧∨∨∧¬⇔

))()((())(( CBCBACBA ∧¬∨¬∧¬∧∨∨∧¬⇔

))(())(( CBACBA ∨¬∧∨∨∧¬⇔

CBA ∨∨⇔

课后答案网 www.khdaw.com



27

第 2 章 习题解答

2.1 本题没有给出个体域,因而使用全 总个体域.

(1) 令 是鸟xxF :)(

会飞翔.xxG :)(

命题符号化为

.))()(( xGxFx →∀

(2)令 为人.xxF :)(

爱吃糖xxG :)(

命题符号化为

))()(( xGxFx →¬∀

或者

))()(( xGxFx ¬∧∃

(3)令 为人.xxF :)(

爱看小说.xxG :)(

命题符号化为

.))()(( xGxFx ∧∃

(4) 为人.xxF :)(

爱看电视.xxG :)(

命题符号化为

.))()(( xGxFx ¬∧¬∃

分析 1°如果没指出要求什么样的个体域，就使用全总个休域，使用全总个

体域时，往往要使用特性谓词。（1）-（4）中的 都是特性谓词。)(xF

2° 初学者经常犯的错误是，将类似于（1）中的命题符号化为
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))()(( xGxFx ∧∀

即用合取联结词取代蕴含联结词，这是万万不可的。将（1）中命题叙述得

更透彻些，是说“对于宇宙间的一切事物百言，如果它是鸟，则它会飞翔。”因

而符号化应该使用联结词→而不能使用 。若使用 ，使（1）中命题变成了“宇∧ ∧

宙间的一切事物都是鸟并且都会飞翔。”这显然改变了原命题的意义。

3° （2）与（4）中两种符号化公式是等值的，请读者正确的使用量词否定

等值式，证明（2），（ 4）中两公式各为等值的。

2.2 (1)d (a),(b),(c)中均符号化为

)(xxF∀

其中 此命题在 中均为真命题。,12)1(:)( 22 ++=+ xxxxF )(),(),( cba

（2） 在 中均符号化为)(),(),( cba

)(xxG∃

其中 ，此命题在（a）中为假命题，在(b)(c)中均为真命题。02:)( =+xxG

（3）在 中均符号化为)(),(),( cba

)(xxH∃

其中 此命题在 中均为假命题，在(c)中为真命题。.15:)( =xxH )(),( ba

分析 1°命题的真值与个体域有关。

2° 有的命题在不同个体域中，符号化的形式不同，考虑命题

“人都呼吸”。

在个体域为人类集合时，应符号化为

)(xxF∀

这里， 呼吸，没有引入特性谓词。xxF :)(

在个体域为全总个体域时，应符号化为

))()(( xGxFx →∀

这里， 为人，且 为特性谓词。 呼吸。xxF :)( )(xF xxG :)(
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2．3 因题目中未给出个体域，因而应采用全总个体域。

（1） 令： 是大学生， 是文科生， 是理科生，命题xxF :)( xxG :)( xxH :)(

符号化为

))()(()(( xHxGxFx ∨→∀

（2）令 是人， 是化， 喜欢，命题符 号化为xxF :)( yyG :)( xxH :)(

))),()(()(( yxHyGyxFx →∀∧∃

（3）令 是人， 犯错误，命题符号化为xxF :)( xxG :)(

)),()(( xGxFx ¬∧¬∃

或另一种等值的形式为

)()(( xGxFx →∀

（4）令 在北京工作， 是北京人，命题符号化为xxF :)( xxG :)(

)),()(( xGxFx →¬∀

或

)),()(( xGxFx ¬∧∃

（5）令 是金属， 是液体， 溶解在 y中，命题符号xxF :)( yyG :)( xyxH :),(

化为

))).,()(()(( yxHyGyxFx ∧∃→∀

（6）令 与 y是对顶角， 与 y相等，命题符号化为xxF :)( xyxH :),(

)).,(),(( yxHyxFyx →∀∀

分析 （2），（ 5），（ 6）中要使用 2无谓词，用它们来描述事物之间的关系。

2.4 （1）对所有的 x，存在着 y，使得 ，在 中为真命题，在0=⋅ yx )(),( ba

中为假命题。)(),( dc

（2）存在着 对所有的 y，都有 ，在 中为真命题，在,x 0=⋅ yx )(),( ba

中为假命题。)(),( dc
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（3）对所有 x，存在着 y，使得 ，在 中均为假命题，而在1=⋅ yx ))((),( cba

中为真命题。)(d

（4）存在着 x，对所有的 y，都有 ，在 中都是假命题。1=⋅ yx ))()((),( dcba

（5）对所有的 x，存在着 y，使得 在 中都是真命题。xyx =⋅ ))()((),( dcba

（6）存在 x，对所有的 y，都有 ，在 中为真命题，在xyx =⋅ )(),( ba ))(( dc

中为假命题。

（7）对于所有的 x和 y，存在着 z，使得 ，在 中为真命题，zyx =− )(),( ba

在 中为假命题。))(( dc

2.5 （1）取解释 为：个体域 （实数集合）， 为有理数，1I RD = xxF :)(

能表示成分数，在 下， 的含义为xxG :)( 1I ))()(( xGxFx →∀

“对于叙何实数 x而言，若x为有理数，则x能表示成分数”，简言之为“有

理数都能表示成分数。”在此蕴含式中，当前件 为真时，后件 也为真，)(xF )(xG

不会出现前件为真，后件为假的情况，所以在 下， 为真命题。1I ))()(( xGxFx →∀

在在 下， 的含义为1I ))()(( xGxFx ∧∀

“对于任何实数 x,x 既为有理数，又能表示成分数。”

取 ，则 显然为假，所以，在 下，2=x )2()2( gF ∧ 1I ))()(( xGxFx ∧∀

为假命题.

(2) 取解释 为:个体域 D=N(自然数集合), 为奇数, 为偶2I xxF :)( xxG :)(

数,在 下, 的含义为2I ))()(( xGxFx ∧∃

“存在自然数 x,x 发既为奇数，又为偶数。”

取 ，则 为假，于是 为真，这表明 为2=x )2(F )2()2( GF → )()(( xGxFx →∃

真命题。

分析 本题说明

)),()(())()(( xGxFxxGxFx ∧∀⇔→∀
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)),()(())()(( xGxFxxGxFx →∃⇔∧∃

这里， 表示 A与 B不等值，以后遇到 ，含义相同。BA⇔ ⇔

在一阶逻辑中，将命题符号化时，当引入特性谓词（如题中的 之后，))(xF

全称量词 后往往使用联结词→而不使用 ，而存在量词 后往往使用 ，而不∀ ∧ ∃ ∧

使用→，如果用错了，会将真命题变成假命题，或者将假命题变成真命题。

2．6 在解释 R下各式分别化为

（1） );0( <−∀ xx

（2） );( xyxyx ≥−∀∀

（3） ));()( zyzxyxzyx −<−→<∀∀∀

（4） ).2( yxxyx −<∃∀

易知，在解释 R 下，（1），（ 2）为假；，（3）（ 4）为真。

2．7 给定解释 为：个体域 D=N（自然数集合）， 为奇数，I xxF :)( xxG :)(

为偶数。

（1）在解释 下，公式被解释为I

“如果所有的自然数不是奇数就是偶数，则所有自然数全为奇数，或所有自

然数全为偶数。”因为蕴含式的前件为真，后件为假，所以真值为假。

（2）在 下，公式解释为I

“如果存在着自然数为奇数，并且存在着自然为偶数，则存在着自然数既是

奇数，又是偶数。”

由于蕴含式的前件为真，后件为假，后以真值为假。

分析 本题说明全称量词对析取不满足分配律，存在量词对合取不满足分配

律。

2.8 令 在 A中，无自由出现的个体变项，)),,()()(( yxLyGxFyxA →∧∀∀=

所以 A为闭式。

给定解释 ：个体域 D=N（整数集合）， 为正数， 为负数，1I xxF :)( xxG :)(

，在 下，A的含义为yxyxL >:),( 1I
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“对于任意的整数 x和 y，如果 x为正整数，y为负整数，则 。”yx >

这是真命题。

设解释 ：个体域 D=R（R 整数集合）， 为有理数， 为无理数 ，2I xxF :)( yyG :)(

，在 下，A的含义为yxyxL ≤:),( 2I

“对于任意的实数 x和 y，如果 x为有理数，y为元理数，则 。”yx ≥

这是假命题。

分析 闭式在任何解释下不是真就是假，不可能给出解释 I, 使得闭式在 I

下真值不确定，这一点是闭式的一个重要特征。而非封闭的公式就没有这个特征 。

2.9 取 和 ，则 和 都是非土产的)),(),,((1 yxgyxfLA = )),,((2 xyxfxA ∀= 1A 2A

公式，在 中，x, y 都是自由出现的，在 中，y是自出现的。1A 2A

取 解 释 I 为 ， 个 体 域 D=N （ N 为 自 然 数 集 合 ），

为 。在 I 下， 为 为假，yxyxgyxyxf ⋅=+= ),(,),,( ),( yxL yx = 1A yxyx ⋅=+

所以在 I下， 真值不确定，即在 I下 的真值也是命题。1A 2A

在 I下， 为 当 时，它为真； 时为假，在 I 下2A ),( xyxx =+∀ 0=y 0≠y 2A

的真值也不确定。

分析 非闭式与 闭式的显著区别是，前者可能在某些解释下，真值不确定，

而后者对于任何解释真值都确定，即不是真就是假。

当然非闭式也可以是逻辑有效式（如 ），也可能为矛盾式（如)()( xFxF →

，也可能不存在其值不确定的解释。))()( xFxF ¬∧

2．10 （1）

（消去量词等值式）))()()(()( cAbAaAxxA ∧∧¬⇔¬∀

（德·摩根律）)()()( cAbAaA ¬∨¬∨¬⇔

（消去量词等值式）)(xAx¬∃⇔

（2）

（消去量词等值式）))()()(()( cAbAaAxxA ∨∨¬⇔¬∃
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（德·摩根律）)()()( cAbAaA ¬∧¬∧¬⇔

（消去量词等值式）)(xAx¬∃⇔

2．11 （1） 令 为人。xxF :)(

长着绿色头发。xxG :)(

本命题直接符号化验为

]))()(( xGxFx ∧¬∃

而 ))()(( xGxFx ∧¬∃

（量词否定等值式）))()(( xGxFx ∧¬∀⇔

（德·摩根律）))()(( xGxFx ¬∨¬∀⇔

（蕴含等值式）))()(( xGxFx ¬→∀⇔

最后一步得到的公式满足要求（使用全称量词），将它翻译成自然语言，即

为

“所有的人都不长绿色头发”。

可见得“没有人长着绿色头发。”与“所有人都不长绿色头发。”是同一命题

的两种不同的叙述方法。

（2）令 是北京人xxF :)(

去过香山。xxG :)(

命题直接符号化为

]))()(( xGxFx ¬∧∃

而 ))()(( xGxFx ¬∧∃

（双重否定律）))()(( xGxFx ¬∧¬¬∃⇔

（理词否定等值式）))()(( xGxFx ¬∧¬¬∀⇔

（德·摩根律）))()(( xGxFx ∨¬¬∀⇔

（蕴含等值式）))()(( xGxFx →¬∀⇔
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最后得到的公式满足要求（只含全称量词），将它翻译成自然语言，即为

“并不是北京人都去过香山。”

可见，“有的北京人没过过香山。”与“并不是北京人都去过香山。”是同一

命题不同的叙述方法。

2.12 （1） )()( yyGxxF ∃→∀

)).()(()()()(( cGbGcFbFaF ∨→∧∧⇔

（2） )()( yyGxxF ∃∧∀

（量词辖域收缩扩张等值式）)()( yyGxxF ∃∧∀⇔

)).()()(())()()(( cbGaGcFbFaF ∨∨∧∧∧⇔

（3） ),( yxyHx∀∃

),(),(),(( cxHbxHaxHx ∧∧∃⇔

),(),(),(( cxHbaHaaH ∧∧⇔

),(),(),(( cbHbbHabH ∧∧∨

),(),(),(( ccHbcHacH ∧∧∨

分析 在有穷个体域内消去量词时，应将量词的辖域尽量缩小，例如，在

（2）中，首先将量词辖域缩小了（因为 中不含 x，所以，可以缩小）。否)(yyG∃

则，演算是相当麻烦的。见下面的演算：

)()(( yyGxFx ∃∧∀

))()())()(())()(( yyGcFyyGbFyyGaF ∃∧∧∃∧∧∃∧⇔

)()()(()(( cGbGaGaF ∨∨∧⇔

))()(()(( cGaGbF ∨∧∧

))()()(()(( cGbGaGcF ∨∨∧∧

)).()()(()(()(( cbGaGbFaF ∨∨∧∧⇔

显然这个演算比原来的喾算麻烦多了。
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2.13 在 I 下

（1） ))()(( xGxFx ∧∀

))6()6())3()3(())2()2(( GFGFGF ∧∧∧∧−∧−⇔

,0)10()01()01( ⇔∧∧∧∧∧⇔

所以， 在 下为假。)()(( xGxFx ∧∀ I

（2） )5())()(( GxFxRx ∨→∀

0)))6()6(())3()3(())2()2((( ∨→∧→∧−→−⇔ FRFRFR

,0)11()11(( ⇔→∧→⇔

所以，此公式在 I下也是假命题。

（3） ))()(( xGxFx ∨∃

（量词分配等值式）)()( xxGxxF ∃∨∃⇔

)3()3()2(())6()3()2(( GGGFFF ∨∨−∨∨∨−⇔

,1)100()011( ⇔∨∨∨∨∨⇔

所以，此公式在 I下为真

2．14 （1）

),()( yxyGxxF ∀→¬∃

（量词否定等值式）),()( yxyGxFx ∀→¬∀⇔

（约束变项换名规则）),()( yxyGzFz ∀→¬∀⇔

（量词辖域收缩扩张等值式）),()(( yxGzFyz →¬∀∃⇔

),()(( yxGzFyz ∨∀∃⇔

（2）

)),(),(( yxyGyxxF ∃∨∀¬

),(),( yxGyyxFx ¬∀∧¬∃⇔
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),(),( 2211 zxGzyzFz ¬∀∧¬∃⇔

),(),(( 2121 zxGyzFzz ¬∧¬∀∃⇔

在以上演算中分别使用了德·摩根律、量词否定等值式、约束变项换名规则

等。

分析 公式的前束范式是不唯一的。（1）中最后两步都是前束范式，其实

)(( zFzy∃∀

也是（1）中公式的前束范式。)),( yxG∨

2．15 （1）

),()( yxyGxxF ∃∨∀

),()( yzyGxxF ∃∨∀⇔

)),()(( yzGxFyx ∨∃∀⇔

（2）

),,()),,()(( zyxzHzyxyGxFx ∃→∀∧∃

),,()),,()(( zvzHuyxyGxFx ϖ∃→∀∧∃⇔

),,()),,()(( zvzHuyxGxFyx ϖ∃→∧∀∃⇔

),,()),,()(( zvHuyxGxFyx ϖ→∧∃∀⇔

在以上演算中分别使用了自由变项换名规则和量词辖域收缩扩张等值式。

2.16 （1）②错。使用 UI，UG，EI，EG 规则应对前束范式，而①中公式下

不是前束范式，所以，不能使用 UI 规则。

（2）。①中公式为 ，这时， ，因而使用 UI 规则时 ，)(xxA∀ )()()( xGxFxA ∨=

应得 （或 ），故应有 而不可能为)(aA )(yA ),()( aGaF ∨ ).()( bGaF ∨

（3）②错。应对 使用 EG 规则，其中 c为特定的使 A为)()()( cGcFcA →=

真的个体常项，而不能为个体变项。

（4）②错。①中公式含个体变项 x，不能使用 EG 规则。

（5）②错。①公式含两个个体常项，不能使用 EG 规则。
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（6）⑤错。对①使用 EI 规则得 ，此 c应使 为真，)()( cGcF ∧ )()( cGcF ∧

此 c不一定使 为真。)()( cRcH ∧

分析 由于⑤的错误，可能由真前提，推出假结论。反例如下：

设个体域为自然数集合 为偶数， 为素数， 能被 3xxFN :)(. xxG :)( xxH :)(

整除， 能被 4整数，显然此时，xxR :)(

与))()(( xGxFx ∧∃ ))()(( xRxHx ∧∃

均为真，但 为假。其实在（6）中，③应为 ，它))()(( xGxFx ∧∃ )2()2( GF ∧

是真命题，而 为假命题。对 使用 EI 规则，得)2()2( RH ∧ ))()(( xRxHx ∧∃

才为真。所以，对两个公式使用 EI 规则使用同一个个体常项是会)12()12( RH ∧

犯错误的。

2.17

（1）证明

① 前提引入)())()((()( yRyGyFyxxF →∨∀→∃

② 前提引入)(xxF∃

③ ①② 假言推理))())()((( yRyGyFy →∨∀

④ ②EI)(cF

⑤ ④附加)()( cGcF ∨

⑥ ③UI)())()( cRcGcF →∨

⑦ ⑤⑥假言推理)(cR

⑧ ⑦ EG)(xxR∃

（2）证明：

① 前提引入)(xxF∃

② ①EI)(cF
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③ 前提引入)))()(()(( xRyGxFx ∧→∀

④ ③UI))()(()( cRyGcF ∧→

⑤ ②④假言推理)()( cRyG ∧

⑥ ⑤化简)(cR

⑦ ②⑥合取)()( cRcF ∧

⑧ ⑦ EG))()(( xRxFx ∧∃

2．18 令 是大熊猎。xxF :)(

产在中国。xxG :)(

欢欢:a

前提： )()),(()(( aFxGxFx →∀

结论： )(aG

证明：

① 前提引入))()(( xGxFx →∀

② 前提引入)(aF

③ ①UI)()( aGaF →

④ ②③假言推理)(aG

2．19 令 为有理数。xxF :)(

为实数。xxG :)(

为整数。xxH :)(

前提： )).()()),()(( xHxxFxGxFx ∧∃→∀

结论： )).()(( xHxGx ∧∃

证明：

① 前提引入)())()((()( yRyGyFyxxF →∨∀→∃
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② 前提引入)(xxF∃

③ ①② 假言推理))())()((( yRyGyFy →∨∀

④ ②EI)(cF

⑤ ④附加)()( cGcF ∨

⑥ ③UI)())()( cRcGcF →∨

⑦ ⑤⑥假言推理)(cR

⑧ ⑦ EG)(xxR∃

（2）证明：

① 前提引入)()( xHxxF ∧∃

② ①EI)()( cHcF ∧

③ 前提引入)()(( xGxFx →∀

④ ③UI)()( cGcF →

⑤ ②化简)(cF

⑥ ④⑤假言推理)(cG

⑦ ②化简)(cH

⑧ ⑥与⑦合取)()( cHcG ∧

⑨ ⑧EG))()(( xHxGx ∧∃

分析 在以上证明中，不能如下进行。

① 前提引入)()(( xHxFx ∧∃

② 前提引入))()(( xGxFx →∀

③ ②UI)()( cGcF →

④ ①EI)()( cHcF ∧

至此，可能犯了错误，在 ③中取 则 为真，但,2=c )2()2( GF →
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为假，就是说，由UI 规则得到的 c不一定满足 EI 规则，但反之)2()2( HE ∧

为真，这一点务必注意。

2.20 答案 A：③； B：②

分析 （7）式为非闭式，在个体域为整数集 Z时， 的真值不能)·( xyxx =∀

确定，当 时为真，当 时为假，所以，它不是命题，其余各式都是命题。1=y 1≠y

（5）虽然不是闭式，但它为真。

2．21 答案 A：②； B：④，⑤，⑨ C：⑦； D：⑧

分析 注意约束变项和自由变项改名规则的使用。供选答案中，（1）的前束

范式只有一个，就是②。而②的前束范式有 3 个，当然它们都是等值的。（3）的

前束范式有 2 个，就是 ⑦和⑧。注意，在（ 3）式中， 的辖域为x∀

，这就决定了它们的前束范式为)),(),(( yxyGyxF ∀→

， （将自由出现的 y改名为 z）)),(),(( yxGzxFyx →∀∀

但由于

)),(),(( yxGzxFxy →∀∀

)),(),(( yxGzxFyx →∀∀⇔

所以，⑧也是（3）的前束范式。

2．22 答案 A：⑤。

分析 （1），（ 4）正确；可以构造证明。

（1）证明：

① 前提引入)( yyF∃

② ①EI)(cF

③ 前提引入)()(( xGxFx →∀

④ ③UI)()( cGcF →

⑤ ②④假言推理)(cF

⑥ ⑤EG)( yyG∃
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注意应先使用 EI 规则。

（4）证明：

① 前提引入))()(( xHxFx →∀

② ①UI)()( yHyF →

③ 前提引入)(yH¬

④ ②③拒取式)(yF¬

⑤ ④UG)(( xFx ¬∀

(2),(3)推理不正确,只要举出反例即可.

在自然数集合中,令 是偶数, 是素数,则 为xxF :)( xxG :)( ))()(( xGxFx ∧∃

真命题,而 为假命题,所以, 不是逻辑有效蕴)(yyF∀ →∧∃ ))()(( xGxFx )(yyF∀

含式,这说明(2)是推理不正确,读者可举反例说明(3)中推理也不正确.

2.23 答案 A: ② B:① C: ⑦ D:⑤
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第 3 章 习题解答

3.1 A：③； B：④； C：⑤； D：⑦；E：⑧

3.2 A：③；B：①； C：⑤； D：⑥； E：⑦

3.3 A：①；B：③； C：⑧； D：⑤； E：⑩

分析 对于给定的集合或集合公式，比如说是 A和 B，判别 B是否被 A包含，

可以有下述方法：

1° 若 A和 B是通过列元素的方式给出的，那么依次检查 B中的每个元素是

否在 A中出现，如果都在 A中出现，则 否则不是。例如，3.3 题给的答案,AB ⊆

中有{{1，2}}和{1}，谁是 的子集呢?前一个集合的元素是{1,2},}}2,1{},1{,{∅=S

要 S中出现,但后一个集合的元素是 1,不在 S中出现,因此,{{1,2}} .S⊆

2° 若 A和 B是通过用谓词概括元素性质的主试给出的,B 中元素的性质为

P,A 中元素的性质为 Q,那么,

“如果 P则 Q”意味着 ,AB ⊆

“只有 P才 Q”意味着 ,BA⊆

“除去 P都不 Q”意味着 ,BA⊆

“P且仅 P则 Q”意味着 .BA =

例如，3.1 题（1）是“如果 P则 Q”的形式，其中“计算机专业二年级学生”

是性质 P，“学《离散数学》课”是性质；题（2）是“P 且仅 P 则 Q”的形式，

此外

“如果 P就非 Q”则意味着 。∅=BA∩

例如，3.1 题（3）和 3.2 题（3）都是这种形式。

3° 通过集合运算差别 如果 ， ， 三个,AB⊆ ABA =∪ BAB =∩ ∅=− AB

等式中有任何一个成立，则有 。.AB ⊆

4° 通过文氏图观察，如果代表 B 的区域落在代表 A 的区域内部，则

。这后两种方法将在后面的解答中给出实例。.AB ⊆
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3.4 A：②； B：④； C：⑦； D：⑥；E：⑧

3.5 A：②；B：④； C：⑤； D：⑥； E：⑨

3.6 A：①；B：⑨； C：④； D：⑦； E：⑧

3.7 A：④；B：⑨； C：①； D：⑧； E：①

分析 设只买 1 本、2本及 3本书的学生集合分别为 和 ，它们之间21 ,SS 3S

两两不交，由题意可知，

.55||,20|| 323 == SSS ∪

又知 ,所以,∅=|| 32 SS ∩

.352055|||||| 3322 =−=−= SSSS ∪

然后列出下面的方程:

140||3||2|| 321 =++ SSS

求得 .因此,没有买书的人数是10|| 1 =S

75-(10+35+20)=10.

3.8 (1)和(4)为真,其余为假.

分析 这里可以应用集合运算的方法来差别集合之间的包含或相等关系.如

题(3)中的条件 意味着, ,这时不一定有 S=T 成立.而对于题(4),∅=−TS TS ⊆

由条件~ 可推出ESUT =

.)(
)()~()(~

STSSTS
STSSSESSUTS

=⇒=∅⇒
=⇒=

∩∩∪
∩∪∩∩∩

这是 的充公必要条件,从而结论为真.TS ⊆

对于假命题都可以找到反例,如题(2)中令 即可;}2{},1{},2,1{ === MzTS

而对于题(5),只要 即可.∅≠S

3.9 (2),(3)和(4)为真,其余为假.

3.10 (1) }.2,1,0{=A

(2) }5,4,3,2,1{=A

(3) }1{−=A
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(4) ,3,0,0,2,1,1,2,0,0,11,0,0,0{ ><><><><>><<><=A

}0,4,1,3,2,2,3,2,3,1,4,00,3,1,2,2,1 ><><><><><>><<><><

3.11 (1) 或ca = bc =

(2) 任何 ba,

(3) dcb ==

(4) cba ==

(5) 且 .∅== ca }{∅=b

3.12 (1),(2)和(6)都是 而(3),(4),(5)是 A=B.,AB⊂

分析 对于用谓词给定的集合先尽量用列元素的方法表示,然后进行集合之

间包含关系的判别.如果有的集合不能列元素,也要先对谓词表示尽可能化简.如

题(3)中的 A可化简为

};2|{ >∧∈ xNxx

题(5)中的 A和 B都可以化简为 ;题(6)中的}2,1{ −

}.
2
1,1{},22|{ =≤≤−∧∈= BxNxxA

而对于题(4),不难看出 A=B=R,是实数集合.

3.13 (1) }.{},,},,{{ cBAdcbaBA == ∩∪

}},,{{ baBA =− }.}},,{{ dbaBA =⊕

(2) }}.{},,{},{,}},{{{ bbaccbaBA =∪

},},,{{ cbaBA =∩ }},{}},{,{{ cbaBA =−

}}.{},{},{{{ bcbaBA =⊕

(3) }1,0{},2{, =−== BABANBA ∩∪

}2{−=⊕ NBA

(4)观察到 故,AB ⊂

}.1|{,, <∧−∈=−=⊕== xZRxxBABABBAABA ∩∪
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(5) 观察到 ,故∅=BA∩

∅=−= BAZBA ∩∪ }1,0{

ABA =− }1,0{−=⊕ NBA

3.14 (1) }}.{,{)( ∅∅=AP

(2) }}.1},1{{},1{}},1{{,{)( ∅=AP

(3) }},2,1{,{}},2{{}},2{{}},2,1{{}},2{{}},1{{},{,{)( ∅∅∅∅∅=AP

}}2{},1{,{}},2,1{},2{{}},2,1{},2{{}},2,1{},1{{}},2{},1{{ ∅

,}}2,1}{2{},1{{}},2,1{},2{,{}},2,1{},1{{}},2{},1{,{ ∅∅∅

}}}.2,1{},2{},1{,{∅

(4) }}2,1{{}},1{{}},2,1{{}},1{{,{)( ∅=AP

(5) }.2,1,1}{2,1}{2,1{},1,1{},2{},1{},1{,{)( −−−−∅=AP

分析 在做集合运算前先要化简集合,然后再根据题目要求进行计算.这里

的化简指的是元素,谓词表示和集合公式三种化简.

元素的化简——相同的元素只保留一个，去掉所有冗余的元素。

谓词表示的化简——去掉冗余的谓词，这在前边的题解中已经用到。

集合公工的化简——利用简单的集合公式代替相等的复杂公式。这种化简常

涉及到集合间包含或相等关系的判别。

例如，题（4）中的 化简后得 ，而题（5）}}1,2,1{},1,2{},1,1{{=A }}2,1{},1{{=A

中的 }022|{ 23 =+−−∧∈= xxxRxxA

化简为 。}2,1,1{−=A

3．15

3．16 （1），（ 2），（ 3）和（6）为

真。（4）和（5）不为真。
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分析 如果给出的是集合恒等式，可以用两种方法验证。一是分别对等式两

边的集合画出文氏图，然后检查两个图中的阴影区域是否一致。二是利用集合恒

等式的代入不断对等式两边的集合公式进行化简或者变形，直到两边相等或者一

边是另一边的子集为止。例如，题（1）中的等式左边经恒等变形后可得到等式

右边，即

CBACBA ~)()( ∩∪∪ =−

)()()~()~( CBCACBCA −−== ∪∩∪∩

类似地，对题（2）和（3）中的等式分别有

)~(~)( CBACBBA ∩∩=−−

)()~()(~ CABACBA ∩∪∩∪∩ ==

))( CABA ∩∪−=

)()()( CABACBA −−=− ∩∪

CABACABA ~))(()~()( ∩∩∩∩ −=−=

CBACBA −−=−= )(~)( ∩

但对于等式（4），左边经变形后得

))(())()(()()( BACBABABACBA ∪∪∪∪∪∪∪ −−=−

= ).())(( BACBAC ∪∪∪ −=−∅

易见， 但不一定有 如令 时 ，,)( CBAC ⊆− ∪ .)( CBAC =− ∪ }.1{=== CBA

等式（ 4）不为真。类假地，等式（ 5）的左边经化简后得 ，而BCA −− )(

不一定恒等于 A-C。BCA −− )(

3．17 （1）不为真。（2），（ 3）和（4）都为真。对于题（1）举反例如下：

令 },1{=A

则 且 ，但 ，与},1{=A },3,2{},2{},4,1{ === DCB BA⊂ BC ⊂ DBCA ∩∩ =

结论矛盾。
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分析 （2）由于 又由 可得,~~ CDDC ⊆⇔⊆ BA⊆ ,~~ CBDCA ∩∩ ⊆

即 成立。CBDA −⊆−

（3）由于 ，故有BAABA ∪∪ =− )(

。BABABABAB ⊆⇔=⇔−= ∪∪ )(

这里用到 的充要条件为 或 或BA⊆ BAB ∪= BAB ∩= .∅=− BA

（4）易见，当 A=B 成立时，必有 A-B=B-A。反之，由 A-B=B-A 得

BABBBA ∩∩ )()( −=−

化简后得 ，即 ，同理，可证出 ，从而得到 A=B。∅=− AB AB ⊆ BA⊆

3．18 由 可知|B|=6。又由 知 ，代入包64|)(| =BP 256|)(| =BAP ∪ 8|| =BA∪

含排斥原理得

|,|638 BA∩−+=

从而有 .752||,2||,1|| =+=⊕=−= BABABA∩

3．19 令 }.10000001|{ ≤≤∧∈= xNxxS

是完全平方数}，xSxxA ∧∈= |{

是完全立方数}，xSxxB ∧∈= |{

从而有 代入包含排斥原理得.10||,100||,1000||,1000000|| ==== BABAS ∩

|||)||(||||| BABASBA ∩∩ ++−=

10)1001000(1000000 ++−=

=998910
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第第第第 4444 章章章章 习题解答习题解答习题解答习题解答

4．1 A：⑤； B：③； C：①； D：⑧； E：⑩

4．2 A：②； B：③； C：⑤； D：⑩； E：⑦

4．3 A：②； B：⑦； C：⑤； D：⑧； E：④

分析 题 4.1-4.3 都涉及到关系的表示。先根据题意将关系表示成集合表达

式，然后再进行相应的计算或解答，例如，题 4.1 中的

}2,2,1,2,2,1,1,1{},2,2,1,1{ ><><><><=><><= ss EI

};2,2,2,1,1,1{ ><><><=sI

而题 4.2 中的

}.1,4,4,3,1,2,4,1,1,1{ ><><><><><=R

为得到题 4.3 中的 R须求解方程 ，最终得到123 =+ yx

}.1,9,2,6,3,3{ ><><><=R

求 有三种方法，即集合表达式、关系矩阵和关系图的主法。下面由题4.2RR �

的关系分别加以说明。

1°集合表达式法

将 的元素列出来，如图 4.3 所示。然后检查 R的每ranRrandomRdomR ,, ∪

个有序对，若 ，则从 中的 x 到 中的 y 画一个箭头。若Ryx >∈< , domR ranR

中的 x经过 2步有向路径到达 中的 y，则 。由图 4.3 可danR ranR RRyx �>∈< ,

知

}.1,3,4,2,1,2,4,4,1,44,1,1,1{ ><><><><>><<><=RR �

如果求 ，则将对应于 G中的有序对的箭头画在左边，而将对应于 F中GF �

的有序对的箭头画在右边。对应的三个集合分别为 ，然ranFdomFrandomG ,, ∪

后，同样地寻找 到 的 2步长的有向路径即可。domG ranF

2° 矩阵方法
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若 M是 R的关系矩阵，则 的关系矩阵就是 M·M，也可记作 M2，在计算RR �

乘积时的相加不是普通加法，而是逻辑加，即 0+0=0，0+1=1+0=1+1=1，根据已

知条件得

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1001
0001
1001
1001

0001
1000
0001
1001

0001
1000
0001
1001

2M

中含有 7个 1，说明 中含有 7个有序对。2M RR �

图 4.3 图 4.4

3°关系图方法

设 G是 R的关系图。为求 的关系图 ，无将 G的结点复制到 中，然后nR 'G 'G

依次检查 G的每个结点。如果结点 x到 y有一条 n步长的路径，就在 中从 x'G

到 y加一条有向边。当所有的结点检查完毕，就得到图 。以题 4.2 为例。图4.4'G

（1）表示 R的关系图 G。依次检查结点 1，2，3，4。从 1出发，沿环走 2步仍

回到 1，所以， 中有过 1的环。从 1出发，经<1,1>和<1,4>，2 步可达 4，所'G

以， 中有从 1到 4的边。结点 1检查完毕。类似地检查其他 3个结点，2步长'G

的路径还有 2→1→1，2→1→4，3→4→1，4→1→1，4→1→4。将这些路径对应

的边也加到 中，最终得到 的关系图。这个图给在图 4.4(2).'G 2R

4．4 A：④； B：⑧； C：⑨； D：⑤； E：⑩

分析 根据表 4.1 中关系图的特征来判定 的性质，如表4.2 所示。521 ,, RRR ⋯
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表 4.2

从表中可知 和 不是传递的，理上如下：在 中有边<3,1>和<1,2>，21 , RR 3R 1R

但缺少边<3,2>.在 中有边<1,3>和<3,2>，但缺少边<1,2>。在 中有边<1,2>2R 3R

和<2,1>，但缺少过 1的环。

4.5 A：①； B：③； C：⑧； D：⑨； E：⑤

分析 等价关系和划分是两个不同的概念，有着不同的表示方法，等价关系

是有序对的集合，而划分是子集的集合，切不可混淆起来，但是对于给定的集合

A，A上的等价关系 R和 A的划分 中一一对应的，这种对应的含义是π

和 y在 的同一划分块里。xRyx ⇔>∈< , π

拘句话说，等价说系 R的等价类就是划分 的划分块，它们表示了对 A中元π

素的同一种分类方式。

给定划分 ，求对应的等价关系 R的方法和步骤说明如下：π

1°设 中含有两个以上元素的划分块有 块，记作 。若π l tBBB .,, 21 ⋯

， ，则 求出 。},,,{ 21 ji xxxB ⋯= 2≥j .,,,2,1,,, tsjtsRxx its ≠=>∈< ⋯ tRRR ,,, 21 ⋯

2° .21 At IRRRR ∪∪⋯∪∪=

本题中的 的划分块都是单元集，没有含有个以上元素的划分块，所以，1π

含有两个划分块，故对应地等价关系含有两个等价类。 中只有一个2,πAIR = 3π

划分块 包含了集合中的全体元素，这说明 因此，++ ZZ . ,,, 1
+∈⇔>∈< ZyxRyx

这个划分块对应的关系 就 上的全域关系，从而得到 也是 上的1R
+Z AIRR ∪1= +Z

全域关系。

自反 反自反 对称 反对称 传递

5
4

3

2

1

R
R
R
R
R √

√

√ √

√

√

√

√

√

√
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4．6 A：③； B：⑩； C：⑤； D：⑩； E：⑤

分析 画哈斯图的关键在于确定结点的层次和元素间的盖住关系，下面讨论

一下画图的基本步骤和应该注意的问题。

画图的基本步骤是：

1° 确定偏序集 中的极小元，并将这些极小元放在哈斯图的最底层，≤>< ,A

记为第 0层。

2° 若第 n层的元素已确定完毕，从A中剩余的元素中选取至少能盖住第 n

层中一个元素的元素，将这些元素放在哈斯图的第 n+1 层。在排列第 n+1 层结点

的位置时，注意把盖住较多元素的结点放在中间，将只盖住一个元素的结点放在

两边，以减少连绩的交叉。

3° 将相邻两层的结点根据盖住关系进行连线。

以本题的偏序集为例，1可以整除 S中的全体整数，故1是最小元，也是唯

一的极小元应该放在第0层。是 1的倍数，即2，3，5，7，S中剩下的元素是4，6，8，9，

10。哪些应该放在第 2层呢？根据盖住关系，应该是 4，6，9和 10。因为 4 盖

住，2，6盖住 2和 3，9盖住 3，10 盖住 2和 5. 8 不盖住 2，3，5，7中的任何

一个元素，最后只剩下一个 8放在第 3层。图4.5 给出了最终得到的哈斯图。在

整除关系的哈斯图中，盖住关系体现为最小的倍数或最小的公倍数关系。

如果偏序集是 ，那么哈斯图的结构将呈现出十分规则的形式。第0⊆>< ),(AP

层是空集 ，第1层是所有的单元集，第2层是所有的 2元子集，…，直到最高∅

层的集合 A。这里的盖住关系就体现为包含关系。

在画哈斯图时应该注意下面几个问题。

1°哈斯图中不应该出现三角形，如果出现三角形，一定是盖住关系没有找
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对。纠正的方法是重新考察这 3个元素在偏序中的顺序中的顺序，然后将不满足

盖住关系的那条边去掉。请看图 4.6(1)中的哈斯图。图中有两个三角形，即三

角形 abc 和 abd。根据结点位置可以看出满足如下的偏序关系：

dbdacbcaba ≺≺≺≺≺ ,,,,

从而得到 和 。这就说明 c和 d不盖住 a，应该把 ac 边和 adcba ≺≺ dba ≺≺

边从图中去掉，从而得到正确的哈斯图，如图 4.6(2)所示。

2° 哈斯图中不应该出现水平线段。根据哈斯图的层次结构，处在同一水平

位置的结点是同一层的，它们没有顺序上的“大小”关系，是不可比的。出现这

种错误的原因在于没有将“较大”的元素放在“较小”元素的上方。纠正时只要

根据“大小”顺序将“较大”的元素放到更高的一层，将水平线改为斜一就可以

了。

3° 哈斯图中应尽量减少线的交叉，以使得图形清晰、易读，也便于检查错

误，图形中线的交叉多少主要取决于同一层结点的排列顺序，如果出现交叉过多 ，

可以适当调正结点的排列顺序，注意变动结点时要同时移动连线。

最后谈谈怎样确定哈斯图中的极大元、极小元、最大元、最小元、最小上界

和最大下界，具体的方法是：

1° 如果图中有孤立结点，那么这个结点既是极小元，也是极大元，并且图

中既元最小元，也元最大元（除了图中只有唯一孤立结点的特殊情况）。

2° 除了孤立结点以外，其他的极小元是图中所有向下通路的终点，其他的

极大元是图中所有向上通路的终点。

3° 图中唯一的极小元是最小元，唯一的极大元是最大元；否则最小元和最

大元不存在。

4° 设 B为偏序集 的子集，若 B中存在最大元，它就是 B的最小上≤>< ,A

界；否则从 A-B 中选择那些向下可达 B中每一个元素的结点，它们都是 B的上界 ，

其中的最小元是 B的最小上界。类似地可以确定 B的最大下界。

观察图 4.5,1 是所有向下通路的终点，是极小元，也是最小元，向上通路的

终点有 9，6，8，10 和 7，这些是极大元。由于极大元不是唯一的，所以，没有

最在元。地于整个偏序集的最小上界和最大下界，就是它的最在元和最小元，因

此，该偏序集没有最小上界，最大下界是 1。
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4.7 A：④； B：⑤； C：③； D：①； E：⑦

4.8 A：②； B：①； C：④； D：②； E：⑨

分析 给定函数 ，怎样判别它是否满足单射性呢？通常是根据函数BAf →:

的种类采取不同的方法。

1° 若 是实数区间上的连续函数，那么，可以通过函数的图像来BAf →:

判别它的单射性。如果 的图像是严格单调上升（或下升）的，则 是单射的。f f

如果在 的图像中间有极大或极小值，则 不是单射的。f f

2° 若 不是通常的初等函数。那么，就须检查在 的对应关系中是否存在f f

着多对一的形式，如果存在 但 ，这就是二对一，2121 ,, xxAxx ≠∈ )()( 21 xfxf =

即两个自变量对应于一个函数值，从而判定 不是单射的。f

下面考虑满射性的判别，满射性的判别可以归结为 的值域 的计算。f ranf

如果 ，则 是满射的，否则不是满射的。求 的方法说明如Branf = BAf →: ranf

下：

1° 若 是实数区间上的初等函数，为了求 首先要找到 的单BAf →: ranf f

调区间。针对 的每个单调区间求出 的该区音的最小和最大值，从而确定f f f

在这个区间的局部值域。 就是所有局部值域的并集。对于分段的初等函数ranf

也可以采用这种方法处理。

2° 若 是用列元素的方法给出的，那么 就是所有有序对的第二元素f ranf

构成的集合。

本题中只有 是定义于实数区间上的初等函数。易见，指数函数的图像是严1f

格单调上升的，并且所有的函数值都大于 0。从而知道 是单射的，但不是满射1f

的。对于 ，由2f

可知，它不是单射的。但 ，所以，它是满1)1()1( 22 =−= ff Nranf =2

射的。 既不是单射的，也不是满射的，因为 且3f ,0)0()3( 33 == ff 43 }.2,1,0{ ff =

课后答案网 www.khdaw.com



54

是单射的，但不是满射的。因为 时,必有 但nm ≠ ,1,1, >+>≠<+< nnmm

.1,1 4ranf>∉<

4.9 A：③； B：①； C：⑦； D：⑤； E：⑨

分析 （1）先求出 T的特征函数 ，它是从 S 到}0,,1,,1,{ ><><><= cbaTχ

的函数。而 中的函数是从 到 的函数，这就是说该函数应包}1,0{ sS },,{ cba },,{ cba

含 3个有序对，有序对的第一元素是 ，而第二元素应该从 中选取（可cba ,, cba ,,

以重复选取）。不难年出只有①满足要求。

（2）等价关系 R 对应的划分就是商集 S/R。检查 R 的表达式，如果

，那么x,y 就在同一个等价类。不难看出 S中的元素被划分成两个等Ryx >∈< ,

价类： ，因而对应的划分有 2个划分块。}{},,{ cba

考虑自然映射 它将 S 中的元素所在的等价类，即将 a 映到,/: RSSg →

，将 b映到 ，将 c映到 ，将 g写成集合表达式就是},{][ baa = },{][ bab = }{][ cc =

}.}{,},{,,},{,{ ><><><= ccbabbaag

通常的自然映射是满射的，但不一定是单射的，除非等价关系为恒等关系，

这时每个等价类只含有一个元素，不同元素的等价类也不同，g就成为双射函数

了。

4.11 (1)

,6,2,4,2,2,2,6,1,5,1,4,1,3,1,2,1,1,1{ ><><><><><><><><><=R

}.6,6,5,5,4,46,3,3,3 ><><>><<><

(2)

,1,5,4,4,2,4,1,4,3,3,1,3,2,2,1,2,1,1{ ><><><><><><><><><=R

}.6,6`,3,6,2,61,6,5,5 ><><>><<><

(3) ,5,3,4,3,2,3,1,3,4,2,3,2,1,2,3,1,2,1{ ><><><><><><><><><=R

]}.5,6,4,6,6,5,3,5,6,4,5,43,4,2,4 ><><><><><>><<><
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4.12 对称性

4.13 },,{21 ><= dcRR �

},,,,{12 ><><= cadaRR �

},,,,,,{2
1 ><><><= dabaaaR

},,,,,,{3
2 ><><><= dbbccbR

4.14

图 4.7

分析 根据闭包的计算公式

⋯∪∪∪∪ 210 )(,)(,)( RRRtRRRsRRRr === −

可以得到由关系图求闭包的方法.

设 G是 R的关系图,G 的结点记为 的关系图分别记)(),(),(,,,, 21 RtRsRrxxx n⋯

作 和 .sr GG , tG

为求 ,先将图 G的结点和边拷贝到 中缺少环的结点都加上环就得到了rG rG

的关系图.)(Rr

为求 ,也须将图 G拷贝到 ,然后检查 的每一对结点 和 .如sG sG sG ix )( jix j ≠

果在 和 之间只存在一条单向的边,就在这两个结点间加上一条方向相反的ix jx

边.当 中所有的单向边都变成双向边以后就得到了 的关系图.sG )(Rs

最后拷虑 .首先将图 G 拷贝到 ,然后从 开始依次检查 .在tG tG 1x nxxx ,,, 21 ⋯
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检查结点 时，要找出从 出发经过有限步（至少 1步，至多 n步）),,2,1( nix i ⋯= ix

可达的所结点（包括 自己在内）。如果从 到这种结点之间缺少边，就把这条ix ix

边加到 中，当 n个结点全部处理完毕，就得到 的关系图。tG )(Rt

以本题为例，依次检查结点 从 a出发可达 四个结点，所以图.,,, dcba edcb ,,,

中应该加上 和的边。从 b 出发可达 三个结点，所以，图tG daca →→ , edc ,,

中应该加上 的边。从 c出发可达 c和 d，在 中应该加上边 ，即tG db → tG cc→

通过 c的环，类似地分析可以知道，在 中还应该加上过 d的环。tG

4．15 若 S 不是单元集，则 不构成 S的划分。}{)( ∅−SP

4．16 在图 4. 8（1）中极小元、最小元是 1，极大元、最大元是 24，在图 4.8(2)

中极小元、最小元是 1，极大元是 5，6，7，8，9，没有最大元。

4．17 （1）不能； （2）能； （3）不能。

分析 函数和关系的区别在于它们的对应法则。在关系 R的表达式中，如果

，就说 x对应到 y，对于二元关系 R，这种对应可以是一对一的，多Ryx >∈< ,

对一的和一对多的。这里的一对多指的是一个 x对应到多个 y，但是对于函数，

则不允许这种一对多的对应。至于单射函数，不但不允许一对多，也不允许多对

一，只能存在一对一的对应。为了判别一个关系是否为函数，就要检查关系的对

应中是否存在一对多的情况。如本题中的（1）式，<1,2>和<1,1>同时在关系中

出现，因此不是函数。又如（3）式，<1,1>和<1,-1>也同时在关系中出现，破坏

了函数定义。

4．18 当 时满足要求。SIR =
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4．19 ，且NNhgfghgffgff ∈������ ,,,,

,22)(.2)( +=+= nnfgnnff ��

,0)(.12)( =+= nghnngf ��

⎩
⎨
⎧

=
,2

0
为奇数

为偶数

n
n

hg �

⎩
⎨
⎧

=
.3

1
)(

为奇数

为偶数

n
n

nhgf ��

分析 注意合成的正确表示方法。表示 和 合成的方法有两种：f g

1°说明 是从哪个集合到个集合的函数，然后给出 的计算公式。gf � )(xgf �

2° 给出 的集合表达式。gf �

本题中的结果都采用了第一种表示方法，先说明地果函数是从N到N的函数 ，

然后分别给出函数值的计算公式。也可以彩用第二种方法，如

,}|2,{ Nnnnff ∈>+<=�

}.,,|3,,1,{ 为奇数为偶数且 yxNyxzyxhgf ∈><><=��

但是，如果写成 就错了，因为 是函数，是有序对的集合，2+= nff � ff �

与函数值 是根本不同的两回事，不能混为一谈。)(nff �

4．20 ,:1 RRRRf ×→×−

.
2

,
2

),(1 >
−+

=<><− yxyx
yxf

分析 首先由 的双射性确定 一定存在，然后通过 的定义求出反函数f 1−f f

的对应法则。设 将 对应到 。根据 的定义有f >< yx, >< vu, f

.
22

22

,,
vuyvuxvuyvux

vyxuyxyxyxvu
−

=∧
+

=⇒−=∧+=⇒

=−∧=+>⇒−+>=<<

因而反函数的对应法则是 对应到 。>< vu,
2

,
2

vuvu −+

4．21 （1） 如下列出 的对应关系fg �
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0 1 2 3 4 5 6 7 8…x

1 2 3 4 0 5 6 7 8…)(xf

3 1 3 2 0 3 3 3 4…))(( xfg

从而得到 NNfg →:�

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

≥

=
=
=

=

40

6
2

32
11

52,03

)(

x

xxx
x
x
x

xfg

为偶数且

的奇数或大于等于

�

是满射的，但不是单射的。fg �

（2） }.3,1{})2,1,0({ =fg �

4．22 （1） }},,{},{},{,{)( babaAP ∅=

其中},,,,{ 4321 ffffB A =

},1,0,{,0,{,0,{ 21 >><<=>><= bafbaf

},1,1,{,0,{,1,{ 42 >><<=>><= bafbaf

（2）令 ，且ABAPf →)(:

4321 }),({,})({,})({,)( fbaffbffafff ====∅

分析 对于任意集合 A，都可以构造从 到 的双射函数，任取 A的)(AP A}1,0{

子集 的特征函数 定义为BAPB ),(∈ }1,0{: →ABχ

⎩
⎨
⎧

−∈
∈

=
BAx

Bx
xB 0

1
)(χ

不同的子集的特征函数也不同，因此，令

B

A

B
AP
χϕ

ϕ
=

→
)(

}1,0{)(:

是 到 的双射，在本题的实例中的 是ϕ )( AP A}1,0{ ϕ ,})({,)( 31 faf ==∅ ϕϕ
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.}),({,})({ 42 fbafb == ϕϕ

4．23 （1） xxfBAf 2)(,: =→

（2） .sin)(,: xxfBAf =→

分析 给定集合 A，B，如何构造从 A到 B的双射？一般可采用下面的方法

处理。

1° 若 A，B 都是有穷集合，可以先用列元素的方法表示 A，B，然后顺序将

A中的元素与 B中的元素建立对应，如习题 4.22.

1° 若 A，B 都是有穷集合，可以先用列元素的方法表示 A，B，然后顺序将A

中的元素与 B中的元素建立对应，如习题 4.22。

2° 若 A，B是实数区间，可以采用直线方程

作为从 A到 B的双射函数。

例如， 是实数区间。如图4.9]6,2[],2,1[ == BA

所示，先将 A，B 区间分别标记在直角坐标系的 x

轴和 y轴上，过（1，2）和（2，6）两点的直线方

程将 A中的每个数映到 B中的每个数，因此，该直线方程所代表的一次函数就是

从 A 到 B 的双 射 函 数 。 由 解 析 几 何 的 知 识 可 以 得 到 双 射 函 数

.24)(,: −=→ xxfBAf

这种通过直线方程构造双射函数的方法对任意两个同类型的实数区间(同为

闭区间、开区间或音开半闭的区间)都是适用的。但对半开半闭的区间要注意开

端点与开端点对应，闭端点与闭端点对应。此外还要说明一点，对于某些特殊的

实数 区 间 可 能 选 择 其 他 严 格 单 调 的 初 等 函 数 更 方 便 ， 例 如 ，

，那么取 即可。]
2

,
2

[],1,1[ ππ
−=−= BA xxf arcsin)( =

3°A 是一个无穷集合，B是自然数集 N。

为构造从 A到 B的双射只须将 A中的元素排成一个有序序列，且指定这个序

列的初始元素，这就叫做把 A“良序化 ”。比如说 A 良序化以后，是集合

，那令},,{ 210 ⋯xxx ,: BAf →

就是从 A到 B的双射。fiixf i ⋯,2,1,0,)( ==
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例如，构造从整数集 Z到自然数集 N到自然数集 N的双射。如下排列 Z中元

素，然后列出对应的自然数，即

⋯,3,3,2,2,1,1,0: −−−Z

⋯6,5,,4,3,2,2,2,1,0: −Z

观察这两个序列，不难找到对应法则。

⎩
⎨
⎧

<−−
≥

=→
012
02

)(,:
xx
xx

xfNZf

显然 f是从 Z到 N的双射。

最后要指出，并不是任何两个集合都可以构造双射的。比如说，含有元素不

一样多的有穷集之间不存在双射。即使都是无穷集也不一定存在双射，如实数集

R和自然数集 N之间就不存在双射。这就涉及到集合“大小”的描述和度量方法 ，

限于篇幅地此就不进行探入讨论了，有兴趣的读者可以阅读其他的《离散数学》

书籍。

4．24 为 N 上的恒等关系，且有111 ,)()( Ryxyfxf =⇔=

}.|}}{{/ 1 NnnRN ∈=

与 y的奇偶性相同。在 N 中的所有奇数构成一个等价类，xyfxf ⇔= )()( 22

所有的偶数构成另一个等价类。因此，

}}..|12{},|2{{/ 2 NnnNnnRN ∈+∈=

，即 x 除以 3的余数与 y除以 3 的余数相等。)3(mod)()( 33 yxyfxf =⇔=

根据余数分别这 0，1，2，可将 N中的数分成 3个等价类，因而

}}..|13{},|3{{/ 3 NnnNnnRN ∈+∈=

4．25 （1） xxxgfRNgf −=→ 2)(,: ��
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不是单射也不是满射。gf �

}90,56,30,12,2{)( =Agf �

。}0{)( =Bgf �

（2）
2

)(,: xexgfRZgf =→ ��

不是单射也不是满射。gf �

}.|{)(
2

NneAgf n ∈=�

}.|{)(
24 NneBgf n ∈=�
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第第第第 5555 章章章章 习题解答习题解答习题解答习题解答

5.1 A:③; B:⑥; C:⑧; D:⑩; E:⑨

分析 S为 n元集,那么 有 个元素.S 上的一个二元运算就是函数SS × 2n

.这样的函数有 个.因此 上的二元运算有 个.SSSf →×:
2nn },{ ba 16

2
=nn

下面说明通过运算表判别二元运算性质及求特导元素的方法.

1 °交换律 若运算表中元素关于主对角线成对称分布,则该运算满足交换

律.

2 °幂等律 设运算表表头元素的排列顺序为 如果主对角线元,,, 21 nxxx ⋯

素的排列也为 则该运算满足幂等律.,,, 21 nxxx ⋯

其他性质,如结合律或者涉及到两个运算表的分配律和吸收律,在运算表中

没有明显的特征,只能针对所有可能的元素 等来验证相关的算律是否成立.zyx ,,

3 ° 幺元 设运算表表头元素的排列顺序为 如果元素 所在的.e ,,, 21 nxxx ⋯ ix

行和列的元素排列顺序也是 则 为幺元.,,, 21 nxxx ⋯ ix

4 ° 零元 如果元素 所在的行和列的元素都是 ,则 是零元..θ ix ix ix

5 ° 幂等元.设运算表表头元素的排列顺序为 如果主对角线上,,, 21 nxxx ⋯

第 个元素恰 为 那么 是幂等元.易见幺元和零元都是幂等元.i },,2,1{ nix i ⋯∈ ix

6 ° 可逆元素及其逆元.设 为任意元素,如果 所在的行和列都有幺元,ix ix

并且这两个幺元关于主对角线成对称分布,比如说第 行第 列和第 行第 列的i j j i

两个位置,那么 与 互为逆元.如果 所在的行和列具有共同的幺元,则幺元jx ix ix

一定在主对角线上,那么 的逆元就是 自己.如果 所在的和地或者所在的列ix ix ix

没有幺元,那么 不是可逆元素.不难看出幺元 一定是可逆元素,且 ;而ix e ee =−1

零元 不是可逆元素.θ

以本题为例, 的运算表是对称分布的,因此,这三个运算是可交换的,321 ,, fff
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而 不是可交换的.再看幂等律.四个运算表表头元素排列都是 ,其中主对角4f ba,

线元素排列为 的只有 ,所以, 遵从幂等律.下面考虑幺元.如果某元素所ba, 4f 4f

在的行和列元素的排列都是 ,该元素就是幺元.不难看出只有 中的a满足这ba, 2f

一要求,因此,a 是 的幺元,其他三个运算都不存在幺元.最后考虑零元.如果 a2f

所在的行和列元素都是 a,那么 a就是零元;同样的,若 b所在的行和列元素都是

b,那么b就是零元.检查这四个运算表, 中的a满足要求,是零元,其他运算都没1f

有零元.在 的运算表中,尽管 a和 b的列都满足要求,但行不满足要求.因而4f 4f

中也没有零元.

5.2 A:①; B:③; C:⑤; D:⑦; E:⑩

分析 对于用解析表达式定义的二元运算 °和 *,差别它们是否满足交换

律,结合律,幂等律,分配律和吸收律的方法总结如下:

任取 ,根据 °运算的解析表达式验证等式 是否成立.如果成yx, xyy �� =x

立 °运算就满足交换律.

2 ° °运算的地合律

任取 根据 °运算的解析表达式验证等式 是否成zyx ,, )y(zy)( zxx ���� =

立. 如果成立, °运算就是可结合的.

3 ° °运算的幂等律

任取 x,根据 °运算的解析表达式验证等式 是否成立.如果成立,xxx =�

°运算满足幂等律.

4 ° °运算对*运算的分配律

任 取 , 根 据 ° 和 * 运 算 的 解 析 表 达 式 验 证 等 式zyx ,,

和 是否成立。如果成立，则°)(*)()*( zxyxzyx ��� = )(*)()*( xzxyxzy ��� =

运算对*运算满足分配律。

5 ° °和*运算的吸收律

首先验证 °和*运算是可交换的。然后任取 根据 °和 *运算的解析表,, yx

达式验证等式 和 是否成立。如果成立，则°和 *运算xyxx =)*(� xyxx =)(* �
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满足吸收律。

设°是用解析表达式定义的 A上的二元运算，求解对于该运算的特导元素可

以采用下述方法：

1 ° 求幺元 e。根据幺元定义， 应满足等式 。将等式中eAx ,∈∀ xxeex == ��

的 和 用关于°运算的解析表达式代入并将结果化简，然后由 x的任意=ex � xe �

性来确定 .e

2 °求零元 根据零元定义， 应该满足等式 。将等.θ θ,Ax∈∀ θθθ == xx ��

式中的 和 用关于 °运算的解析表达式代入并将结果化简，然后由 x的θ�x x�θ

任意性确定 .θ

3 ° 求幂等元. 将 等式中的 用关于 °运算的解析表达式代xxx =� xx �

入并化简单,然后求解该议程,所得到的解就是幂等元.

4 ° 求可逆元素的逆元. 任取 ,设 x的逆元为 y,则 x与 y 应该满足等Ax∈

式 将等式中的 与 用关于°运算的解析表达式代入,并将.exyyx == �� yx � xy �

e 用 °运算的幺元代入,然后化简等式.观察使得该等式成产的 x应该满足的条

件,然后将y用含有x的公式表示出来,从而得到x的逆元.这里特别要说明一点,

如果°运算不存在幺元 则所有有元素都是不可逆的.,e

以本题为例,具体的分析过程如下:

任取 ,由QQyxba ×>∈<>< ,,,

>+>=<<∗>< bayaxyxba ,,,

>+>=<<∗>< yxbxabayx ,,,

可知一般情况下 ,所以 运算不是可交换的.yxbbay +≠+ ∗

任取 ,由QQvuyxba ×>∈<><>< ,,,,,

><∗>+>=<<∗><∗>< vubayaxvuyxba ,,,,,(

>++=< bayaxvaxu,

>+<∗>>=<<∗><∗>< yxvxubavuyxba ,,,,,
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,,)(, >++>=<++=< bayaxvaxubyxvaaxu

可知 运算是可结合的.∗

设 运算的幺元为 则 有∗ ,, 21 >< ee QQba ×>∈<∀ ,

,>>=<<∗>< baeeba ,,, 21

,>>=<<∗>< babaee ,,, 21

代入关于 运算的解析表达式得∗

,,, 21 >>=<+< babaeae

.,, 211 >>=<+< baebeae

从而得到

bebeaaebbaeaae =+==+= 21121 ,,,

由于 是任意有理数,要使得上述四个等式都成立,必有ba,

0,1 21 == ee

所以, 运算的幺元为 .∗ >< 0,1

对于任意的 ,设 的逆元为 ,那么有QQba ×>∈< , >< ba, >< yx,

>>=<<∗>< 0,1,, yxba

>>=<<∗>< 0,1,, bayx

代入关于 运算的解析表达式得∗

>>=<+< 0,1, bayax

>>=<+< 0,1, yxbxa

从而得到

0,1,0,1 =+==+= yxbxabayax

解得

)0(),0(
1

≠−=≠= a
a
b

ya
a

x

课后答案网 www.khdaw.com



66

这说明对一切 ,只要 都存在逆元 .QQba ×>∈< , 0≠a >−<
a
b

a
,1

最后补充说明一点.不难验证, 运算没有零元.而关于 运算的幂等元是∗ ∗

和 ,其中 为任意有理数.>< 0,1 >< b,0 b

5.3 A:⑦; B:⑥; C:⑤; D:③; E:②

分析 怎样检验运算 是否为 S 上的二元运算,或者说 S是否关于 运算封� �

闭?主要是验证以下两个条件是否满足;

1°任何 S中的元素都可以作为参与运算的元素.

2° 运算的结果仍旧是 S中的元素.

如果给定了两个以上的运算,在讨论封闭性时要分别对每个运算讨论.

容易验证本题中的 6个函数全是实数集 R上的二元运算.它们的可交换性,

结合性, 幺元和零元的判别结果如下.

5.4 A:②; B:⑤; C:⑦; D:⑧; E:⑧

分析 对于给定的自然数 ,,2,1,0, ⋯=nn

}|{ ZknknZ ∈=

是 V的子代数,因为 有nZnknk ∈∀ 21 ,

.)( 2121 nZkknnknk ∈+=+

.)( 2121 nZnkknnknk ∈=⋅

这说明 关于+和 运算都是封闭的,满足子代数的定义.由于 可以取任何nZ • n

交换 结合 幺元 零元

1f

2f

3f

4f

5f

6f

√

×

√

√

√

√

√

×

√

√

√

×

为 0

×

为 1

×

×

×

×

×

为 0

×

×

×
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自然数,这样的子代数有无数多个.其中当 时, 是有穷集合.即有限0=n }0{=nZ

的子代数,其余都是无限的子代数.

对于 来说,它是奇整数的集合.而奇数加奇数等于偶数,因而 关于加法2T 2T

不封闭.类似地, 关于加法也不封闭,因为 ,但 .因而可以判3T 31 T∈ 3211 T∉=+

定 和 都不是 V的子代数,尽管 和 对于乘法是封闭的.2T 3T 2T 3T

5.5 A:④; B:⑨; C:①; D:①; E:④

分析 构成代数系统的要素有三个:集合,二元或一元运算及代数常数.如果

是代数系统 和 的同态,那么 必须满足以下条件:ϕ 1V 2V ϕ

1° 即 是 和 的函数.21: VV →ϕ ϕ 1V 2V

2° 对 和 上任意对应的二元运算 和 有1V 2V � '�

1
' ,),()()( Vyxyxyx ∈∀= ϕϕϕ ��

对 和 上任意对应的二元运算 和 有1V 2V ∆ '∆

.),()( 1
' Vxxx ∈∀∆=∆ ϕϕ

3° 对 和 上任意对应的代数常数 和 有1V 2V k 'k

.)( 'kk =ϕ

以本题为例.因为只有一个二元运算,验证时只要检验条件 1°,2°即可.具

体的验证过程如下: 都是 到 的映射, 且4321 ,,, ϕϕϕϕ +R +R

).()(||||||)(,, 111 yxyxyxyxRyx ϕϕϕ ⋅=⋅=⋅=⋅∈∀ +

).()()()(,, 33
222

3 yxyxxyyxRyx ϕϕϕ ⋅=⋅==⋅∈∀ +

).()(111)(,, 444 yx
yxxu

yxRyx ϕϕϕ ⋅=⋅==⋅∈∀ +

所以 和 是 V的自同态.但是 和 不是 V的自同态.原因如下:31 ,ϕϕ 4ϕ 2ϕ 5ϕ

.4)2()21( 22 ==⋅ ϕϕ

,8)22).(12()2()1( 22 =⋅⋅=⋅ϕϕ
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故 ,破坏了同态映射的条件 2°.而对于 ,它将正数)2()1()21( 222 ϕϕϕ ⋅≠⋅ 5ϕ

映到负数,根本不是 到 的函数,破坏了条件 1°,当然更谈不到同态了.+R +R

通过上面的分析已经知道了判别同态及其性质的基本方法.下面补公介绍一

些典型同态映射的实例,以供读者参考.

1° 是整数加群.令 这里的 a 是>+=< ,ZV ,,)(,: ZxaxxZZ aa ∈∀==→ ϕϕ

给定的整数.那么 有Zx∈∀

).()()()( yxayaxyxayx aaa ϕϕϕ +=+=+=+

是 V的自同态.2ϕ

当 时, 不是单同态,也不是满同态,其同态象为 .0=a aϕ >+< },0{

当 时, 为自同态.1±a aϕ

当 时, 为单自同态,其同态象为 ,其中1,0 ±≠a aϕ >+< ,aZ }.|{ ZkakaZ ∈=

2° 是模 n 整数加群,其中 .可以证明 是 V>⊕=< ,nZV }1,,1,0{ −= nZn ⋯ pϕ

的自同态.因为 有nZyx ∈∀ ,

nyxpyxp mod))(()( ⊕=⊕ϕ

npynpxnpypx mod)(mod)(mod)( ⊕=⊕=

).()( yx pp ϕϕ ⊕=

由于 p有 n种取值,这里定义了 n个自同态.

例如, 上有 6个自同态,即 .其中>⊕=<== ,}.5,1,0{,6 66 ZVZn ⋯ 510 ,, ϕϕϕ ⋯

,,0)( 60 Zxx ∈∀=ϕ

,,)1( 61 Zxx ∈∀=ϕ

,0)3(,4)2(,2)1( 222 === ϕϕϕ

.0)0(,4)5(,2)4( 222 === ϕϕϕ

,3)3(,0)2(,3)1( 333 === ϕϕϕ
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.0)0(,3)5(,0)4( 333 === ϕϕϕ

,0)3(,2)2(,4)1( 444 === ϕϕϕ

,0)0(,2)5(,4)4( 444 === ϕϕϕ

,3)3(,4)2(,5)1( 555 === ϕϕϕ

.0)0(,1)5(,2)4( 555 === ϕϕϕ

这 3 个自同态中 和 是自同构,其他的既不是单同态,也不是满同态.1ϕ 5ϕ 0ϕ

的同态象为 . 和 的同态象为 的同态象为>⊕< },0{ 2ϕ 4ϕ 3,},4,2,0{ ϕ>⊕<

.>⊕< },3,0{

3 ° 设 分别 为 整 数 加 群 和 模 n 整数 加>⊕<>+=< ,,, 21 nZVRV

群. 容易证明 是 满同态.nxxZZ n mod)()(: , =→ ϕϕ ϕ

4° 设 其中 和 分别代表实数集和非零实数,,,, *
21 >•=<>+=< RVRV R *R

集,+和·分别代表普能加法和乘法. 是 和 的单同态,其xexRR =→ )(,: * ϕϕ 1V 2V

同态象为 ,这里的 是正实数集.>•< + ,R +R

5° 设 是具有一个二元运算和代数系统. 和>=<>=< ,*,, 21 BVAV � 1V 2V

的积代数为 令 ,那么 是积代数 到., >•×< BA abaABA =><→× ),(,: ϕϕ ϕ 21 VV ×

同态的,因为对任意 有1V BAbaba ×>∈<>< 2211 ,,,

)*,(),,( 21212211 ><=><⋅>< bbaababa �ϕϕ

).,(),( 221121 ><><== babaaa ϕϕ ��

容易看出 是满同态.只有当 B为单元集时 为同构.ϕ ϕ

5.6 A:⑤; B:③; C:②; D:①; E:⑧

5.7 (1)和(4)是代数系统.

(2)不是,例如 Scm ∈= 90,90)10,9(1

(3)不是,例如 .90,9010*9 S∉=
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(5)不是,例如 .0,010*9 S∉=

5.8 (1)封闭,若 是 16 的倍数,则 也是 16 的倍数.ts yx , tsyx ++ )(

(2)不封闭,例如 2和 5互质,3 也和 5互质,但 2+3=5 却不和 5互质.

(3)不封闭,3 和 5 都是 30 的因子,但是 3+5=8 不是 30 的因子.

(4)封闭

5.9 (1)可交换,不幂等.a 是幺元,且 和 c互逆元.baa ,1 =−

(2)不可交换,有幂等性,元幺元,当然不考虑逆元了.

(3)可交换,有幂等性, 幺元是 和 c都没有逆元.baaa ,, 1 =−

分析 这里补谈谈结合律的判定问题.在验证结合律 是)*(**)*( zyxzyx =

否成立时,等式中的 可以取 中的任何元素,共有 27 种可能的选法.这zyx ,, cba ,,

意味着必须要要验证 27 个等式,工作量很大.若 中有幺元或零元存在,则等zyx ,,

式显然成立.考虑到这个因素,在验证时可以不选取集合中的幺元和零元.下面以

本题为例来判定结合律是否成立.

(1)a 是幺元.只须对 b和 c进行验证.又由于*运算的可交换性,全是 b或全

是 c情况可以忽略,因而需要验证的只有下面六种情况:

),*(****)*( cbbabbcccbb ====

),*(****)*( bcbabbbabcb ====

),*(****)*( bbccccaccb ====

),*(****)*( bbcccbbabbc ====

),*(****)*( cbcacccacbc ====

).*(****)*( bccaccbbbcc ====

由以上验证可知*运算是可结合的.

(2)通过观察发现 , 有 每个元素都是右零元.因而必有Syx ∈∀ , .* yyx =

,Szyx ∈∀ ,,
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.*)*(*,**)*( zzxzyxzzyzyx ====

这就证明了结合律是成立的.

(3)c是零元,故只须对a和b验证.显然 因此,只须考虑),*(**)*( aaaaaa =

至少含有一个 b的等式.由 可知无论 b处在哪一个位置,bbbbabba === *,**

等式两边都等于 b,因此结合律成立.

5.10 结果如表 5.2 所示

表 5.2

其中<0,1>为幺元.

5.11 运算表如表 5.3 所示.

5.12 (1)可交换,不可结合,无幺元,无可逆元素.

(2)不可交换,不可结合,无幺元,无可逆元素.

(3)可交换,可结合, 幺元是 1, 有 .*Ra∈∀
a

a 11 =−

5.13 结果如表 5.4 所示.

表 5.4

<0,0> <0,1> <1,0> <1,1> <2,0> <2.1>

<0,0>

<0,1>

<1,0>

<1,1>

<2,0>

<2,1>

<0,0>

<0,0>

<1,0>

<1,0>

<2,0>

<2,0>

<0,0>

<0,1>

<1,0>

<1,1>

<2,0>

<2,1>

<1,0>

<1,1>

<2,0>

<2,0>

<0,0>

<0,0>

<1,0>

<1,1>

<2,0>

<2,1>

<0,0>

<0,1>

<2,0>

<2,0>

<0,0>

<0,0>

<1,0>

<1,0>

<2,0>

<2,1>

<0,0>

<0,1>

<1,0>

<1,1>

� 1 2 5 10 * 1 2 5 10 x x∆

1

2

5

10

1 1 1 1

1 2 1 1

1 1 5 5

1 2 5 10

1

2

5

10

1 2 5 10

2 2 10 10

5 10 5 10

10 10 10 10

1

2

5

10

10

5

2

1
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零元 0

幺元 1

逆元
,443

,32,11
11

11

==

==
−−

−−

0 元逆元.

5.14 其中},,,,{ 4321 ffffAA =

2)2(,2)1(
;2)2(,1)1(

;1)2(1)1(

33

22

1

==
==

==

ff
ff
ff

* 0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

0 0 0 0 0

0 1 2 3 4

0 2 4 1 3

0 3 1 4 2

0 4 3 2 1
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第第第第 6666 章章章章 习题解答习题解答习题解答习题解答

6.1 A:⑨; B:⑨; C:④; D:⑥; E:③

分析 对于给定的集合和运算判别它们是否构成代数系统的关键是检查集

合对给定运算的封闭性,具体方法已在 5.3 节做过说明. 下面分别讨论对各种不

同代数系纺的判别方法.

1°给定集合 S和二元运算°,判定<S, °>是否构成关群、独导点和群.

根据定义，判别时要涉及到以下条件的验证：

条件 1 S 关于 °运算封闭：

条件 2 °运算满足结合集

条件 3 °运算有幺元，

条件 4 ° ., 1 SxSx ∈∈∀ −

其中关群判定只涉及条件 1和 2；独导点判定涉及条件 1、2、和3；而群的

判定则涉及到所有的四个条件。

2 ° 给定集合 S和二元运算 °和 *，判定<S, °, *>是否构成环,交换环,

含幺环,整环,域.根据有关定义需要检验的条件有:

条件 1 <S, °>S 构成交换群,

条件 2 <S, *> 构成关群,

条件 3 * 对 °运算的分配律,

条件 4 * 对运算满足交换律,

条件 5 * 运算有幺元,

条件 6 * 运算不含零因子——消去律，

条件 7 有 （对*运算）.,0,,2|| ≠∈∀≥ xSxS Sx ∈−1

其中环的判定涉及条件 1,2 和 3;交换环的判定涉及条件 1,2,3 和 4;含幺环

的判定涉及条件 1,2,3 和 5;整环的判定涉及条件 1-6;而域的判定则涉及全部 7

个条件.

3° 判定偏序集 或代数系统 是否构成格、分本配格、有补格≤>< ,S >< ,*,�S

和布尔格.
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若 为偏序集,首先验证 和 是否属于 S.若满足条件则 S≤>< ,S yyx ∧∀ , yx∨

为格,且 构成代数系统.若 是代数系统且°和*运算满足交换>∧∨< ,,S >< ,*,�S

律、结合律和吸收律，则 构成格。>< ,*,�S

在此基础上作为分配格的充分必要条件是不含有与图6.3所示的格同构的子

格。而有补格和布尔格的判定只要根据定义进行即可。

注意对于有限格，只要元素个数不是 2的幂，则一定

不是布尔格。但元素个数恰为 的有限格中只有唯一n2

的布尔格。

以本题为例具体的判定过程如下：

（1） 由 可知 对+运算不封闭，根本不构成代数系统。12 Snnn ∉=+ 1S

（2）由 可知 对*运算不封闭，也不构成代数系统。242*2 S∉= 2S

（3） 关于 运算封闭，构成代数系统。且 关于模 n加法 满足交换群3S ,*� 3S �

的定义，关于模 n乘法*满足关群的定义，且*对 有分配律。因而 构成� >< ,*,3 �S

环。但当 n=6 时，有 中含有零因子 2和 3，不是整环，也不是6.02*33*2 S==

域。类似地分析可知，当 n为合数时， 不是域，但 n为素数时 构成域。nS nS

（4） 是偏序集。对于小于等于关系 ，4S },max{},,min{, yxyxyxyx =∨=∧≤

显然有 ，构成格。但 不是有补格，2和 3没有补元，也不是布4, Syxyx ∈∨∧ 4S

尔代数。

（5）容易验证 关于矩阵加法构成群。5S

6．2 A:②; B:③; C:⑦; D:⑩; E:⑨

分析 此处的 G实际上是 关于模 n加法构成群，但关于模 n乘法只构nZZ .4

成独导点，而不构成群，因为 0没乘法逆元。 是循环群。2 是 2阶元 ，>⊕< ,G

1 和 3 是 4 阶元。

如何求群 G中元素的阶？如果 ，则 是 n的正因子。首先找nG =|| ,Gx∈∀ || x

课后答案网 www.khdaw.com



75

到 n的正因子，并从小到大列出来，然后依次检查每相正因子 r。使得 的ex r =

最小的正因子 r就是 x的阶。本题的 4的正因子是 1，2，4。由于4|| =G

.0221 ≠=

.02222 =⊕=

所以， 。类似地有2|2| =

,033333,1333,2333,3 4321 =⊕⊕⊕==⊕==⊕==

而 3|3| =

6.3 2 A:②; B:④; C:⑤; D:⑦; E:⑧

分析 （1）根据布尔代数定义可知 和 运算适合交换律、结合律、幂等∪ ∩

律、分配律、D·M律等，适合消去律。 ，11,11,0,0, ====∈∀ VxxVxxVXVXLx

所以， 0 是 V 运算的幺元， 1 是 V 运算的零元。由于在布尔代数的表示

中，0和 1是作为代数常数列出来的，所以，最小的子布尔代数应>∨∧< 1,0,',,,L

包含所有的代数常数。经验证 恰构成子布尔代数，因而是最小的子布尔代数 。}1,0{

（2）表达式的等价式与对偶式是两个要领,应加以区别.容易看出,由吸收律 、

交换律、分配律有

)()()( cbcbaba ∧∨∧∧∨∧

= 吸收集)()( cbba ∧∨∧

= 交换集)()( cbab ∧∨∧

= 分配律)( cab ∧∧

这说明该表达式与 是等价的，而其他两个表达式都不满足要求。)( cab ∨∧

6.4 易证 Z对 °运算是封闭的，且对任意 有Zzyx ∈,,

,42)2()y ( −++=−+−+= xyxzyxzx ��

,42)2()2()y( −++=−−++=−+= zyxzyxzyxzx ���
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结合律成立。2是 °运算的幺元。 是 x关于 °运算的逆元。综xZx −∈∀ 4,

合上述，<Z，°>构成群。

6.5 根据矩阵乘法可以得到 G的运算表如下：

由运算表可以看出 a是幺元。又由

。abcccab ==== 22242 , .2224 abddd ===

知道 当 与 G中元素 x的阶相等时，有 。因此G.4||||,2|| === dcb || G >=< xG

是 4阶循环群。

G的子群有 三个。令 ，则 的哈斯图如图Gbaa },,{},{ }},,{},{{ GbaaS = ⊆>< ,S

6.4 所示。

分析 这里对怎样求一个循环群的生成元和子群做一点说明。

1 °若 是无限循环群，那么G只有两个生成元，即 和 。G的子>=< aG a 1−a

群有元数多个，它们分别由 生成。这里的 可以是 0，1…。将 生成子群的ka k ka

元素列出来就是

},,,,,,{ 22 ⋯kkkkk aaaaea −−>=<

该子群也是一个无限循环群。不难证明当 时，子群 。lk ≠ >≠< lk aa }{

例如， 是 n 阶循环群，那么 。G的生成元有>=< aG },,,{ 1−= naaeG ⋯ )(nφ

个，这里的 是欧拉图函数，即小于等于 n且与 n互素的正整数个数。求生成)(nφ

元的方法是：先找到所有有小于等于 n且与 n互素的正整数.对于每个这样的正

整数 r, 就是 G的 d阶子群.ra

以本题为例. ,与 4 互素的数是 1 和 3.因此 的生成元是4|| =D >=< cG

· a b c d

a

b

c

d

a b c d

b a d c

c d b a

d c a b
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再考虑子群.4 的正因子是 1,2,4 所以,G 的子群有 3个,即., 31 dccc ==

1 阶子群}.{41
4

aacc >=>=<>=<<

2 阶子群}.,{22
4

abcc >=>=<<

4 阶子群.1
4

Gcc >=>=<<

根据包含关系不难得到图 6.4 所示的哈斯图.

6.6 对普通加法和乘法是封闭的,且加法满足交换律,结合律,乘法满足][iZ

结合律,第六法对加法满足分配律.又知道加法的幺元是 0, biaiZbia −−∈+∀ ],[

是 的负元.从而 关于加法和乘法构成环.容易看出这是一个整环,但不bia + ][iZ

是域.

6.7 (1) 不是格,(2),(3)和(4)都是格.

6.8 任取 由 S的性质有,, Syx ∈

,Syxyxyx ∈∧∨∧=⊕ )()( ''

S 关于 是封闭的,构成代数系统 容易验证 运算满足结合律. 幺⊕ ., >⊕< S ⊕

元是 0,因为 有Sx ∈∀

.0)0()1()0()0(0 ''' xxxxxxx =∨=∧∨∧=∧∨∧=⊕

同理有 且 有.0 xx =⊕ Sx ∈∀

.000)()( '' =∨=∧∨∧=⊕ xxxxxx

6.9 (1) }5,4,1{=X

(2) }.},5,4,1{},{ 2 ∅=>=< BBB

分析 设 G为群, .群方程 在 G中有唯一解 类似地,Gba ∈, bax = .1bax −=

群方程 在 G中也有唯一解 .代入本题有bya = 1−= bay

}5,4,1{}5,4,3{}3,1{}5,4,3{}3,1{ 1 =⊕=⊕= −X

由于对任何 有 ,因而有)(APB∈ ∅=⊕ BB
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⎩
⎨
⎧

∅
=

为偶数

为奇数

n
nB

B n

尽管 中包含了 B的所有幂,但只有两个结果,即 和 .>< B B ∅

6.10 (1) ).25)(1634(),356)(124( == τσ

(2) ),15462(),356)(15423( == τσστ

).34)(1256()421)(563)(15423(1 ==−στσ

分析 为了求出 的轮换表示,先任选一个元素,比如说 1,从上述表示式中σ

找到 如果 ,则第一个轮换就找到了,是(1).如果 ,接下).1(σ 1)1( =σ 1,)1( 11 ≠= iiσ

去找 继续这一过程,直到某个 满足 为止.通过这样的挑选,从.)( 21 ii =σ ki 1)( =kiσ

中 选 出 了 一 个 序 列 : 其 中 的 元 素 满 足},,2,1{ n⋯ ,,,,,1 21 kiii ⋯

, .这就是从 中中解出来的第一个轮换kk iiiii === − )(,,)(,)1( 1211 σσσ ⋯ 1)( =kiσ σ

如果该轮换包含了 中的所有元素,那么分解结否,并且有).,,1( 21 kiii ⋯ },,2,1{ n⋯

;否则任取 中没有剩下的元素为止.),,1( 21 kiii ⋯=σ },,2,1{ n⋯

以本题的 为例.由 的置换表示知道.σ σ ,1)4(,4)4(,4)2(,2)1( ==== σσσσ

从而得到第一个轮换 (124).接着从 中选取 3,继续这一过程 ,得到}6,5,3{

,这就是第二个轮换(365).所有的元素都出现在轮换之3)5(,5)6(,6)3( === σσσ

中,分解结束,并且 ).365)(124(=σ

在求置换 的轮换表示时可将表示式中的 1 轮换省略 .例如 ,σ

中的(2)和(5)都是 1-轮换,可将 简记为(13)(46).此外要说)5)(46)(2)(13(=σ σ

明的是表示式中的轮换是不相交的,即同一个元素不能出现在两个轮换之中.如

果交换了轮换的次序,或者选择了轮换中不同的元素作为首元素而保持顺序不变,

那么所得的轮换表示是相同的.例如, 也可以写作)365)(124(=σ )124)(365(=σ

或 等.)365)(124(=σ

给定 n元置换 和 ,怎样求 或 呢?根据复合函数的定义,只需求σ τ στ 11, −− τσ
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出 (1), (2),…, (n)就可以得到 的置换表示或轮换表示.以本题为στ στ στ στ

例, 类似地有.5)6())1(()1( === στσστ ,4)5(,2)4(,1)3(,3)2( ==== στστστστ

,从而得到 =(15423)(6),化简为 =(15423).逆的计算比乘法6)6( =στ στ στ

简单.设 为 的轮换表示式,那么 ,其中的 若为kτττσ ⋯21= σ 1
1

1
2

11 , −−−− = τττσ ⋯k jτ

轮换 , 则有 例如 , , 则),( 21 liii ⋯ .,,2,1),( 21
1 kjiii lj ⋯⋯ ==−τ )365)(124(=σ

.从而)421)(563(1 =−σ

).421)(563)(15423()( 11 == −− σστστσ

而

,5)1()2(,,2)4()1( 11 ==== −− στστσστστσ

,3)2()4(,4)5()3( 11 ==== −− στστσστστσ

,1)3()6(,6)6()5( 11 ==== −− στστσστστσ

因此,得到 .在 的计算中有 出现.观察到)34)(1256(1 =−στσ )5(1 =−στσ )6(στ

的表示式(15423)中不含有 6,这就意味着 (6)=(6).στ στ

6.11 (1) 是同态映射. 当 时为单同态,满同态和同构.而当 G不是}{eG =

平凡群时, 既不是单同态,也不是满同态.ϕ

(2) 是同态映射,且为单同态,不是满同态.

(3) 是同态映射,也是单同态和满同态.

6.12 (1) 哈斯图如图 6.5 所示.

(2) 可以构成布尔代数 . 是 x 与 y 的最小公倍yxAyx ∨∈∀ ,,

数, 是 x与 y的最大公约数.而 A关于 和 运算是封yx∧ ∨ ∧

闭的.容易验证 和 运算满足交换律,结合律,吸收律,且∨ ∧

是互相 可 分配 的 ,因此 ,该偏序 集 构成 分 配格 .

是 x与 y的最小公倍数, 是 x 与 y 的yxAyx ∨∈∀ ,, yx ∧

最大公约数.而 A 关于 和 运算是封闭的.容易验证 和∨ ∧ ∨
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运算满足交换律,结合律,吸收律,且是互相可分配的,因引,该偏序集构成分配∧

格. 是 x的补元,这就证明了该偏序集构成分配格.即布尔代数.
x

Ax 110,∈∀

6.13 (1) 图 6.1 中的(3),(4),(5),(8)图不是格.(3)图中的 没有最},{ gf

小上界;(4)图中的 没有最大下界;(5)图中的 没有最大下界;(8)图中},{ ea },{ ed

的 没有最小上界.},{ ed

(2) 图 6.1 中的(1),(2)图为分配格,但不是有补格和布尔格;(6)图不是分

配格和布尔格,但是有补格;(7)图不是分配格,也不是有补格和布尔格.

分析 图 6.1中格(1)和(2)的所有五元子格都不与图 6.3中的格同构,因而

它们都是分配格.但对于图 6.1(6)和(7)中的格都能找到与图 6.3(2)中的格同构

的子路.例如,图 6.1(6)中的 和(7)中的 ,因此,它们都不},,,,{ fdcba },,,,{ gfcba

是分配格.

再考虑补元.(1)图中格的 元素都没补元;(2)图中格的 元素都dcb ,, edcb ,,,

没补元;(7)图中格的 d元素没有补元.它们不是有补格.而(6)图中格的每个元素

都有补元,是有补格.

6.14 (1)图中 0与 1互为补元; 都没有补元.(2)图中 0与 1互为补dcba ,,,

元;a 的补元是 b和 d; c 的补元是 b和 d的补元为 a和 c;d 的补元为 a和 c.(3)

图中 0与 1互为补元;b 与 c 互为补元;a 和 d 都没有补元.
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第第第第 7777 章章章章 习题解答习题解答习题解答习题解答

7.1 (1),(2),(3),(5)都能构成无向图的度数列,其中除(5)外又都能构成无

向简单图的度数列.

分析 1° 非负整数列 能构成无向图的度数列当且仅当 为nddd ,,, 21 ⋯ ∑
=

n

i

di
1

偶数,即 中的奇数为偶数个.（1）,(2),(3),(5)中分别有 4个,0 个,4nddd ,,, 21 ⋯

个,4 个奇数,所以,它们都能构成无向图的度数列,当然,所对应的无向图很可能

是非简单图.而(4)中有 3个奇数,因而它不能构成无向图度数列.否则就违背了

握手定理的推论.

2°(5) 虽然能构成无向图的度数列,但不能构成无向简单度数列.否则,若

存在无向简单图 G,以 1,3,3,3 为度数列,不妨设 G 中顶点为 ,且4321 ,,, vvvv

,于是 而 只能与 之一相邻,设 与1)( =ivd .3)()()( 432 === vdvdvd 1v 432 ,, vvv 1v 2v

相邻,这样一来,除 能达到 3度外, 都达不到 3度,这是矛盾的.2v 43 ,vv

在图 7.5 所示的 4个图中,(1) 以 1 为度数列,(2)以 2 为度数列,(3)以 3 为

度数列,(4)以 4 为度数列(非简单图).

7.2 设有几简单图D以2,2,3,3 为度数列,对应的顶点分别为 ,由4321 ,,, vvvv

于 所示,),()()( _ vdvdvd += + )()()(,202)()( 22211 vdvdvdvdvd −+−+ −==−=−

033)()()(,123)()()(,202 444333 =−=−==−=−==−= −+−+ vdvdvdvdvdvd
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由此可知,D 的出度列为 2,2,1,0,且满足 .请读者画出∑ ∑ −+ = )()( ii vdvd

一个有向图.以2,2,3,3为度数列,且以0,0,2,3为入度列,以2,2,1,0为出度列.

7.3 D 的入度列不可能为 1,1,1,1.否则 ,必有出度列为 2,2,2,2(因为

,)此时,入度列元素之和为 4,不等于出度列元素之和 8,这))()()( vdvdvd −+ +=

违背握手定理.类似地讨论可知,1,1,1,1 也不能为 D的出席列.

7.4 不能. N 阶无向简单图的最大度 而这里的 n 个正整数彼此不.1−≤∆ n

同,因而这 n个数不能构成无向简单图的度数列,否则所得图的最大度大于 n,这

与最大度应该小于等于 n-1 矛盾.

7.5 (1) 16 个顶点. 图中边数 ,设图中的顶点数为 .根据握手定理16=m n

可知 ∑
=

===
n

i
i nvdm

1

2)(322

所以, .16=n

(2) 13 个顶点.图中边数 ,设 3度顶点个数为 x,由握手定理有21=m

xm 343422 +×==

由此方程解出 .于是图中顶点数10=x .13103 =+=n

(3) 由握手定理及各顶点度数均相同,寻找方程

nk=× 242

的非负整数解,这里不会出现 均为奇数的情况. 其中 为阶级,即顶点kn, n

数, 为度数共可得到下面 10 种情况.k

①个顶点,度数为 48.此图一定是由一个顶点的 24 个环构成,当然为非简单

图.

②2个顶点,每个顶点的度数均为 24.这样的图有多种非同构的情况,一定为

非简单图.

③3个顶点,每个顶点的度数均为 16.所地应的图也都是非简单图.

④4个顶点,每个顶点的度数均为 12. 所对应的图也都是非简单图.

⑤6个顶点，每个顶点的度数均为 8，所对应的图也都是非简单图.

⑥个顶点,每个顶点的度数均为 6.所对应的非同构的图中有简单图,也有非

简单图.
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⑦12 个顶点,每个顶点的度数均为 4. 所对应的非同构的图中有简单图,也

有非简单图.

⑧16 个顶点,每个顶点的度数均为 3,所对应的非同构的图中有简单图,也有

非简单图.

⑨24 个顶点,每个顶点的度数均为 2.所对应的非同构的图中有简单图,也有

非简单图.

⑩48 个顶点,每个顶点的度数均为 1,所对应的图是唯一的,即由 24 个 构2K

成的简单图.

分析 由于 n阶无向简单图G中, ,的以①-⑤所对应的图不可能1)( −≤∆ nG

有简单图.⑥-⑨既有简单图,也有非简单图,读者可以画出若干个非同构的图,而

⑩只能为简单图.

7.6 设 G 为 n 阶图,由握手定理可知

,∑
=

≥=×=
n

i

nvd
1

1 3)(35270

所以,

.23
3

70
=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢≤n

这里, 为不大于 的最大整数,例如⎣ ⎦x x ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .23
3

70,25.2,22 =⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢==

7.7 由于 ,说明 G 中任何顶点 的度数 ,可是1)( −= nGδ v 1)()( −=≥ nGvd δ

由于 G为简单图,因而 ,这又使得 ,于是 ,也就1)( −≤∆ nG 1)( −≤ nvd 1)( −= nvd

是说,G 中每个顶点的度数都是 ,因而应有 .于是 G为 阶正1−n 1)( −≤∆ nG )1( −n

则图,即 G为 n阶完全图 .nK

7.8 由 G 的补图 的定义可知, 为 ,由于 n为奇数,所以, 中各G GG ∪ nK nK

项顶点的度数 为偶数.对于任意的 应有 且1−n ),(GVv∈ ),(GVv∈

1)()(_)( −== nvdvdvd
nKGG
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其中 表示 在 G中的度数, 表示 在 中的度数.由于 为偶)(vdG v )(vd
G

v G 1−n

数,所以, 与 同为奇数或同为偶数,因而若 G有 r个奇度顶点,则)(vd G )(vd
G

G

也有 r个奇度顶点.

7.9 由于 所以, .而 n 阶有向简单图中,边数 ,所,' DD ⊆ mm ≤' )1( −≤ nnm

以,应有

)1()1( ' −≤≤=− nnmmnn

这就导致 ,这说明 D为 n阶完全图,且 .)1( −= nnm DD ='

7.10 图7.6给出了 的18 个非同构的子图,其中有11个生成子图(8-18),4K

其中连通的有 6个 11,12,13,14,16,17).图 7.6 中,n,m 分别为顶点数和边数.

7.11 有11个生成子图,在图7.6 中,它们分别如图8-18所示.要判断它4K

们之中哪些是自补图,首先要知道同构图的性质,设 与 的顶点数和边数.若1G 2G

,则 且 .21 GG ≅ 21 nn = 21 mm =

课后答案网 www.khdaw.com



85

(8)的补图为 ,它们的边数不同,所以,不可能同构.因而(8)与(14)4)14( K=

均不是自补图类似地,(9)的补图为(13),它们也非同构,因而它们也都不是自补

图.(10)与(12)互为补图,它们非同构,因而它们都不是自补图.(15)与(17)互为

补图,它们非同构,所以,它们都不是自补图.类似地,(16)与(18)互为补图且非同

构,所以,它们也都不是自补图.

而(11)与自己的补图同构,所以,(11)是自补图.

7.12 3阶有向完全图共有20个非同构的子图,见图7.7所示,其中(5)-(20)

为生成子图,生成子图中(8),(13),(16),(19)均为自补图.

分析 在图 7.7 所示的生成子图中, (5)与(11)互为补图,(6)与(10)互为补

图,(7)与(9)互为补图,(12)与(14)互为补图,(15)与(17)互为补图,(18)与(20)

互为补图,以上互为补图的两个图边数均不相同,所以,它们都不是自补图.而

(8),(13),(16),(19)4 个图都与自己的补图同构,所以,它们都是自补图.

7.13 不能.

分析 在同构的意义下, 都中 的子图,而且都是成子图.而 的321 ,, GGG 4K 4K

两条边的生成子图中,只有两个是非同构的,见图 7.6 中(10)与(15)所示.由鸽

巢原理可知, 中至少有两个是同构的,因而它们不可能彼此都非同构.321 ,, GGG

鸽巢原理 只鸽飞进 个鸽巢,其中 ,则至少存在一巢飞入至少 只m n nm ≥ ][
n
m

鸽子.这里 表示不小于 x的最小整数.例如,⎡ ⎤x ⎡ ⎤ ,22 = ⎡ ⎤ .35.2 =

7.14 G 是唯一的,即使 G是简单图也不唯一.
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分析 由握手定理可知 ,又由给的条件得联立议程组nm 32 =

⎩
⎨
⎧

=−
=

.32
32
mn

nm

解出 6个顶点,9条边,每个顶点的度数都是 3的图有多种非同构.9,6 == mn

的情况,其中有多个非简单图(带平行边或环),有两个非同构的简单图,在图 7.8

中(1),(2)给出了这两个非同构的简单图.

满足条件的非同构的简单图只有图7.8

中,(1),(2)所示的图,(1)与(2)所示的图,(1)

与(2)是非同构的.

注意在(1)中不存在 3 个彼此相邻的顶

点,而在(2)中存在3个彼此相邻的顶点,因而

(1)图与(2)图非同构.下面分析满足条件的

简单图只有两个是非同构的.首先注意到(1)

中与(2)中图都是 的生成子图,并且还有6K

这样的事实,设 都是 n阶简单图,则 当且仅当 ,其中21 ,GG 21 GG ≅ 21 GG ≅ 21,GG

分别为 与 的补图.满足要求的简单图都是 6阶 9条边的 3正则图,因而它们1G 2G

的补图都为 6阶 6条边的 2正则图(即每个顶点度数都是 2).而 的所有生成子6K

图中,6条边2正则的非同构的图只有两个,见图7.8中(3),(4)所示的图,其中(3)

为(1)的补图,(4)为(2)的补图,满足要求的非同构的简单图只有两个.

但满足要求的非同简单图有多个非同构的,读者可自己画出多个来.

7.15 将 的顶点标定顺序,讨论 所关联的边.由鸽巢原理(见 7.13 题),6K 1v

与 关联的 5条边中至少有 3条边颜色相同,不妨设存在 3条红色边,见图 7.91v

中(1)所示(用实线表示红色的边)并设它们关联另外 3个顶点分别为 若.,, 642 vvv

构成的 中还有红色边,比如边( )为红色,则 构成的 为642 ,, vvv 3K 42 ,vv 421 ,, vvv 3K

红色 ,见图 7.9 中(2)所示.若 构成的 各边都是蓝色(用虚线表示),3K 642 ,, vvv 3K
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则 构成的 为蓝色的.642 ,, vvv 3K

7.16 在图7.10 所示的 3个图中,(1)为强连通图,(2)为单向连通图,但不是

强连通的,(3)是弱连通的,不是单向连通的,更不是强连通的.

分析 在(1)中任何两个顶点之间都有通路,即任何两个顶点都是相互可达

的,因而它是强连能的.(2)中 c 不可达任何顶点,因而它不是强连通的,但任两个

顶点存在一个顶点可达另外一个顶点,所以,它是单向可达的.(3)中 互相均ca,

不可达,因而它不是单向连通的,更不是强连通的.

判断有向图的连通性有下面的两个判别法.

1°有向图 D是强连通的当且仅当 D中存在经过每个顶点至少一次的回路.

2°有向图D是单向连通的当且仅当D中存在经过每个顶点至少一次的通路.

(1) 中 为经过每个顶点一次的回路,所以,它是强连能的.(2)中abcda abdc

为经过每个顶点的通路,所以,它是单向连通的,但没有经过每个顶点的回路,所

以,它不是强连通的.(3)中无经过每个顶点的回路,也无经过每个顶点的通路,所

以,它只能是弱连通的.

7.17 的连通分支一定为 2,而 的连通分支数是不确定的.'EG − 'VG −

分析 设 为连通图G的边割集,则 的连通分支数 不可'E 'EG − ,2)( ' =− EGp

能大于2.否则,比如 ,则 由3个小图 组成,且 中边3)( ' =− EGp 'EG − 321 ,, GGG 'E
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的两个端点分属于两个不同的小图.设 中的边的两个端点一个在 中,另一个''E 1G

在 中 ,则 ,易知 ,这与 为边割集矛盾 ,所以 ,2G
''' EE ⊂ 2)( '' =− EGp 'E

.2)( '' =− EGp

但 不是定数,当然它大于等于2,在图7.11中, 为(1)的点)( 'VGp − },{' vuV =

割集, 其中 G为(1)中图. 为(2)中图的点割集,且 为割,2)( ' =−VGp }{'' vV = v

点, ,其中 为(2)中图.4)( ''' =−VGp 'G

7.18 解此题,只要求出 D的邻接矩阵的前 4次幂即可.

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0000
1010
0001
0110

A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
1001
0110
1011

2A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
1110
1011
1111

3A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000
1011
1111
2121

4A

D 中长度为 4的通路数为 中元素之和,等于 15,其中对角线上元素之和为4A

3,即 D 中长度为 3的回路数为 3. 到 的长度为 4的通路数等于 .3v 4v 2)4(
34 =a

分析 用邻接矩阵的幂求有向图 D中的通路数和回路数应该注意以下几点:

1°这里所谈通路或回路是定义意义下的,不是同构意义下的.比如,不同始

点(终点)的回路

2° 这里的通路或回路不但有初级的、简单的，还有复杂的 .例

如, 是一条长为 4的复杂回路.12121 ,,,, vvvvv
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3° 回路仍然看成是通路的特殊情况.

读者可利用 ,求 中长度为 2和 3的通路和回路数.32 , AA D

7.19 答案 A:④.

分析 G中有 个 度顶点,有 个 度顶点,由握手定理可知kN k )( kNn − )1( +k

mNnkNkvd kk

n

i
i 2))(1()(

1

=−++⋅=∑
=

.2)1( nknN k −+=⇒

7.20 答案 A:②; B:③.

分析 在图 7.12 中,图(1)与它的补同构,再没有与图(1)非同构的自补图了,

所以非同构的无向的4阶自补图只有1个.图(2)与它的补同构,图(3)与它的补也

同构,而图(2)与图(3)不同构,再没有与(2),(3)非同构的自补图了,所以,非同械

的 5阶自补图有 2个.

7.21 答案 A:④; B:③; C:④; D:①.

分析 (1)中存在经过每个顶点的回路,如 .(2)中存在经过每个顶点.adcba

的通路,但无回路.(3)中无经过每个顶点至少一次的通路,其实, 两个顶点互db,

不可达.(4)中有经过每个顶点至少一次的通路,但无回路, 为经过每个顶aedcbd

点的通路.(5)中存在经过每个顶点至少一次的回路,如 (6)中也存在经.aedbcdba

过每个顶点的回路 ,如 由 7.16 题可知 ,(1),(5),(6) 是强连通.baebdcb

的,(1),(2),(4),(5),(6)是单向连能的,(2),(4)是非强连通的单向连通图.注意,

强连通图必为单向连通图.6 个图中,只有(3)既不是强连通的,也不是连通的,它

只是弱连通图.

在(3)中,从 a 到 b 无通路,所以 而 到 有唯一的通路 ,所以,,, ∞>=< bad b a ba

.1, >=< abd
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7.22 答案 A:①; B:⑥㈩ C:②; D:④.

分析 用 标号法,将计算机结果列在表 7.1 中.表中第 x列最后标定Dijkstra

/Z 表示b到x的最短路径的权为y,且在b到x的最短路径上,Z邻接到 x, 即xy

的前驱元为 Z.由表 7.1 可知,a 的前驱元为 c(即 a 邻接到 c),c 的前驱元为 b,所

以,b 到a 的最短路径为 ,其权为 4.类似地计论可知,b 到c 的最短路径为 bc,bca

其权为 1.b 到 d的最短路径为 ,其权为9.b 到 e 的最短路径为 ,其权为bcegd bce

7.

表 7.1

7.23 答案 A:⑧; B:⑩ C:③; D:③和④.

分析 按求最早、最晚完成时间的公式，先求各顶点的最早完成时间，再求

最晚完成时间，最后求缓冲时间。

（1）最早完成时间：

0)( 1 =vTE

},,{)( 212 vvv =Γ− 3}30max{)( 2 =+=vTE

},,{)( 313 vvv =Γ− 3}03,20max{)( 3 =++=vTE

},,{)( 314 vvv =Γ− 5}23,40max{)( 4 =++=vTE

k a b c d e f g

0

1

2

3

4

5

6

7

4

4/c

0 1

1/b

∞

∞

12

12

12

9

9/g

∞

5

5

5

5/c

∞

4

4

4/c

∞

∞

∞

11

7

7/e

4 0 1 9 5 4 7

顶点
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},,{)( 325 vvv =Γ− 7}43,43max{)( 5 =++=vTE

},,{)( 636 vvv =Γ− 7}07,43max{)( 6 =++=vTE

},,{)( 547 vvv =Γ− 10}010,55max{)( 7 =++=vTE

},,{)( 768 vvv =Γ− 11}110,37max{)( 8 =++=vTE

},,{)( 859 vvv =Γ− 13}111,67max{)( 9 =++=vTE

（2）最晚完成时间：

13)( 9 =vTL

},{)( 98 vv =Γ+ ;12}113min{)( 8 =−=vTL

},{)( 86 vv =Γ+ ;9}312min{)( 6 =−=vTL

},{)( 87 vv =Γ+ ;11}112min{)( 7 =−=vTL

},,{)( 965 vvv =Γ+ ;7}613,09min{)( 5 =−−=vTL

},{)( 74 vv =Γ+ ;6511min{)( 4 =−=vTL

},,,{)( 6543 vvvv =Γ+ ;549.47.26min{)( 3 =−−−=vTL

},,{)( 532 vvv =Γ+ ;3}47.03min{)( 2 =−−=vTL

},,,{)( 4321 vvvv =Γ+ ;0}46,23.33min{)( 1 =−−−=vTL

（3）缓冲时间：

.1)()(,2)(,1)(
0)()()()()(

8764

95321

====
=====

vTSvTSvTSvTS
vTSvTSvTSvTSvTS

（4）关键路径有两条： 和9521 ,,, vvvv .,,,, 95321 vvvvv
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第第第第 8888 章章章章 习题解答习题解答习题解答习题解答

8.1 图 8.6 中,(1)所示的图为 (2) 所示的图为 (3)所示的图为,3,1K ,3,2K

它们分别各有不同的同构形式.,2,2K

8.2 若 G 为零图,用一种颜色就够了,若 G是非零图的二部图,用两种颜色就

够了.

分析 根据二部图的定义可知,n 阶零图(无边的图)是三部图(含平凡图),

对 n 阶零图的每个顶点都用同一种颜色染色,因为无边,所以,不会出现相邻顶点

染同色,因而一种颜色就够用了.

8.3 完全二部图 中的边数 .,,srK rsm −

分析 设完全二部图 的顶点集为 V, 则 ,且srK , ∅== 2121 , VVVVV ∩∪

是简单图,且 中每个顶点与 中所有顶点相邻,而且 中任,||,|| 21 sVrV == srK , 1V 2V 1V

何两个不同顶点关联的边互不相同,所以,边数 .rsm −

8.4 完全二部图 中匹配数 ,即 等于 中的小者.srK , },min{1 sr=β 1β sr ,

分析 不妨设 且二部图 中, 由 Hall 定理可知,图中,sr ≤ srK , ,||,|| 21 sVrV ==

存在 到的完备匹配,设 M 为一个完备匹配 ,则 中顶点全为 M 饱和点 ,所1V 1V

以, .1 r=β

8.5 能安排多种方案,使每个工人去完成一项他们各自能胜任的任务.

分析 设 ,则 为工人集合, ,则 为任务集合.},,{1 丙乙甲=V 1V },,{2 cbaV = 2V
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令 ,得无向图 ,则 G 为二部图,见图}|),{(,21 yxyxEVVV 能胜任== ∪ >=< EVG ,

8.7 所示.本题是求图中完美匹配问题. 给图中一个完美匹配就

对应一个分配方案.图 8.7 满足 Hall 定理中的相异性条件,所

以,存在完备匹配,又因为 所以,完备匹配也为完美,3|||| 21 == VV

匹配.其实,从图上,可以找到多个完美匹配. 取

)},(),,(),,{(1 cbaM 丙乙甲=

此匹配对应的方案为甲完成a,乙完成 b, 丙完成c,见图中粗边所示的匹配.

)},(),,(),,{( cabM 丙乙甲=

对应的分配方案为甲完成 b,乙完成 a,丙完成 c.2M

请读者再找出其余的分配方案.

8.6 本题的答案太多,如果不限定画出的图为简单图,非常容易地给出 4族

图分别满足要求.

(1) n (n 为偶数,且 )阶圈都是偶数个顶点,偶数条边的欧拉图.2≥n

(2) n (n 为奇数,且 )阶圈都是奇数个顶点,奇数条边的欧拉图.1≥n

(3) 在(1) 中的圈上任选一个顶点,在此顶点处加一个环,所务图为奇数个

顶点,偶数条边的欧拉图.

分析 上面给出的 4族图都是连通的,并且所有顶点的度数都是偶数,所以,

都是欧拉图.并且(1),(2) 中的图都是简单图.而(3),(4)中的图都带环,因而都

是非简单图. 于是,如果要求所给出的图必须是简单图,则(3),(4)中的图不满足

要求.

其实,欧拉图是若干个边不重的图的并,由这种性质,同样可以得到满足

(3),(4)中要求的简单欧拉图.设 是长度大于等于3的k个奇圈(长度kGGG ,,, 21 ⋯

为奇数的圈称为奇圈),其中 k为偶数,将 中某个顶点与 中的某顶点重合,但1G 2G

边不重合, 中某顶点与 中某顶点重合,但边不重合,继续地,最后将 中2G 3G 1−kG

某顶点与 中某顶点重合,边不重合,设最后得连通图为 G,则 G 中有奇数个顶点,kG

偶数条边,且所有顶点度数均为偶数,所以,这样的一族图满足(4)的要求,其中一
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个特例为图 8.8 中(1)所示.在以上各图中,若 中有一个偶圈,其他条kGGG ,,, 21 ⋯

件不变,构造方法同上,则所得图 G为偶数个顶点,奇数条边的简单欧拉图,满足

(3)的要求,图 8.8 中(2)所示为一个特殊的情况.

8.7 本题的讨 论类似于8.6题,

只是将所有无向圈全变成有向圈即可,请读者自己画出满足要求的一些特殊有向

欧拉图.

8.8 本题的答案也是很多的,这里给出满足要求的最简单一些图案,而且全

为简单图.

(1) ( )阶圈,它们都是欧拉图,又都是哈密尔顿图.n 3≥n

(2) 给定 ( )个长度大于等于 3的初级回路,即圈 ,用 8.6k 2≥k kGGG ,,, 21 ⋯

题方法构造的图G均为欧拉图,但都不是哈密尔顿图,图8.8给出的两个图是这里

的特例.

(3) ( )阶圈中,找两个不相邻的顶点,在它们之间加一条边,所得图均n 4≥n

为哈密尔顿图,但都不是欧拉图.

(4) 在(2)中的图中,设存在长度大于等于 4的圈,比如说 ,在 中找两个1G 1G

不相邻的相邻顶点,在它们之间加一条新边,然

后用 8.6 题方法构造图 G,则 G 既不是欧拉图,

也不是哈密尔顿图,见图 8.9 所示的图.

分析 (1) 中图满足要求是显然的.(2)

中构造的图 G是连通的,并且各顶点度数均为偶数,所以,都是欧拉图,但因为 G

中存在割点,将割点从 G中删除,所得图至少有两个连通分支,这破坏了哈密尔顿

图的必要条件,所以,G 不是哈密尔顿图.(3) 中构造的图中,所有顶点都排在一

个圈上,所以,图中存在哈密尔顿回路,因而为哈密尔顿图,但因图中有奇度顶点
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(度数为奇数的顶点),所以,不是欧拉图. 由以上讨论可知,(4) 中图既不是欧拉

图,也不是哈密尔顿图.

其实,读者可以找许多族图,分别满足题中的要求.

8.9 请读者自己讨论.

8.10 其逆命题不真.

分析 若D是强连通的有向图,则D中任何两个顶点都是相互可达的,但并没

有要求 D 中每个顶点的入度都等于出度. 在图 8.2 所示的 3个强连通的有向衅

都不是欧拉图.

8.11 除 不是哈密尔顿图之外, ( )全是哈密尔顿图. (n 为奇2K nK 3≥n nK

数)为欧拉图. 规定 (平凡图)既是欧拉图,又是哈密尔顿图.1K

分析 从哈密尔顿图的定义不难看出,n阶图 G是否为哈密尔顿图,就看是否

能将 G 中的所有顶点排在 G中的一个长为 n的初级回路,即圈上. ( )中nK 3≥n

存在多个这样的生成圈(含所有顶点的图), 所以 ( )都是哈密尔顿图.nK 3≥n

在完全图 中,各顶点的度数均为 n-1,若 为欧拉图,则必有 为偶数,nK nK 1−n

即 n为奇数,于是,当 n为奇数时, 连通且无度顶点,所以, ( 为奇数) 都nK nK n

是欧拉图.当 n为偶数时,各顶点的度数均为奇数,当然不是欧拉图.

8.12 有割点的图也可以为欧拉图.

分析 无向图 G为欧拉图当且仅当 G连通且没有奇度顶点.只要 G连通且无

奇度顶点(割点的度数也为偶数),G 就是欧拉图.图 8.8 所示的两个图都有割点,

但它们都是欧拉图.

8.13 将 7 个人排座在圆桌周围,其排法为 .abdfgeca

分析 做无向图 ,其中,>=< EVG ,

},,,,,,{ gfedcbaV =

},|),{( 有共同语言与且 vuVvuvuE ∈=

图 G为图 8.10 所示.图 G是连通图,于是,能否将这 7个人排座在圆桌周围,

使得每个人能与两边的人交谈,就转化成了图 G 中是否存在哈密尔顿回路(也就
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是G是否为哈密尔顿图).通过观察发现G中存在哈密尔顿回路, 就是其abdfgeca

中的一条哈密尔顿回路.

8.14 用 表示颜色 做无向图 ,其中iv .6,,2,1, ⋯=ii >=< EVG ,

},,,,,,{ 654321 vvvvvvV =

}.,,|),{( 能搭配与并且且 vuvuVvuvuE ≠∈=

对于任意的 表示顶点 与别的能搭配的颜色个数,易知 G是简单)(, vdVv∈ v

图,且对于任意的 ,均有 ,由定理 8.9 可知,G 为哈密Vvu ∈, 633)()( =+≥+ vdud

尔顿图,因而 G中存在哈密尔顿回路,不妨设 为其中的一条,在这
1654321 iiiiiii vvvvvvv

种回路上,每个顶点工表的颜色都能与它相邻顶点代表的颜色相.于是,让 与
1i
v

, 与 , 与 所代表的颜色相搭配就能织出3种双色布,包含了6种颜色.
2i
v

3i
v

4i
v

5i
v

6i
v

8.15

本图边∑
=

×======
3

0
0321 ,10220)deg(.12)deg(,3)deg(,1)deg(,4)deg(

i
iRRRRR 而

数 m=10.

分析 平面图(平面嵌入)的面 的次数等于包围它的边界的回路的长度,iR

这里所说回路,可能是初级的,可能是简单的,也可能是复杂的,还可能由若干个

回路组成.图8.1 所示图中, 的边界都是初级回路,而 的边界为复杂回321 ,, RRR 0R

路(有的边在回路中重复出现),即 ,长度为 12,其中边432110987654321 eeeeeeeeeeeeee

在其中各出现两次.65 ,ee
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8.16 图 8.11 中,实线边所示的图为图 8.1 中图 G,虚线边,实心点图为它的

对偶图的顶点数 ,边数 ,面数 分*n *m *r

别为 4,10 和 8, 于是有

分析 从图 8.11 还可以发现,G 的每个顶点位于的一个面中,且的每个面只

含 G的一个顶点,所以,这是连通平面图 G是具有 个连通分支的平面图 ,则k 2≥k

应有 .读者自己给出一个非连通的平面图,求出它的对偶图来验证这1* +−= knr

个结论.另外,用图 8.1 还可以验证,对于任意的 ( 中的顶点),若它处于 G的*v *G

面 中,则应有 .iR )deg()( *
iRvd =

8.17 不能与 G同构.

分析 任意平面图的对偶图都是连通的,因而与都是连通图,而 G是具有 3

个连通分支的非连通图,连通图与非连通图显然是不能同构的.

图 8.12 中, 这线边图为图 8.2中的图 G,虚线边图为G的对偶图,带小杠的

边组成的图是 的对偶图,显然*G .
~

** GG ≠

8.18 因为彼得 森图中有长度为奇数的圈,

根据定理 8.1可知它不是二部图.图中每个顶点的度数均为 3,由定8.5 可知它不

是欧拉图.又因为它可以收缩成 ,由库拉图期基定理可知它也不是平面图.5K
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其实,彼得森图也不是哈密尔顿图图,这里就不给出证明了.

8.19 将图8.4重画在图8.13中,并且将顶点标定.图中 为图中哈密afbdcea

尔顿回路,见图中粗边所示,所以,该图为哈密尔顿图.

将图中边 三条去掉,所得图为原来图的子图,它为 ,可),(),,(),,( dffeed 3,3K

取 ,由库拉图期基定理可知,该图不是平面图.},,{1 cbaV = },,{2 fedV =

8.20 图 8.14 所示图为图 8.5 所示图的平面嵌入.

分析 该图为极大平面图.此图G中,顶点数 ,边数 若G是不是极9=n .12=m

大平面图,则应该存在不相邻的顶点 在它们之间再加一条边所得 还应该,,vu 'G

是简单平面图, 的顶点数 ,于是会有'G 131,6 '' =+=== nmnn

.126313 '' =−>= nm

这与定理 8.16 矛盾,所以,G 为极大平面图.

其实, ( )阶简单平面图G为极大平面图当且仅当G的每个面的次数均n 3≥n

为 3.由图 8.14 可知,G 的每个面的次数均为 3,所以,G 为极大平面图.

8.21 答案 A,B,C,D 全为②

分析 (1) 只有 n为奇数时命题为真,见 8.11 的解答与分析.

(2) 时,命题为真,见 8.11 的解答与分析.2≠n

(3) 只有 都是偶数时, 中才无奇度数顶点,因而 为欧拉图,其他mn, mnK , mnK ,

情况下,即 中至少有一个是奇数,这时 中必有奇度顶点,因而不是欧拉图.mn, mnK ,

(4) 只有 时, 中存在 哈密尔顿回路,因而为哈密尔顿图.mn = mnK ,

当 时,不妨设 ,并且在二部图 中, ,则mn ≠ mn < mnK , mVnV == ||,|| 21

,这与定理 8.8矛盾. 所以, 时, 不是哈密尔顿nVmVGp =>=− ||)( 11 mn ≠ mnK ,
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图.

8.22 答案 A:②;B②;C②.

分析

图 8.15 中,两个实边图是同构的,但它们的对偶力(虚边图)是不同构的.

(2) 任何平面图的对偶图都是连通图 .设 G 是非连通的平面图,显然有

.**
~
GG≠

(3) 当 G 是非连通的平面图时, 其中 为 G的连通分支数.,1* +−= knr k

8.23 答案 A:④;B②;C②.

分析 根据库期基定理可知,所求的图必含有 或 同胚子图,或含可收5K 3,3K

缩成 或 的子图.由于顶点数和边数均已限定,因而由 加 2 条边的图可5K 3,3K 3,3K

满足要求,由 增加一个顶点,一条边的图可满足要求,将所有的非同构的简单5K

图画出来,共有 4个,其中由 产生的有 2个,由 产生的有 2个.见图 8.16 所3,3K 5K

示.
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第第第第 9999 章章章章 习题解答习题解答习题解答习题解答

9.1 有 5 片树叶.

分析 设 T 有 x 个 1 度顶点(即树叶).则 T 的顶点数 Txxn ,523 +=++=

的边数 由握手定理得方程..41 xnm +=−=

∑
=

+=⋅+×+×==+=
n

i
i xxvdxm

1

.1312233)()4(22

由方程解出 .5=x

所求无向树 T的度数列为 1,1,1,1,1,2,2,3,3,3.由这个度数列可以画多棵

非同构的无向树,图 9.6 给出的 4棵都具有上述度数列,且它们是非同构的.

9.2 T 中有 5个 3度顶点.

分析 设 T 中有 个 3 度顶点 ,则 T 中的顶点数 边数x ,7 xn +=

,由握手定理得方程.xnm +=−= 61

∑
=

+==+=
n

i
i xvdxm

1

73)(2122

由方程解出 x=5.

所求无向树 T的度数列为 1,1,1,1,1,2,2,3,3,3.由这个度数列可以画多棵

非同构的无向树,图 9.6 给出的 4棵都具有上述度数列,且它们是非同构的.

9.2 T 中有 5个 3度顶点.

要析 设 T 中有 x 个 3 度顶点 ,则 T 中的顶点数 ,边数xn += 7

,由握手定理得方程.xnm +=−= 61
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.∑
=

+==+=
n

i
i xvdxm

1

73)(2122

由此解出 ,即 T中有5个 3度顶.T 的度数列为5=x

1,1,1,1,1,1,1,3,3,3,3,3.由于 T中只有树叶和3度顶

点,因而 3度顶点可依次相邻,见图9.7 所示. 还有一棵

与它非同构的树,请读者自己画出.

9.3 加 条新边才能使所得图为无向树.1−k

分析 设具有 个连通分支的森林为 G,则 G 有 个连通分支k k iK TTTT ,,, 21 ⋯

全为树, 加新边不能在 内部加,否则必产生回路.因而必须在不同的.,,2,1 ki ⋯= iT

小树之间加新边. 每加一条新边后,所得到的森林就减少一个连通分支. 恰好加

条新边,就使得图连通且无回路,因而是树.在加边过程中,只需注意,不在同1−k

一人连通分支中加边 . 下面给出一种加边方法,取 为 中顶点 ,加新边iv iT

,则所得图为树,见图 9.8 给出的一个特例.图中虚线边为1,,2,1),( 1 −=+ kivv ii ⋯

新加的边.

9.4 不一定.

分析 n阶无向树 T具有 条边,这是无向树 T的必要条件,但不是充公条1−n

件.例如, 阶圈(即 个顶点的初级回路)和一个孤立点组成无向简单图具有1−n

条边, 但它显然不是树.1−n

9.5 非同构的无向树共有 2棵,如图 9.9 所示.
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分析 由度数列 1,1,1,1,2,2,4 不难看出，唯一的 4度顶点必须与 2度顶点

相邻，它与1个 2度顶点相邻，还是与两个 2度顶点都相邻，所得树是非同构的 ，

再没有其他情况.因而是两棵非同构的树.

9.6 有两棵非同构的生成树,见图 9.10 所示.

分析 图 9.10 是5 阶图(5 个顶点的图), 5 阶非同构的无向树只有3棵,理

由如下. 5 阶无向树中,顶点数 ,边数 ,各顶点度数之和为 8,度数分配5=n 4=m

方案有 3种,分别为

①1,1,1,1,4;

②1,1,1,2,3;

③1,1,2,2.2.

每种方案只有一棵非同构的树.图9.10所示的5阶图的非同构的生成树的度

数列不能超出以上3种,也就是说,它至多有3棵非同构的生成树, 但由于图中无

4度顶点,所示,不可能有度数列为①的生成树,于是该图最多有两棵非同构的生

成树. 但在图 9.10 中已经找出了两个非同构的生成树,其中(1)的度数列为

③,(2) 的度数列为②,因而该图准确地有两棵非同构的生成树.

9.7 基本回路为:

.,,, hfabCgfaCeadCcbadC hgec ====

基本回路系统为 }.,,,{ hgec CCCC

基本割集为:

},,{},,{
},,,{},,,,,{
hgfScedS
hcbShgceaS

fd

ba

==
==

基本回路系统为 .},,,{ fdba SSSS

分析 1°注意基本回路用边的序列表示,而基本割集用边的集合表示.
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2° 基本回路中,只含一条弦,其余的边全为树枝,其求法是这样的: 设弦

,则 在生成树 T 中,且在 T 中, 之间存在唯一的路径 与),( ji vve = ji vv , ji vv , ji,Γ

组成的回路为 G中对应弦 的基本回路.),( ji vve = e

3° 基本割集中,只含一条树枝,其余的边都是弦,其求法是这样的:设树枝

,则 为 T中桥,于是 (将 从 T中支掉),产生两棵小树 和 ,则),( ji vve = e eT − e 1T 2T

}|{ 21
''' 中和的两端点分别在中且在 TTeGeeSe =

为树枝 对应的基本割集. 显然 中另外的边全是弦. 注意,两棵eS e ee SSe ,∈

小树 和 ,中很可能有平凡的树(一个顶点).1T 2T

得两棵小树如图 9.11 中(1) 所示. G 中一个端点在 中,另一个端点aT − iT

在 中的边为 (树枝), ,它们全是弦,于是2T a hgce ,,,

},,,,{ hgceaSa =

得两棵小树如图 9.11 中(2) 所示, 其中有一棵为平凡树. G 中一个bT −

端点在 中,另一个端点在 中的边数除树枝 外,还有弦 所以,1T 2T b ,,hc

},,{ hcbSb =

产生的两棵小树如图9.11中(3) 所示 . G 中一个端点在 中,另中一dT − 1T

个端点在 中的边,除树枝 外,还有两条弦 ,所示,2T d ec,

},,{ ecdSd =

产生的两棵小树如图 9.11 中(4) 所示. 由它产生的基本割集为fT −

.},,{ hgfS f =
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9.8 按 Kruskal求最小生成树的算法,求出的图 9.3(1)的最小生成树T为图

9.12 中(1) 所示, 其 .(2) 的最小生成树 T 为图 9.12 中(2)所示,其7)( =TW

.11)( =TW

9.9 为前缀码.421 ,, BBB

分析 在 中任何符号串都不是另外符号串的前串,因而它们都是前421 ,, BBB

缀码.而在 中, 1 是 11,101 的前缀,因而 不是前缀码. 在 中, 是3B 3B 5B ,a acaa,

等的前缀,因而 也不是前缀码.5B

9.10 由图 9.4 (1) 给出的 2元前缀码.

}11,011,01010,0100,00{1 =B

由(2) 给出的 3元前缀码为.

}.2,1,022,0202,0201,0200,01,00{2 =B

分析 是 2元树产生的 2元前缀码(因为码中的符号串由两个符号 0,1 组1B

成),类似地, 是由3元树产生的3元前缀码(因为码中符号串由3个符号0,1,22B

组成).一般地,由 元树产生 元前缀码.r r

9.11 (1) 算式的表达式为

.jihgfedcba *)*()()*)*(((( ++÷−+

由于 使其成为因而可以省去一些括号优先于 ,,,*, −+÷

.jihgfedcba **)()*)*(( ++÷−+

(2) 算式的波兰符号法表达式为

.**** hijfgbcdea ++−÷+
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(3) 算式的逆波兰符号法表达式为

.**** +÷+−+ jIhifgedabc

9.12 答案 A:①; B②; C:④; D:⑨.

分析 对于每种情况都先求出非同构的无向树,然后求出每棵非同构的无向

树派生出来的所有非同构的根树 .图 9.13 中,(1),(2),(3),(4)分别画出了

2阶,3 阶,4 阶,5 阶所有非同构的无向树,分别为 1棵,1 棵,2 棵和 3棵无向树.

2 阶无向树只有 1棵,它有两个 1度顶点,见图 9.13 中(1)所示,以 1个顶点

为树根,1 个顶点为树叶,得到 1棵根树.

3 阶非同的无向树也只有 1 棵,见图 9.13 中(2)所示.它有两个 1 度顶点,1

个2度顶点,以1度顶点为根的根树与以2度顶点为根的树显然是非同构的根树,

所以 2个阶非同构的根树有两棵.

4 阶非同构的无向树有两棵,见图 9.13 中(3)所示. 第一棵树有 3 片树叶,1

个3度顶点, 以树叶为根的根树与以3度顶点为根的树非同构.所以,由第一棵树

能生成两个非同构的根树, 见图 9.14 中(1)所示. 第二棵树有两片树叶,两个 2

度顶点,由对称性,以树叶为根的根树与 2 度顶点为根的根树非同构,见图 9.14

中(2) 所示. 所以,4 阶非同构的根树有 4棵.

5 阶非同构的无向树有 3棵,见图 9.13 中(4)所示. 由第一棵能派生两棵非

同构的根树, 由第二棵能派生 4棵非同构的根树,由第三棵能派生 3棵非同构的

根树,所以,5 阶非同构的根树共有 9棵,请读者将它们都画出来.
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9.13 答案 A:②; B:②; C:③; D:③; E:③;F:④; G: ④; H:③.

分析 将所有频率都乘 100,所得结果按从小到大顺序排列:

.35,20,15,10,10,5,5 ======= abcdefg wwwwwww

以以上各数为权,用 Huffman 算法求一棵最优树,见图 9.15 所示.

对 照 各 个权可知各字母的前

缀码如下:

a——10， b——01， c——111， d——110，

e——001， f——0001，g——0000.

于是，a,b 的码长为 的码长为 的码长为 4.edc ,,,2 gf ,,3

W(T)=255(各分支点的权之和),W(T)是传输 100 按给定频率出现的字母所用

的二进制数字,因则传输 104个按上述频率出现的字母要用 个255001055.2 4 =×

二进制数字.

最后还应指出一点,在画最优树叶, 由于顶点位置的不同,所得缀码可能不

同,即有些字母的码子在不同的最优树中可能不同,但一般说来码长不改变.特别

是,不同的最优树,它们的权是固定不变的.

9.14 答案 A:②; B:④

分析 用 2 元有序正则树表示算式,树叶表示参加运算的数,分支点上放运

算符,并将被减数(被除数)放在左子树上,所得 2元树如图 9.16 所示.

用前序行遍法访问此树,得波兰符号表示法为

.*** ghfdeabc −++−

用后序行遍法访问此树,得逆波兰符号表示

法为

−−++ *** fghdecab
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